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Yorrede. 


üeber  Entstehung  und  Plan  des   vorliegenden  Werkes 

mögen  die  folgenden  Worte  Aufschluss  geben  ^  welche  Prof. 

Dr.  F.  Folie,  Administrateur-Inspecteur  der  Universität  Lüttich, 

der  von  ihm  besorgten  französischen  Ausgabe  voranschickte 

„Während    seiner    letzten   Krankheit   hatte    uns 

A.  Meyer  die  Revision  der  Druckbogen  seiner  Theorie 

analytiqtie  des  prohabilites  ä  posteriori  übertragen. 

Diesem  Umstände  ist  es  gewiss  zu  danken,  dass 
die  Witwe  Meyer's  so  freundlich  war,  uns  das  Manu- 
Script  der  Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung anzuvertrauen,  welche  ihr  Gatte  in  den  Jahren 
1849  bis  1857  an  der  Universität  Lüttich  abgehalten. 
Wir  gaben  uns  der  Hoffiiung  hin,  die  königliche 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Lüttich,  welche 
schon  früher  hervorragende  Arbeiten  Meyer's  in  ihren 
Memoiren  veröffentlicht  hatte,  werde  auch  bei  der 
Herausgabe  dieser  hinterlassenen  Schrift,  wohl  der 
bedeutendsten  ihres  Autors,  ihre  Mitwirkung  nicht 
versagen.  Zählt  doch  diese  Gesellschaft  ausser  der 
Mehrzahl  ehemaliger  Collegen  Meyer's  von  der  Facultät 
mehrere  seiner  einstigen  Schüler  in  ihrem  Schosse; 
und  alle,  Collegen  wie  Schüler,  haben  diesen  Gelehrten 
von  so  umfassendem  Wissen,  diesen  edlen  Mann,  diesen 
seinem  Berufe  ergebenen  Lehrer  kennen  und  lieben 
gelernt.  So  würde  denn  die  Herausgabe  seiner  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung keine  Verzögerung  erlitten 
haben,    wären    die  Hilfsquellen  der  Gesellschaft   zu- 


reichend  gewesen.  Jedoch  erst  in  der  letzten  Zeit 
gestatteten  ihre  finanziellen  Verhältnisse,  die  Druck- 
legung des  Werkes  zu  bewilligen. 

Obgleich  die  Äufeeichnungen  des  Verfassers  nahe- 
zu vollständig  waren,  indem  sie  nur  in  den  auf  die 
Eutwickelung  der  Formeln  bezüglichen  Partien  zu- 
weilen keinen  Text  enthielten,  war  es  doch  nothwen- 
djg,  sie  etwas  mehr  in  die  Form  eines  zu  yeröffent- 
lichenden  Buches  einzukleiden.  Wir  haben  diese  Arbeit, 
bei  welcher  uns  ein  ehemaliger  Schüler  Meyer's,  unser 
Freund  L,  Perard,  Professor  an  der  Universität  Lüttich^ 
in  verbindlicher  Weise  unterstützte,  mit  Vergnügen 
unternommen  und  dabei  den  Ideen  unseres  Lehrers 
durchffegs,  und,  so  weit  es  augieng,  auch  dessen  bün- 
digem Stile  Rechnung  getragen.  Ausser  der  Beseit^ng 
einiger  ßechenfehler  und  der  Einschaltung  einiger 
minder  wichtigen  Erklärungen  haben  wir  nichts  hin- 
zugefügt. 

Eine  im  Manuscript  fehlende  Partie  konnte  Dank 
der  Gefälligkeit  eines  unserer  ehemaligen  Collegen, 
welcher  mit  uns  die  Vorlesungen  Meyer's  besucht  hat, 
unseres  Freundes  A,  Devivier,  Professors  der  Universi- 
tät Löwen,  ersetzt  werden,  welcher  so  freundlich  war, 
uns  seine  Anmerkungen,  deren  volle  Genauigkeit  wir 
zu  würdigen  wussten,  zur  Verfügung  zu  stellen. 

Das  Manuscript  war  in  Vorlesungen  von  ungleich- 
massiger  Länge  eingetheilt.  Wir  hielten  es  in  Rück- 
sicht auf  die  didaktische  Natur  des  Werkes  für  an- 
gemessener, dasselbe  in  Capitel  und  Paragraphen 
einzutheilen ,  um  dem  Leser  das  Nachsuchen  zu  er- 
leichtern und  ihn  auf  Paragraphen  verweisen  zu  können, 
deren  Kenntniss  zum  Verständniss  des  Testes  gefordert 
wird. 

Ein^e  Partien  glaubten  wir  aus  dem  eigent- 
lichen Werke  ausscheiden  und  an  das  Ende  desselben 
verweisen  zu  sollen,  indem  sie  als  Entwickelungen 
gewisser  specieller  Fragen  in  die  methodische  Ein- 
theilung  des  Buches  nicht  gehören. 


Es  trifft  dies  die  beiden  Fehlertheorien  nach 
Laplace  und  Bienayme,  welche  Meyer  der  im  Buche 
vorgetragenen  unmittelbar  angeschlossen  hatte;  ferner 
eine  Ausdehnung  des  BemouUi'schen  Theorems  auf 
Factoriellen  von  Binomen,  welche  von  Meyer  herrührt 
und  seine  Vorzüge  als  Analytiker  erkennen  lässt;  end- 
lich einige  Anmerkungen  zur  Erklärung  der  Formeln, 
deren  er  sich  bedient. 

Das  vorliegende  Werk  Meyer's  ist  eine  vollstän- 
dige Zusammenfassung  der  bedeutendsten  Arbeiten  über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  von  BernouUi,  Moivre, 
Laplace,  Poisson,  Gauss,  Encke,  Bienayme  u,  A.,  und 
man  kann,  unserer  Meinung  nach,  kühn  die  Behauptung 
aufstellen,  dass  keine  so  umfassende  Abhandlung  mehr 
über  diesen  Gegenstand  vorhanden  ist,  die  Theorie 
analytique  des  jpröbcbbilites  ausgenommen. 

Ganz  besonders  glauben  wir  die  Aufmerksam- 
keit des  Lesers  auf  die  Verallgemeinerungen  einiger 
Probleme  lenken  zu  sollen,  in  welchen  schöne  An- 
wendungen der  höheren  Analysis  und  insbesondere 
der  Rechnung  mit  endlichen  Differenzen  geboten  wer- 
den; ebenso  auf  den  Beweis  des  BernouUi'schen  Theorems 
und  seine  Verallgemeinerung;  femer  auf  den  Rech- 
nungsgang bei  Entwickelung  der  Formeln  von  JLaplace, 
die  im  Original  so  schwer  zu  lesen  sind;  endlich  auf 
die  zahlreichen  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf  Bevölkerung  und  Versicherungswesen. 

Das  Theorem  und  Problem  von  Poisson,  welche 
sich  im  Manuscript  vorfanden,  glaubten  wir  nicht 
ausscheiden  zu  sollen  trotz  der  Zweifel,  welche  unser 
Lehrer  in  die  Näherungsrechnungen  des  französischen 
Geometers  gesetzt:  die  Aeusserung  dieser  Zweifel 
wird  hinreichen,  die  Achtsamkeit  des  Lesers  wach- 
zurufen. 

Die  Bedeutung  dieses  Buches  und  der  Nutzen, 
den  man  in  den  Anwendungen  daraus  wird  ziehen 
können,  haben  uns  veranlasst,  dasselbe  durch  einen 
Auszug  aus  den  neuen  Sterblichkeitstafeln  A.  Quetelet's, 


—       TI       — 

enMT  der  kerroir^ciidatcii  Aat<»ilifeai  m  djeseni 
FM:htf  zu  TenroIIstiiMÜgcii.  Dieser  beiühmte  Geldiite 
bat  mm  luerni  fremidlielist  die  YoIImacht  ertfaeQ^ 
wofor  wir  ihm  noaereii  ToOeii  Dmnk  anagvesprochen 
labenz  beute  leider  können  wir  nur  mebr  seinem  An- 
denken  die  scholdige  Ehrerbietm^  zollen. 

Crewiss  wird  die  Arbeit  Merer  s  T<m  den  Crelehr- 
ten  mit  dem  lebbaftesten  Interesäe  begrässt  werden 
und  die  zahlreiehen  Schüler  and  einstigoi  Freunde 
unaeres  TortreCDichen  Lehrers  mh  Frende  erfnllen; 
mit  welcher  Pietät  aber  wird  sie  Tor  allem  Ton 
einer  Familie  angenommen  werden,  die  ihn  ange- 
betet hat! 

Diese  hat  uns  beauftragt,  ihre  Dankbarkeit  der 

koni^iehen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Lüttich 

und  insbesondere  jenen  der  ehemaligen  Schüler  Meyer's 

zu  bezeugen,  welche  uns  in  der  Vollendung  unserer 

Aufgabe  so  freundlich  unterstützt  haben.^ 

Die  deutsche  Bearbeitung^hat  die  Grundlage  des  Originals 

beibehalten;   in  der  Wahl,  Anordnung  und  Behandlung  des 

Stoffes  wurden  jedoch  mehrfach  Aendemngen  Torgenommen, 

Ton  welchen  wir  nur  einige  besonders  anfuhren  wollen. 

Zunächst  erfahr  das  Vlli.  Capitel,  welches  die  Aos- 
gleicbnngsrecbnung  zam  Gegenstande  hat,  eine  durchgreifende 
Umarbeitung  und  Erweiterung;  die  Wichtigkeit  dieses  Gapitels 
hat  uns  eben  zu  grosserer  Vollständigkeit  veranlasst,  so 
dass  es  in  seiner  gegenwärtigen  Form  den  praktischen  Be- 
dttrfiiissen  für  die  gewöhnlichen  Fälle  Genüge  leisten  dürfte, 
während  dem  theoretischen  Interesse  durch  die  beiden  im 
Anhange  vorgetragenen  Fehlertheorien  Bechnong  getragen 
ist.  Den  im  Original  behandelten  Aufgaben  wurde  jene 
über  Functionen  direct  beobachteter  Grössen  und  ein  Ab- 
schnitt über  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen  hinzu- 
gefügt; neben  der  Ableitung  der  vortheilhaftesten  Werthe 
der  Unbekannten  haben  wir  auch  der  Genauigkeitsbestim- 
mung und  den  Rechnimgscontrolen  Raum  gegeben  und  den 
einzelnen  Abschnitten  vollständig  durchgeführte  Beispiele 
aus  verschiedenen  Gebieten   der  Anwendung   angeschlossen. 


-^ 


—     vn     — 

In  den  Entwickelungen  wurden  nach  Helmert's  Vorgang  die 
wahren  Fehler  von  den  plausibeln  geschieden. 

Auch  das  folgende,  IX.  Capitel,  welches  sich  mit  den 
Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  Sterb- 
lichkeit und  ähnlichen  Fragen  beschäftigt,  fand  eine  fast 
völlige  Neubearbeitung;  wir  glaubten  hier  den  in  den  letzten 
Jahren  auf  diesem  Gebiete  gemachten  Fortschritten  wenig- 
stens so  weit  Rechnung  tragen  zu  sollen,  als  es  Umfang 
und  Zweck  des  Buches  erlauben.  In  der  Einleitung  wurden 
die  Grundbegriffe  nach  Knapp  und  Zeuner's  Vorgang  er- 
läutert, die  Methode  des  Letzteren  auch  bei  Ableitung  der 
mittleren  Lebensdauer  befolgt.  Bei  Entwickelung  der  mitt- 
leren Dauer  der  Ehen,  des  Witwen-  und  Witwerstandes 
haben  wir  einen  selbständigen  Weg  zu  betreten  versucht. 
Die  im  Original  behandelte  Euler'sche  Theorie  des  Be- 
völkerungswechsels wurde,  allerdings  mehr  des  historischen 
Interesses  halber,  beibehalten;  doch  versuchten  wir  auch  hier 
der  neueren  Auffassung  Geltung  zu  verschaffen. 

Dem  richtigen  Verständniss  der  Formeln  und  ihrer 
praktischen  Verwendung  kamen  wir  durch  zahlreiche  Bei- 
spiele entgegen  und  waren  auch  bei  Ableitung  derselben  bemüht, 
Schwierigkeiten  zu  beseitigen.  Der  Correctheit  des  mitunter 
complicirten  mathematischen  Satzes  haben  wir  alle  Sorgfalt 
zugewendet  und  wurden  dabei  von  der  geehrten  Verlags- 
handlung in  freundlicher  Weise  unterstützt,  welcher  wir  für 
die  schöne  Ausstattung  des  Buches  unseren  Dank  aussprechen. 

Prag,  im  August  1879. 

E.  Czuber. 
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Einleitung.*) 


1.  Jedes  Ereigniss  ist  die  Folge  des  Zusammenwirkens 
zweier  Arten  von  Umständen;  die  einen,  bekannt  oder  un- 
bekannt, sindnoth  wendig  zu  seiner  Hervorbringung,  während 
die  anderen  stets  unbekannten  nur  zufällig  dazu  beitragen. 

Die  Umstände  der  ersten  Art  nennt  man  Ursachen  oder 
Chancen  des  Ereignisses;  die  anderen  in  ihrer  Gesammtheit 
bilden  das,  was  man  als  Zufall  bezeichnet. 

Beispiel.  Besteht  das  Ereigniss  in  dem  Ziehen  einer 
weissen  Kugel  aus  einer  Urne,  welche  weisse  und  schwarze 
Kugeln  enthält,  so  sind  Ursachen  oder  Chancen  für  das  Ein- 
treffen einer  weissen  Kugel:  die  Gesammtzahl  aller  Kugeln 
und  die  Zahl  der  weissen;,  die  Anordnung  der  Kugeln  in  der 
Urne  sowie  der  Vorgang  beim  Ergreifen  einer  derselben  fallen 
in  den  Bereich  des  Zufalls. 

2.  Jedem  Ereigniss  kann  sein  Gegensatz  entgegengestellt 
werden,  so  zwar,  dass  das  Eintreffien  des  einen  jenes  des 
andern  ausschliesst;  die  dem  einen  günstigen  Fälle  sind  dem 
andern  zuwider.  Als  Gesammtzahl  der  Fälle  bezeichnet  man 
die  Summe  der  einem  Ereigniss  günstigen  und  ungünstigen 
FSUe. 

Enthält  eine  Urne  unter  zwölf  Kugeln  vier  weisse,  so 
sind  dem  Ziehen  einer  weissen  Kugel  vier  Fälle  günstig  und 
acht  ungünstig,  und  die  Gesammtzahl  der  Fälle  ist  zwölf. 

3.  Handelt  es  sich  um  mehrere  Ereignisse,  von  denen 


*)  Für  Solche,  denen  der  Gegenstand  neu  ist,  bemerken  wir,  dass 
in  der  vorliegenden  Einleitung  zur  besseren  Erklärung  der  definirten 
BegriflFe  wiederholt  Grundsätze  in  Anwendung  gebracht  werden,  deren 
Begründang  sich  erst  im  Buche  selbst  vorfindet. 
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eines  nothwendig  eintreflfen  muss,  so  bildet,  wenn  man  eines 
dieser  Ereignisse  heraushebt,  die  Gesammtheit  der  übrigen 
seinen  Gegensatz. 

4.  Das  Eintreflfen  eines  Ereignisses  ist  gewiss,  wenn 
kein  Fall  ihm  zuwiderläuft;  es  ist  ungewiss,  wenn  mehrere 
Fälle  ihm  ungünstig  sind.  Im  letzteren  Falle  ist  das  Er- 
eigniss  mehr  oder  weniger  wahrscheinlich,  jenachdem  sich  mehr 
oder  weniger  Fälle  für  dasselbe  vereinigen.  Bleibt  daher  die 
Gesammtzahl  der  Fälle  dieselbe,  so  sind  die  Wahrscheinlich- 
Jceiten  zweier  Ereignisse  den  Anzahlen  der  ihnen  günstigen  Fälle 
proportional. 

Angenommen,  zwei  Urnen  enthalten  je  zwölf  Kugeln; 
in  der  ersten  befinden  sich  acht  weisse  neben  vier  schwarzen, 
in  der  zweiten  drei  weisse  neben  neun  schwarzen.  Es  ist 
unter  diesen  Verhältnissen  wahrscheinlicher,  aus  der  ersten 
Urne  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen  als  aus  der  zweiten,  und 
die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  verhalten  sich  wie 
8  zu  3. 

5.  Nachdem  einem  Ereigniss,  das  gewiss  ist,  alle  Fälle 
günstig  sind,  Bo  wird  es  leicht  sein,  das  Mass  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  ungewissen  Ereignisses  zu  finden,  dem 
nur  einige  Fälle  sich  günstig  erweisen. 

Es  sei  u  das  Symbol  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Ereignisses,  wenn  dasselbe  gewiss  ist,  und  P  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  nämlichen  Ereignisses,  wenn  ihm  unter 
a  -\-  h  =  m  Fällen  nur  a  günstig  sind;  dann  besteht  die 
Proportion 

P:u  =  a:m, 
aus  welcher 

^  =  ~ 

u         m 

gefunden  wird.    Ist  p  der  Werth  dieses  Verhältnisses,  so  wird 

p  das  Mass  für  die  Wahrscheinlichkeit  P  abgeben,  wenn  man 

u  als  Einheit  wählt;  mithin  hat  man 

a 
ü  =  — . 

Demnach  ist  das  Mass  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Ereignisses  ein  Bruch,  dessen  Zähler  die  Anzahl  d&r  dem  Ein- 


r> 
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ireffen  günstigen  und  dessen  Nenner  die  Gesammtzahl  allerg  de/t 
günstigen  sowohl  als  der  ungünstigen,  Fälle  ist. 

In  eben  derselben  Weise  schliesst  man,  wenn  Q  die  ent- 
gegengesetzte Wahrscheinlichkeit  bezeichnet,  dass 

Q:u  =^h:m, 


woraus 


folgt.    Setzt  man 


so  wird 


1  =  1' 

u         m 


1 

u 


^        m 


und 


ü  +  g  = =  — - —  =  1. 


Die  Summe  der  Masszahlen  zweier  entgegengesetzten 
Wahrscheinlichkeiten  kommt  also  stets  der  Einheit  gleich, 
während  die  Summe  zweier  entgegengesetzten  Wahrscheinlich- 
keiten die  Gewissheit  ergiebt;  denn  es  ist 

—  +  ~  =p  +  2  =  1;     woraus  P  +  ^  =  t*. 

Weiter  bemerken  wir  die  Proportion 

p:q:2=z  a:h  =  a:m  —  a, 

6.  Es  sei  h  der  mit  einem  Ereigniss  verknüpfte  Vortheil, 
wenn  dessen  Eintreffen  gewiss  ist,  x  imd  y  dagegen  seien 
die  Vortheile,  wenn  das  Eintreffen  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit p,  beziehungsweise  q  zu  erwarten  steht;  es  bestehen  dann 
offenbar  die  Proportionen: 

\:p  =  h :  X, 

aus  welchen 

x  =  Jcp,  y=Jcq 

gefunden  wird. 

Angenommen  nun,  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  von 
der  Wahrscheinlichkeit  p  verschaffe  einer  Person  Ä  den  Ge- 
winn Jcj  sein  Nichtein treffen  oder  das  Eintreffen  des  ent- 
gegengesetzten Ereignisses,    wofür  die  Wahrscheinlichkeit  q 

ist,  bringe  denselben  Gewinn  Je  einer  Person  B.    Dieser  Fall 

1* 


tritt  ein,  wenn  zwei  Personen  eine  Summe  zusammenlegen, 
welche  nach  der  Entscheidung  in  das  Vermögen  des  Ge- 
winnenden übergehen  soll. 

Behält  man  die  früheren  Bezeichnungen  bei,  so  sind  vor 
der  Entscheidung  die  Vortheile  der  Personen  A  und  -B  be- 
ziehungsweise 

woraus 

p:q  =  X :y  =^  a:m  —  a. 

Werden  aber  g  Thaler  auf  das  EintreflFen,  g'  Thaler  auf 
das  Nichteintreffen  gewettet,  so  hat  man  g  =^  x  und  g'=  y 
zu  nehmen;  denn  die  Einsätze  müssen  den  erwarteten  Vor- 
theilen  gleichkommen;  man  hat  also 

p:q  =  g  :g'  =  a:m  —  a, 

Ist  demnach 

a 

der  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses, 
so  kann  man  a  gegen  m  —  a  darauf  wetten,  dass  das  Er- 
eigniss  eintreffen  werde. 

7.  Aus  den  Beziehungen 

^x=^1cp,    y  =  lcq,    x  +  y  =  Jc(p  +  q)  =  ]c 

folgt,  dass  das  Anrecht  eines  Spielers  auf  den  vollen  Ein- 
satz 1c  dem  Betrage  hp  gleichkommt,  wenn  für  ihn.  die  Wahr- 
scheinlichkeit, zu  gewinnen,  p  ist,  und  er  kann  dieses  Anrecht 
um  eben  den  Betrag  kp  verkaufen,  bevor  über  das  EintreflFen 
des  Ereignisses,  von  welchem  Gewinn  und  Verlust  abhängt, 
entschieden  ist. 

Das  Product  einer  Summe  1c  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit p^  sie  zu  gewinnen,  wird  mathematische  Hoffnung  oder 
Erwartung  genannt. 

Wir  wollen  die  mathematische  Hoffnung  mit  s  bezeich- 
nen. Führt  das  EintreflFen  eines  Ereignisses  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit p  den  Vortheil  h  herbei,  so  ist  dem  obigen 
zufolge 

s  =  hp, 
woraus 
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s 

geschlossen  wird. 

Die  mathematische  Erwartung  des  Gegners,  welchem 
das  Nichteintrefifen  des  Ereignisses  den  Gewinn  k  bringt, 
oder  die  mathematische  Furcht  des  ersten  Spielers,  die  Summe  Ic 
zu  verlieren,  ist  ausgedrückt  durch  das  Product 

(1  —  p)k  =  qh 

Der  Vor-  oder  Nachtheil  in  einem  Spiele  wird  erhalten, 
indem  Inan  die  geleistete  Einzahlung  von  der  mathematischen 
Hofl&iung  abzieht. 

Beispiel.  Ein  Spieler  J.,  welchem  unter  sechs  Fällen 
vier  Fälle  günstig  sind,  erlegt  fünf  Francs,  und  JB,  welchem 
unter  sechs  Fällen  nur  zwei  Fälle  günstig  sind,  zahlt  drei 
Francs  ein;  der  volle  Einsatz  beträgt  also  acht  Francs. 

Demnach  ist: 

die  Hofl&iung  f ür  J.  .  .  .   8  .  f  =  5^, 
„  „    i>  .  .  .    8  .  |-  =  2-|; 

der  Vortheil  von   J.  .  .  .    5-J^  --  5  =  -J^, 
der  Nachtheil  von  B  .  .— (2i  —  3)  --  |. 

Anmerkung.  Man  erhält  den  Vortheil  eines  Spielers 
auch  in  der  Weise,  dass  man  von  der  auf  den  möglichen 
Reingewinn  bezüglichen  Hoffnung  die  auf  den  möglichen 
Verlust  bezügliche  Furcht  subtrahirt. 

Die  Hoffnung  für  J.,  3  zu  gewinnen,  ist  3  .  f  =  2. 

Die  Furcht,  die  eingezahlten  5  Francs  zu  verlieren,  wenn 
das  erwartete  Ereigniss  nicht  eintrifft,  ist  5  .  |  =  If .  Der 
Vortheil  ist  also  2  —  1|^  =  -J^. 

8.  Die  einem  Ereigniss  günstigen  und  ungünstigen  Fälle 
können  bekannt  sein,  sei  es  direct  oder  durch  Gegebenheiten, 
welche  deren  Berechnung  erlauben.  In  diesem  Falle  kann 
die  dem  Ereigniss  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  nach 
den  im  Weiteren  vorzuführenden  Regeln  immer  abgeleitet 
werden.  Eine  in  solcher  Weise  gerechnete  Wahrscheinlich- 
keit nennt  man  Wahrscheinlichkeit  a  priori. 

Sind  dagegen  die  Chancen'  eines  Ereignisses  unbekannt, 
dann  lässt  sich  für  seine  -Wahrscheinlichkeit  nur  ein  Nähe- 
rungswerth  erzielen,  und  zwar  mit  Hilfe  von  Beobachtungen 
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oder  von  in  grosser  Zahl  wiederholten  Versuchen.  Auf  diesem 
Wege  gelangt  man  zu  einer  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori. 

Der  Vorgang  bei  dieser  Rechnung  beruht  auf  dem  Grund- 
satze der  grossen  Zahlen,  welcher  lehrt,  dass  in  einer  grossen 
Anzahl  von  Versuchen  sich  die  verschiedenen  Fälle  im  Ver- 
hältnisse ihrer  Häufigkeit  zutragen. 

Zieht  man  beispielsweise  aus  einer  Urne,  welche  m  Kugeln 
enthält,  wovon  a  weiss  und  b  schwarz  sind,  in  einer  grossen 
Anzahl  von  Malen  je  eine  Kugel,  wobei  die  gezogene  Kugel 
immer  wieder  in  die  Urne  zurückgelegt  wird,  und  bezeichnen 
a'  und  V  die  Anzahlen  der  zum  Vorschein  gekommenen 
weissen  und  schwarzen  Kugeln  nach  einer  grossen  Zahl  ft 

von  Ziehungen,  so  werden  die  Verhältnisse      -r-r 


b' 


um  so  weniger  von  den  Wahrscheinlichkeiten 


a  +  6' '    a  -f  b' 

a  b 

a  +  b^    a  +  b 

des  Eintreffens  einer  weissen  und  schwarzen  Kugel  auf  jeden 
Zug  abweichen,  je  grösser  fi  wird. 

Die  Wahrscheinlichkeiten  sind  im  Allgemeinen  von  drei- 
facher Art: 

1)  Objective  Wahrscheinlichkeit.  Die  Wahrscheinlichkeit 
ist  objectiv,  wenn  es  aus  der  Natur  der  Ereignisse  selbst 
hervorgeht,  dass  sie  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  wahr- 
scheinlich sind.  So  ist  es  bei  (Jem  Spiele  Schrift  und  Wappen 
ofifenbar,  dass  Schrift  und  Wappen  gleich  wahrscheinlich  sind. 

2)  Subjective  Wahrscheinlichkeit.  Die  Wahrscheinlichkeit 
ist  subjectiv,  wenn  sie  aus  der  Betrachtung  von  Beweggrün- 
den sich  ergibt,  durch  welche  wir  bestimmt  werden  können, 
uns  über  die  Existenz  des  Ereignisses  auszusprechen.  Hat 
man  beispielsweise  kein  Recht  zu  glauben,  ein  Spieler  Ä  sei 
geschickter  als  ein  anderer  B,  so  schliesst  man  daraus,  dass 
Ä  für  ein  einmaliges  Gewinnen  die  Wahrscheinlichkeit  ^  be- 
sitzt. Durch  dieses  Mittel  erlangen  wir  nur  einen  von  dem 
Zustande  unserer  Kenntnisse  abhängigen  und  nicht  den  wirk- 
lichen Werth  für  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses. 

3)  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori.  Es  ist  dies  jene 
Wahrscheinlichkeit,  welche  man  durch  in  grosser  Anzahl  vor- 
genommene Wiederholung  jenes  Versuches  erhält,   welcher 
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das  Ereiguiss  herbeiführen  kann,  indem  man  dabei  untersucht, 
wie  oft^  es  wirklich  eingetroffen  ist;  es  kann  dieses  Mittel 
nur  zu  einem  angenäherten  Werthe  der  Wahrscheinlichkeit 
führen. 

Unter  den  Umständen,  welche  an  der  Hervorbringung 
eines  Ereignisses  mitwirken,  gibt  es  solche,  die  sich  mit  je- 
dem Augenblicke  ändern  und  deren  Kenntniss  uns  gänzlich 
abgeht,  wie  etwa  die  Bewegung,  welche  die  Hand  den  Würfeln 
ertheilt;  die  Vereinigung  dieser  Umstände  ist  es,  was  wir  als 
Zufall  bezeichnen. 

Die  anderen  Umstände  sind  constant,  wie  etwa  die  Ge- 
schicklichkeit der  Spieler,  die  Zahl  der  gleichen  Seiten  eines 
Würfels  u.  s.  w.  Diese  führen  die  objectiven  Wahrschein- 
lichkeiten der  Ereignisse  herbei,  und  die  mehr  minder  aus- 
gebreitete Kenntniss,  welche  wir  von  ihnen  besitzen,  bestimmt 
deren  subjective  Wahrscheinlichkeiten.  Allein  die  constanten 
Umstände  reichen  zur  Hervorbringung  der  Ereignisse  nicht 
hin,  dazu  ist  vielmehr  ihre  Vereinigung  mit  den  variablen 
Umständen  erforderlich;  sie  können  blos  die  Wahrscheinlich- 
keiten der  Ereignisse  vergrössern,  ohne  deren  Eintreffen  mit 
Nothwendigkeit  herbeizuführen. 

9.  Feststellung  der  Aufgabe. 

1)  Sind  die  Wahrscheinlichkeiten  der  einfachen  Ereig- 
nisse bekannt,  so  können  jene  der  zusammengesetzten  Er- 
eignisse häufig  mit  Hilfe  der  Combinationslehre  allein  gefun- 
den werden. 

2)  Die  allgemeinste  Methode  besteht  jedoch  in  der  Be- 
obachtung des  Gesetzes  der  Aenderung,  welche  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  zusammengesetzten  Ereignisses  durch  Ver- 
mehrung der  einfachen  Ereignisse  erfährt  und  in  der  Dar- 
stellung desselben  durch  eine  Gleichung  zwischen  den  voll- 
ständigen oder  partiellen  Differenzen;  die  Integration  dieser 
Gleichung  führt  zu  dem  analytischen  Ausdrucke  für  die  ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit. 

Dieser  Ausdruck  wird  häufig  durch  die  grosse  Zahl 
seiner  Glieder  und  ihrer  Factoren  unbrauchbar;  man  muss 
dann  zu  Näherungsmethoden  seine  Zuflucht  nehmen,  um  an- 
genäherte Werthe  zu  erhalten. 
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3)  In  einer  grossen  Anzahl  von  Fällen ,  und  es  sind 
dies  gerade  die  interessantesten,  kennt  man  die  Wahrschein- 
lichkeiten der  einfachen  Ereignisse  nicht  und  muss  in  den 
vergangenen  Ereignissen  Anzeichen  suchen,  welcte  bei  Ver- 
muthungen  über  die  Zukunft  Anhaltspunkte  bieten  könnten. 

Bei  vielen  Aufgaben  sind  die  Anzahlen  der  Fälle  un- 
endlich gross.  Dies  würde  beispielsweise  eintreffen,  wenn 
man  beim  Aufwerfen  eines  Münzstückes  auf  eine  Fläche  er- 
mitteln wollte,  wie  oft  der  Mittelpunkt  desselben  auf  einen 
näher  bezeichneten  Theil  der  Fläche  zu  liegen  kommt.  In 
dieser  Aufgabe  wäre  die  Zahl  der  günstigen  Fälle  durch  den 
abgegrenzten  Theil,  die  Gesammtzahl  aller  Fälle  durch  die 
ganze  gegebene  Fläche  bezeichnet. 

10.  Man  sagt,  zwei  Ereignisse  seien  unabhängig  von 
einander,  wenn  das  Eintreffen  des  einen  jenes  des  andern 
nicht  beeinflusst. 

Hat  man  beispielsweise  zwei  Päckchen  von  je  dreizehn 
Karten  gleicher  Farbe,  so  ist  das  Ziehen  eines  Ass  aus  dem 
ersten  völlig  unabhängig  von  dem  Ziehen  eines  Ass  aus  dem 
zweiten  Päckchen. 

Zwei  Ereignisse  hängen  von  einander  ab,  wenn  das  Ein- 
treffen des  einen  jenes  des  andern  beeinflusst. 

Dies  wäre  beispielsweise  beim  Ziehen  einer  Sieben  aus 
einem  Päckchen  von  dreizehn  Blättern  gleicher  Farbe  der 
Fall,  nachdem  das  Ass  bereits  gezogen  worden.  Denn  von 
den  dreizehn  ursprünglichen  Fällen  wären  dann  nur  noch 
zwölf  übrig.  Während  also  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Eintreffen  des  Ass  -j^  war,  würde  sie  für  Sieben  ^^  sein. 
Hätte  man  aber  die  gezogene  Karte  zurückgelegt,  so  wäre 
die  Wal^rscheinlichkeit  für  das  Erscheinen  einer  Sieben  im 
zweiten  Zuge  wieder  ^^  und  die  beiden  Ereignisse  wären 
unabhängig. 

Das  Wort  Ursache  bedeutet  in  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung die  Gesammtheit  der  Umstände,  welche  einem  Er- 
eigniss  eine  bestimmte  Wahrscheinlichkeit  ertheilen.  Bliebe 
beispielsweise  die  mathematische  Wahrscheinlichkeit  einer 
Knabengeburt  in  einem  Lande  numerisch  dieselbe,  so  würde 
man  sagen,   die  Ursache  oder  die  Ursachen  einer  Knaben- 


j 
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gebart  seien  constant.  So  aufgefasst^  ist  Ursache  nicht  das, 
was  einen  Erfolg  oder  ein  Ereigniss  herbeiführt,  sondern  das, 
was  einem  Ereigniss  die  ihm  eigenthümliche  Wahrscheinlich- 
keit verleiht  Es  sind  dies  die  Chancen  des  Ereignisses  an 
und  für  sich. 

Ist  die  Ursache  ungewiss,  so  kommt  ihr  eine  grössere 
oder  kleinere  Wahrscheinlichkeit  zu,  jenachdem  sie,  wäre  sie 
gewiss,  dem  beobachteten  Ereigniss  mehr  oder  weniger  günstige 
Fälle  zuweisen  würde.  Unter  übrigens  gleichen  Umständen  sind 
demnach  die  Wahrschdnlichheiten  der  Ursachen  oder  Hypo- 
thesen proportional  den  günstigen  Fällen,  welche  sie  dem  be- 
obachteten Ereigniss  ertheüen  würden,  wenn  sie  gewiss  wären. 

Wir  hätten  z.  B.  drei  Urnen  A^  B,  C,  von  denen  jede 
drei  Kugeln  enthält,  und  zwar -4  eine  weisse  und  zwei  schwarze; 
B  zwei  weisse  und  eine  schwarze;  C  drei  weisse.  Besteht  das 
beobachtete  Ereigniss  in  dem  Ziehen  einer  weissen  Kugel, 
ohne  dass  man  wüsste,  aus  welcher  Urne  sie  herrührt,  so  ist 
die  Ursache  desselben  ungewiss  und  kann  in  einer  der  folgen- 
den drei  Hypothesen  bestehen: 

1)  Die  Kugel  wurde  aus  der  Urne  Ä, 

2)  aus  der  Urne  JB, 

3)  aus  der  Urne  C  gezogen. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache 
der  Zahl  1,  im  zweiten  der  Zahl  2,  im  dritten  der  Zahl  3 
proportional,  d.  h.  die  Wahrscheinlichkeiten  der  drei  Ursachen 
oder  Hypothesen  sind  den  günstigen  Fällen  proportional,  welche 
das  Ereigniss  haben  würde,  wenn  man  gewiss  wüsste,  dass  die 
gezogene  Kugel  aus  der  Urne  Ä,  oder  der  Urne  B  oder  der 
Urne  C  herrührt. 

11.  Als  relative  Wahrscheinlichkeit  wird  eine  Wahrschein- 
lichkeit bezeichnet,  wenn  sie  sich  auf  eine  Gruppe  von  Ereig- 
nissen bezieht,  die  man  unter  den  erwarteten  ausgewählt  hat, 
das  Eintreffen  der  übrigen  gäi^zlich  ausser  Acht  lassend. 

Wird  dagegen  keines  der  Ereignisse  ausser  Acht  ge- 
lassen, so  spricht  man  von  absoluter  Wahrscheinlichlceit, 

Will  man  in  einem  Piquetspiel  nur  die  rothen  Karten 
beachten  und  von  dem  Eintreffen  der  übrigen  Farben  ganz- 
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lieh  absehen^  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen 
einer  bestimmten  rothen  Karte  eine  relative  Wahrschein- 
lichkeit. 

12.  Die  Wahrscheinlichkeit  von  n  gleichzeitigen  und  un- 
abhängigen Ereignissen 

E^y  E^  • .  >  En 
ist  dieselbe  wie  jene  von  n  aufeinanderfolgenden  Ereignissen 
Ey^yE^y , .  ,En  ]  denn  die  Zeit  ihrer  Aufeinanderfolge  kann 
auf  die  WahrscheinlichK^it  keinen  Einfluss  üben;  man  kann 
diese  Zeit  daher  der  Nulle  gleich  setzen. 

Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit,  die  Summe  s  beim  Auf- 
werfen von  n  gleichen  Würfeln  zu  treffen,  ist  dieselbe  wie 
jene,  die  gleiche  Summe  beim  n-maligen  Aufwerfen  eines 
dieser  Würfel  zu  erzielen. 


WahrscMnliclikeitsrecliiiung, 


I.  Oapitel 
Ornndregeln  der  Wahrscheinlichkeitsreclmiing. 

Vollständige  Wahrscheinlichkeit. 

13.  Erste  Regel.  Die  WahrscheMichkeit  eines  ^Ereignisses^ 
welches  cmf  mehrere  verschiedene,  unter  einander  unabhängige 
Arten  eintreffen  Tcann,  ist  gleich  der  Summe  der  Wahrschein- 
lichkeiteny  die  den  einzelnen  Arten  mJcommen. 

Beweis.    Es  seien 

die  Wahrscheinlichkeiten,  welche  den  Ereignissen 

JPl,   E^'  '  '  '  Em 

zukommen,  P  die  vollständige  Wahrscheinlichkeit  des  Ein- 
treffens irgend  eines  dieser  Ereignisse.  Die  Zahl  der  gün- 
stigen Fälle  wird 

«1  +  «2  H h  «m 

und  die  aller  Fälle  ft  sein;  demnach  ist 

p  ^  "i  +  «8  H \-f^m     ^^1^1 1^ 

Beispiel.  Es  liegen  ft  Karten  vor,  wovon  a^  mit  1,  a^ 
mit  2, ...  am  mit  m  u.  s.  w.  bezeichnet  sind.  Wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit  P,  eine  mit  1  oder  2  . . .  oder  mit  m 
bezeichnete  Karte  zu  ziehen?    Es  ist 

«1  +  «2  H +  %,  «1      I     «8      I  I     *m 

Jtr  =  =  —  H H  •  •  •  H 

=l>i+jP2H h-P^- 
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Zusatz  I.  Seien  Pi,  p^y  •  •  •  i^»*  ^^^  Wahrschemiichkeiten 
der  Ereignisse  JE^,  .Bg?  •  •  •  -^»o  wenn  eines  dieser  Ereignisse 
noth wendig  eintreffen  muss,  so  wird  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  dies  stattfindet,  der  Einheit  oder  Gewissheit  gleich;  da- 
her ist  dann 

P=Pi+p^+  ...+2),„  =  1. 

Zusatz  IL  Sei  p  die  Wahrscheinliohkeit  eines  Ereignisses 
Ey  q  jene  seines  Gegensatzes  F;  da  eines  dieser  Ereignisse 
nothwendig  eintreffen  muss,  so  ist 

Anmerkung.  Unter  relativer  Wahrscheinlichlceit  versteht 
man  jene  Wahrscheinlichkeit,  welche  sich  auf  eine  Gruppe 
von  Ereignissen  bezieht,  die  unter  den  erwarteten  ausgewählt 
wurden,  indem  man  das  Eintreffen  der  übrigen,  die  zu  dieser 
Gruppe  nicht  gehören,  ausser  Acht  lässt. 

Absolute  Wahrscheinlichkeit  nennt  man  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  jeden  Ereignisses,  wenn  man  von  keinem  der 
andern  absieht. 

14.  Zweite  Regel.  Die  relative  Wahrscheinlichkeit  eines 
Ereignisses  ist  gleich  seiner  absoluten  Wahrscheinlichkeity  dividirt 
durch  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten  jener  Ereignisse^  mit 
welchen  es  zusamm^engehalten  werden  soll. 

Beweis.  Sei  P  die  relative  Wahrscheinlichkeit  des  Er- 
eignisses E^y  genommen  in  der  Gruppe  E^  E^  E^  der  Ereignisse 
E^  J&2  JEJg  E^  JEJg;  ferner  seien 

die  absoluten  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Ereignisse.  Die 
Wahrscheinlichkeit  P  ist  dieselbe,  welche  man  haben  würde, 
wenn  nur  E^  E^  E^  vorhanden  wären;  folglich  ist 


«1    +  «8   +  «S  f[l   _1_   ?[i  _L  ??i  Pl+P%+Pi 

H  (l  fl 

Beispiel.  Es  liegen  (i  Karten,  mit  1,  2,  ...  i,  ...  m  be- 
zeichnet, vor;  a^,  ftg,  .  .  .  a,  .  .  .  «m  sind  die  Anzahlen  der 
Blätter  jeder  Sorte;  man  verlangt: 


"■^ 
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1) .  Die  relative  Wahrscheinlichkeit,  eine  mit  i  bezeichnete 
Karte  zu  ziehen,  wenn  das  Eintreffen  von  Karten  ausser  Acht 
gelassen  wird,  welche  hoher  als  mit  i  bezeichnet  sind. 

2)  Die  relative  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 
von  1  bis  i  bezeichneten  Karte. 

3)  Die  relative  Wahrscheinlichkeit,  irgend  eine  der  mit 
1  his  g  <Ci  bezeichneten  Karten  zu  ziehen. 

Es  ist 

Pi 


1)P  = 


Pi  +Pi  +  '  "  +Pi' 


^  Pi  +  '"+Pi  ' 

g.    p         Pi+P2+'"+Pa 


Pi   +P2  +  "  '+  Pi 


Zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit. 

15.  Dritte  Regel.  Die  Walwscheinlichkeit  eines  Ereignisses, 
welches  aus  zwei  aufeinanderfolgenden  oder  gleichsfeitigen,  unter 
eincmder  umibhängigen  Ereignissen  zusammengesetsst  ist,  hommt 
gleich  dem  Prodiicte  der  einfachen  WahrscheinlichJceiten  dieser 
Ereignisse. 

Beweis.  Es  seien  E^,  E^  zwei  von  einander  unabhängige, 
aufeinanderfolgende  oder  gleichzeitige  Ereignisse,  welchen  be- 
ziehungsweise a^  und  «2  günstige  Fälle  unter  ft  und  v  Fällen 
überhaupt  zukommen;  es  ist  ohne  weiteres  klar,  dass  dem  zu- 
sammengesetzten Ereigniss  F  =  {E^  E^  unter  ft  v  Gesammt- 
fallen  a^a^  Fälle  günstig  sein  werden;  daher  ist 

=  -1—1=  _L  .  ^  =p  jp 

Erste  Anmerkung.  Die  Vereinigung  der  zweiten  und 
dritten  Regel  fUhrt  häufig  leichter  zur  gesuchten  Wahrschein- 
lichkeit als  die  directe  Rechnung. 

Beispiel.  Wir  hätten  mehrere  Ereignisse  ^i ,  Cg  •  •  •  Cm  mit 
den  Wahrscheinlichkeiten  Pu  p^r  " Pm*  Die  Gesammtzahl 
aller  Fälle  sei  f*;  «ijag,*«'«»!  mögen  die   bezüglichen  An- 
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zahlen  der  günstigen  Fälle  sein.     Die  Wahrscheinlichkeit  von 

d  ist  pi    =  —. 

Dies  wäre  die  directe  Rechnung  von  jp,- .  Dieselbe  ist  nicht 
immer  die  einfachste;  häufig  erscheint  es  vortheilhafter,  das 
Ereigniss  e,-  von  dem  Zusammentreffen  zweier  anderen  ab- 
hängig zu  machen,  nämlich: 

1)  Von  dem  Eintreffen  von  ß,  in  der  Gruppe  e^^e^y ,  . .  ei\ 
die  relative  Wahrscheinlichkeit  für  dieses  Eintreffen  ist  (Nr.  14) 


2)  Von  der  Wahl  eines  der  Ereignisse  der  Gruppe 
^1,  ^,  •  •  •  6»;  die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Wahl  ist 

P  =  Pi  +äH \rPi; 

daher  hat  man 

Zweite  Anmerkung.  Besteht  das  zusammengesetzte  Er- 
eigniss in  dem  Zusammentreffen  mehrerer  aufeinanderfolgen- 
der Ereignisse  Ey^y  E2,'  -  -,  deren  jedes  von  dem  ihm  voraus- 
gehenden abhängig  ist^  so  wird  man  die  Wahrscheinlichkeit 
jedes  derselben  bilden  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle 
ihm  vorausgehenden  eingetroffen  sind,  und  sodann  die  in 
solcher  Weise  bestimmten  Wahrscheinlichkeiten  multipliciren. 

i?i,  JBg,  •  •  •  En-i ,  En  seien  mehrere  Ereignisse,  von  denen 
El  als  erstes,  E^  als  zweites,  *  *  *  En  als  wtes  eintrifft;  ist  p^ 
die  Wahrscheinlichkeit  von  E^,  p^  jene  von  -Bg,  nachdem  E^ 
eingetroffen  ist,  •  •  •  j)«  jene  von  JE„  nach  dem  Eintreffen  von 
E^y  E29 ' '  •  En^iy  SO  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  des  Zusammen- 
treffens dieser  Ereignisse 

Eine  Urne  enthalte  beispielsweise  a  weisse  und  h  schwarze 
Kugeln;  die  Wahrscheinlichkeit   des   Treffens    einer   weissen 

Kugel  im  ersten  Zuge  ist  Pi  =  — XT?  ^^^^ter  der  Voraus- 
setzung, dass  im  ersten  Zuge  eine  weisse  .Kugel  zum  Vor- 
schein kam   und  nicht   wieder   zurückgelegt  wurde,   ist  die 
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Wahrscheinlichkeit  des  Eintreffens   einer  weissen  Kugel   im 

zweiten  Zuge  p^  =    ^  ^^  ~  i  ' 

Handelt  es  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  Wahr- 
scheinlichkeit P  für  das  zusammengesetzte  Ereigniss,  bestehend 
in  dem  Eintreffen  einer  weissen  "Kugel  auf  den  ersten 
und  zweiten  Zug,  vorausgesetzt,  dass  die  gezogene  Kugel 
nicht  wieder  zurückgelegt  wurde,  so  giebt  es  a{a  —  1)  gün- 
stige unter  (a  -\-  b)  {a  -{'  b  —  1)  Fällen  überhaupt;  da- 
her ist 

p g  (g  —  1) 

-^—  (o  +  6)  (a  +  6  —  1)  —P1P2' 

16.  Sind  also  zwei  Ereignisse  in  sölcker  Weise  mit  ein- 
ander verJcnüpß,  dass  das  Eintreffen  des  ersten  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeit  des  zweiten  Einfluss  übt,  so  ergiebt  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  zusammengesetzten  Ereignisses,  indem  man  1) 
die  Wahrscheinlichkeit  des  ersten  Er^nisses  und  2)  die  Wahr- 
scheinlichkeit bestimmt,  dass  nach  dem  Eintreffen  dieses  das 
zweite  stattfindet. 

Dieser  Grundsatz  lässt  sich  leicht  in  folgender  Weise 
begründen: 

Es  sei  fi  die  Anzahl  aller  Fälle,  worunter  a  dem  ersten 
Ereigniss  günstig  sind.  Befinden  sich  unter  diesen  a  Fällen 
6  dem  zweiten  Ereigniss  günstige,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit für  das  Eintreffen  des  letzteren,  wobei  auch  das  erste 

stattfindet,  offenbar  —   Nun.  ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit 

des  ersten  Ereignisses  -— ;  die  Wahrscheinlichkeit  des  zweiten 

nach  dem  Eintreffen  des  ersten  ist  — ,  denn    nachdem    einer 

g' 

der  a  Fälle   eintreffen   muss,   brauchen   auch   nur  diese  be- 
achtet zu  werden. 
Thatsächlich  ist 

h         ~a      h  , 

—  = ,    w.z. b.w. 

Beispiel  I.  Die  Wahrscheinlichkeit,  ein  Ass  aus  einem 
in  zwei  gleiche  Päckchen  getheilten  Spiele  von  32  Blättern  zu 
ziehen,  setzt  sich  zusammen: 


i^fcirzt?^  j^    '*-^TT  ^p-Lüsc^   i=^  "V«>i:?*':ir='TT.:rrYiim:. 
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werde  Äss  heim  ersten  oder  zweiten  Wurf  mit  einem  gewöhn- 
lichen Würfel  von  sechs  Seiten  zum  Vorschein  "kommen. 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintreffens  im  ersten 

Wurf  =  \. 

2)  Die   entgegengesetzbe  Wahrscheinlichkeit  =- . 

3)  Die  Wahrscheinlichkeit  seines  Eintreffens  im  zweiten 
Wurf  =  \. 

6 

4)  Die   Wahrscheinlichkeit,    dass    es   im   ersten   Wurf 

nicht,  dagegen  im  zweiten  eintreffen  werde,  =  "^  *  6^  °™  36* 

5)  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Eintreffens  im  ersten, 
und  wenn  dies  nicht,  im  zweiten  Wurf,  P  =  -^  +  ö^.  ==  ^• 

'  '  6        '      OD  oo 

Zweites  Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
mit  zwei  Würfeln  in  zwei  Würfen  einmal  die  Summe  sechs 
oder  sieben  zu  werfen. 

Die  Anzahl  aller  Fälle  bei  zwei  Würfeln  ist  6« 6  =  36. 

Die  Summe  sieben  hat  sechs  günstige  Fälle;  ihre  Wahr- 
scheinlichkeit ist  daher  — . 

Die  Summe  sechs  hat  fünf  günstige  Fälle;  ihre  Wahr- 
scheinlichkeit  ist  demnach—. 

36 

1)    Die  Wahrscheinlichkeit,  sechs  oder  sieben  auf  den 

J5^    ,    ^ 11 

36  "*"  36         36 

ilip.lilrAif.   isf.    1   — 

36 


ersten  Wurf  zu  treffen,  ist  ^  +  ^  =  ^• 

oo  oo  OD 

2)    Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  ist  1  —  — 


26 

~36- 

3)  Die  Wahrscheinlichkeit,  sechs  oder  sieben  im  zweiten 
Wurf  zu  treffen,  ist  — . 

OD 

4)  Die  Wahrscheinlichkeit  sechs  oder  sieben  im  ersten 
Wurf  nicht,  dagegen  im  zweiten  Wurf  zu  treffen,  ist  -  •  — 

276 
1296* 

5)  Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  setzt  sich  zusammen 

Hey  er,  Wahrscheinlichkeitsreobnnng.  2 
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aus  der  Wahrscheinlichkeit,  sechs  oder  sieben  das  erste  mal; 
und    aus  jener,    dies   das    zweitemal   zu   werfen,    ist   daher 

11    .     275    _    671 


36    '    1296  1296* 

Drittes  Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit  m  hestimmen,  in 
drei  Würfen  wenigstens  einmal  Ass  zu  trejfen. 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit  Ass  in  zwei  Würfen  wenig- 
stens einmal  zu  werfen,  ist  dem  ersten  Beispiel  zufolge  ~. 

11         26 

2)  Die   Gegenwahrscheinlichkeit   ist    1  "~  ög  "^  i^- 

3)  Die  Wahrscheinlichkeit,  Ass  im  dritten  Wurf  zu 
treffen,  wenn  es  in  den  beiden  ersten  nicht  erschienen  ist, 

,    ....   1     26        25 
betragt  ^-.-  =  -^. 

4)  Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  kommt  gleich  der 

11  25  91 

Summe  jener  1)  und  3),  ist  also  3^  +  216  ^  216' 

Viertes  Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit  m  bestimmen,  in 
drei  Würfen  zweimM  Ass  zu  treffen. 

Wir  bezeichnen  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  mit  P. 
Das  fragliche  Ereigniss  kann  in  zweifacher  Art  zu  Stande 
kommen : 

1)  Es  fällt  ein  Ass  im  ersten,  das  andere  in  einem  der 
beiden  folgenden  Würfe;  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  zu- 
sammengesetzten Ereignisses  sei  p^, 

2)  Im  ersten  Wurf  fallt  Ass  nicht,  beide  erscheinen  In 
den  beiden  folgenden  Würfen;  wir  nennen  die  Wahrschein- 
lichkeit dieses  zusammengesetzten  Ereignisses  jß^ .    Es  ist  dann 

Bestimmung  von  p^^. 

1]    Die   Wahrscheinlichkeit,    Ass    im    ersten   Wurf   zu 

treffen,  ist  — . 

6 

2]  Die  Wahrscheinlichkeit,  ein  Ass  in  einem  der  beiden 
folgenden  Würfe  zu  treffen,  ist  —   (3.  Beisp.). 

3]    Die  Wahrscheinlichkeit,  ein  Ass  im  ersten  und  eins 


I 
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in   den   beiden    darauffolgenden   Würfen   zu   treffen,    ist  p^ 

JL^     11  _   11 

6   "36         216* 

Bestimmung  von  p^ . 

1]    Die  Wahrscheinlichkeit,   dass   im  ersten  Wurf  Ass 

5 

nicht  erscheint,  ist  — . 

2]  Die  Wahrscheinlichkeit,  in  den  zwei  folgenden  Würfen 
zweimal  Ass  zu  treffen,  ist  ^  •  ^  =  x^. 

DD  OO 

3]  Die  Wahrscheinlichkeit,  Ass  im  ersten  Wurf  nicht, 

dagegen  in  den  beiden  folgenden  Würfen  zu  werfen,  ist  p^ 
5     1  5 


6     36         216 


Demnach  ist 


216    '     216         216' 

Fünftes  BeispieL  Sei  p  die  einfache  Wahrscheinlichkeit 
eines  Ereignisses  und  q  seine  Gegenwahrscheinlichkeit;  man  be- 
stimme die  Wahrscheinlichkeit  y  dass  das  Ereigniss  in  n  Ver- 
suchen Pmal  eintreffen  werde. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  soll  mit  P«,  i  be- 
zeichnet werden.  Nun  kann  das  fragliche  Ereigniss  in  zwei- 
facher Art  zu  Stande  kommen: 

1)  Das  einfache  Ereigniss  trifft  im  ersten  Yeirsuche  und 
dann  {l — l)mal  in  den  folgenden  Versuchen  ein. 

2)  Es  erscheint  im  ersten  Versuche  nicht,  dagegen  2-maI 
in  den  übrigen. 

Erste  Art  1]  Die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen 
im  ersten  Versuch  ist  p. 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  des  (l  —  1)  maligen  Ein- 
treffens in  den  folgenden  Versuchen  ist  Pn-i,  i-i' 

3]  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  einmal 
im  ersten  und  (l — l)mal  in  den  darauffolgenden  Versuchen 
stattfinden  werde,  ist  p  •  P„_i,  i-i. 

Zweite  Art.  1]  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Er- 
eigniss das  erstemal  nicht  eintrifft,  ist  ^;  ^ 

2]    dass   es   in  den  folgenden  Versuchen  einmal  statt-  / 

findet,  P«-i,j. 

3]  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  im  ersten  Versuche 

2* 
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nicht,  dafür  ü-mal  in  den  folgenden  Versuchen  eintrifft,  ist 
q  •  Pn-1,1-    Demnach  hat  man 

-Pn,  l  =  P  -Pn-1,  1-1  +  2  Pn-1,  l  - 

In  gleicher  Weise  bestimmt  man  die  Glieder  der  rechten 
Seite  und  fährt  so  weiter  fort. 

Sechstes  Beispiel.  Ä  und  B  spielen  miteinander;  beide 
haben  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit y  einen  Stich  bu  gewinnen^ 
A  hat  nur  noch  einen  Stich  nothwendig  mm  Gewinnen  des 
Spieles^  B  hraucht  deren  zwei]  welches  sind  ihre  Wahrscheinr 
lichTceiteny  das  Spiel  m  gewinnen? 

Mit  zwei  weiteren  Stichen  wäre  das  Spiel  zu  Ende;  macht 
nämlich  A  seinen  Stich  beim  ersten  Wurf,  so  endet  das  Spiel; 
verliert  er  das  erstemal,  so  macht  B  einen  seiner  Stiche;  gewinnt 
A  seinen  Stich  im  zweiten  Wurf,  so  endet  das  Spiel,  macht 
er  ihn  nicht,  so  ^gewinnt  B  seinen  zweiten  Stich  und  das 
Spiel  endet  auch. 

A  ^raucht  also  in  zwei  Würfen  nur  einmal  zu  gewin- 
nen; die  Wahrscheinlichkeit,  das  erstemal  zu  gewinnen,  ist  — ; 
jene,  das  erstemal  nicht,  dagegen  das  zweitemal  zu  gewinnen, 
ist  "ö"  *  ¥  ^^  T '  ^^^  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  ist  also 
1  _L  1  _  A 

B  müsste  zwei  auf  einanderf olgende  Stiche  gewinnen; 
die  Wahrscheinlichkeit  für  ihn,  einmal  zu  gewinnen,  ist  — , 

jene  zweimal  nach  einander  zu  gewinnen,  ist  ^^  •  ^^  =  — . 

Siebentes  Beispiel.  Eine  Urne  enthält  ^  =  «1  +  ^2  Kugeln] 
da/von  sind  a^  mit  1,  cc^  mit  2  bezeichnet.  Man  verlangt  die 
Wc^rscheinlichJceitj  dass,  indem  zweimal  nacheinander  gezogen 
wird,  1)  zwei  mit  1  bezeichnete  Kugeln;  2)  das  erstemal  eine 
mit  1,  das  zweitemal  eine  mit  2  bezeichnete  Kugel  zum  Vorschein 
kommt    Die  gezogene  Kugel  wird  nicht  zurückgelegt. 

Bezeichnet  jj^    die  Wahrscheinlichkeit   des   Erscheinens 

einer  Kugel  1  in  der  ersten  Ziehung,  so  ist  p^  =  ^. 

Bedeutet  femer  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  auch  das 
zweitemal  eine  Kugel  1  erscheinen  werde,  so  ist 

Pi  = 


f*~l 
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Demnach  ist  1)  die  Wahrscheinlichkeit  P^  des  Ziehens 
einer  Kugel  1  in  beiden  Ziehungen 

•^1        f*(ft-i)* 
Die  Wahrscheinlichkeit,  das  zweitemal  eine  Kugel  2  zu 

treffen,  ist 


daher  ist  2)  die  Wahrscheinlichkeit,  das  erstemal  eine  Kugel  1, 
das  zweitemal  eine  Kugel  2  zu  ergreifen, 


P  = 


«l«f« 


2  ^(^-1) 

Achtes  Beispiel.  Eine  Urne  enthält  a  weisse  und  i  schwarte 
Kugeln,  e  Kugeln  im  Garnen;  welches  ist  die  Wahrscheinlichlceit 
P,  in  m  -{-  n  Ziehungen  m  weisse  und  n  schwarte  Kugeln  in 
einer  bestimmten  Ordnung  hervormiholen,  vorausgesetzt,  dass  die 
jeweilen  gezogene  Kugel  nicht  umder  zurückgelegt  wird? 

Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  (Nr.  15) 

p g  (g  —  1)  '  '  •  (g  —  m  +  1)  •  ^  (&  ^  1)  •  •  •  (^  —  ^  +  ^) 

c{c —  1)  •  •  •  (c  —  w  —  w+  1) 

Neuntes  Beispiel.  A^,  A^,  A<^,  -  *  -  seien  Urnen,  wovon  die 
erste  m^  Kugeln,  darunter  a^  weisse,  die  zweite  m^  Kugeln,  darunter 
«2  weisse  enthält,  u.  s,  w.]  Piy  p^y  Pd  * '  *  mögen  die  Wahrschem- 
lichTzeiten  sein,  dass  man  die  Urne  Ai,A^,A^,-*-  ergreifen  werde; 
welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  für  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel,  wenn  man  blindlings  in  eine  der  Urnen  greift? 

Lösung.  Sind  p,  p\  p"  •  •  •  die  Wahrscheinlichkeiten, 
dass  eine  weisse  Kugel  aus  der  Urne  A^,  A^,A^, .,  beziehungs- 
weise gezogen  werde,  so  hat  man 

P  =  p  +jp''  +  J^'"  H — 

Die  Wahrscheinlichkeit,  die  Urne  A^  zu  treffen,  ist  p^-^ 
jene,  eine  weisse  Kugel  daraus  zu  ziehen, 

woraus 

In  derselben  Weise  ergibt  sich 

p'  =  p^  "STg  u.  s.  w., 
daher  ist 
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Zusatz.    Ist  m  die  Zahl  der  Urnen  und 


so  folgt 


■P  =  ~-(^i  +  ^2  +  ^3H ). 

18.  Anmerkung.  Die  Wahrscheinlichkeit  P  des  zusammen- 
gesetzten Ereignisses  (E^^  J^g  •  •  •  Em)  ist,  wenn  PifP2}'"Pm 
die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  der  einfachen  Ereignisse 
vorstellen  (Nr.  15),  P  =  Pi  p^  •  •  •  jv«   Daraus  ergibt  sich 

P<Pl<PlP2<"'l 

die  Wahrscheinlichkeit  eines  zusammengesetzten  Ereignisses 
vermindert  sich  also  mit  der  Zahl  der  einfachen  Ereignisse. 

Zusatz  I.    Für  p^z==p^  =  >  •  •  s=p^=zp  wird 

P  =  2>"*- 

Zusatz  IL  Sei  p  die  Wahrscheinlichkeit  von  jE,  q  die 
seines  Gegensatzes  JP,  so  dass  i>  +  2  =  1.  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  E  in  m  -{-  n  Versuchen  m  mal  in  gegebener 
Ordnung  eintreflfen  wird,  lautet 

P  ==  j)»*  g«. 

Zusatz  III.  Unter  den  gleichen  Voraussetzungen  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  P,  dass  E  m  n  Versuchen  mindestens 
einmal  eintriflft, 

p=l-g»=l_(l__p)«.   ... (a) 

Denn  nachdem  0  =  2**  die  Wahrscheinlichkeit  für  die 
n  malige  Wiederholung  von  F  vorstellt,  so  ist  augenscheinlich 

P+g=l,    also  P=l  -  Q. 
Aus  Gleichung  (a)  folgt 

log  (1  — i?) 

als  nöthige  Anzahl  von  Versuchen,  damit  das  mindestens 
einmalige  Eintreffen  von  E  eine  gegebene  Wahrscheinlich- 
keit P  besitze. 

Beispiel.  Wie  viele  Versuche  sind  erforderlich ,  um  1 
gegen  1  wetten  zu  können,  dass  E  mindestens  einmal  ein- 
trifft? 


1 


j 


Hier  ist 


also 
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JL 


n  = 


log  {l—p)' 

Zusatz  IV.  Es  seien  p^  und  q^  die  Wahrscheinlichkeiten 
der  entgegengesetzten  Ereignisse  A^^  und  B^]  p^  und  q^y  p^ 
und  ^g ,  u.  s.  w.  die  Wahrscheinlichkeiten  der  entgegengesetzten 
Ereignisse  A2  und  B^,  A^  und  B^y  u.  s.  w.,  so  dass 

Pi  +  2i  =  1.  i>2  +  «2  =  1;   ^'  s.  w. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A^  oder  B^  mit  irgend 
einem  der  andern  Ereignisse  A^  und  B^,  A^  und  B^,  u.  s.  w. 
zusammentreffen  werde,  ist 

•P=  Ol  +'«i)  O2  +  «2)  CPs  +  «3)  •  •  •  =  1-  •  •  •  (a) 

Denn,  betrachten  wir  zunächst  nur  zwei  Paare  von 
Ereignissen,  etwa  J.^,  B^  und  A^,  B^,  so  können  die  zu- 
sammengesetzten Ereignisse 

A^  A2  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p^  p^ , 

Ai  x>2     ?>      ??  7}  Pi  9^2 ; 

■^1  -^2      ;?        ;?  j>  ö'i  P2 ; 

-^1  -^2      ?;        ;>  w  ^i  fe 

entstehen,  und  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  irgend 
eines  derselben  ist 

^=Ä P2  +Pi  «2  +  Q1P2  +  Ql  «2  =  Ol  +  Qi)  O2  +  Q2)  =  1- 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  für  eine  beliebige  Anzahl 
von  Paaren  A^,  B^]  A^,  B2]  A^j  B^  u.  s.  w. 

^=  Ol  +  2i)  O2  +  22)  Os  +  ä's)  •  •  •  ==  1-     • 

Anmerkung.  Jedes  Glied  P1P2Q3' ' '  <Jes  Productes  (a) 
bedeutet  die  Wahrscheinlichkeit  einer  der  Combinationen  wie 
^1  ^  J?3  .  • . 

Zehntes  Beispiel.  Eine  Lotterie  hesteht  aus  k  Nummern; 
in  jeder  Ziehung  werden  l  da/von  gezogen.  Wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  P,  dass  n  dieser  Nummern  herauskommen 
werden? 
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Bedeutet  g  die  Zahl  der  günstigeiij  ni  die  Zahl  aller  Fälle, 
so  ist,  wenn  mit  IC^  oder  hC„  die  Anzahl  der  Combinationen 
m'"  Classe  von  l,  bezw.  It  Elementen  bezeichnet  wird, 

l{l-l)...{l-n+l) 


fe(ft_l)...(ft-n+l) 


womit  sich  ei^bt 

£         ;(i-i)...(j-w+i) 
m         k{k-i)...{k-n-{.l)  ■ 

Beispiel.    Es  li^t  eine  geunsse  Änsakl  Paare   3i 
t  vor,  deren  jedes  r  Karten  enthält;  es  sind  nämlich 

•  Karlen  bezeichnet  mit  a^  b^  t^  ■  ■  ■     .     .     .       1) 

•  '  „  „  „     «s  fcg  Cg  ■  •  -     .     .     .       -8) 


„  „  „     aahii  Ca  ■  ■  ■     .     .     .     äi) 

w  die  Karten  gemisdit  worden,  bildet  man  aus  den- 
ileiehe  Päckchen  M  und  N  von  je  ir  BläUern.  Nun 
n  eine  der  Karten  des  Päckehens  M  umgewendet  worden, 
dirscheifUichkHt  gefragt,  dass  eine  Amahl  n  näher  be- 
arten  einer  der  Gattungen  1,  3,  ■  ■  ■  i  (beif^lsweise 
i)   in   dem  Päckchen  M   oder   in  jenem  N  ent- 

.    Es  sei:  g  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  um- 
£arte  eine  der  n  bezeichneten  ist; 
itgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  oder  g'^i  — g', 
Wahrscheinlichkeit,  dass  die  n  Karten  im  Päck- 
;halten  sind,  wenn  die  umgewendete  eine  dieser 

(Yahrscbeinlichkeit,  dass  die  n  bezeichneten  Blätter 
mselben  Päckchen  M  vorhanden  sind,  wenn  die 
x  nicht  eine  der  n  war; 

Wahrscheinlichkeit,  dass   das  erste  Päckchen  die 
lält,  nämlich  P  =^  gis  -\- g'^sf     .     .    (1); 
Wahrscheinlichkeit,  dass,  wenn  die  umgewendete 
der  «  bezeichneten  ist,  das  Päckchen  N  ihrer  » 
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P'  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  zweite  Päckchen  die 
n  Blätter  enthält,  nämlich  P'  =  ^f'^i     .     .     (2). 

Denn,  nachdem  die  umgewendete  Karte  aus  dem  Päck- 
chen M  herrührt,  so  beeinflusst  sie,  wenn  sie  nicht  eine  von 
den  bezeichneten  ist^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Päck- 
chen N  die  n  Blätter  enthalte,  nicht;  diese  besteht  daher 
einzig  und  allein  in  ^'^j. 

Es  sind  nun  die  Grössen  g,  g\  ^,  "Sj^  und  ^^  zu  er- 
mitteln. 

Wir  gehen  zunächst  an  die  Bestimmung  von  g  und  g\ 

Da  die  n  Blätter  aus  der  Gruppe  i  von  r  Karten  ge- 
nommen sind,  so  ist  g  sowie  g'  eine  relative  Wahrscheinlich- 
keit, also 

AT  =s  —    und    g   =1 = . 

Ol»  %f  TT 

Um  weiter  m  und  ^  zu  bestimmen,  beachten  wir  1), 
dass,  sofern  die  umgewendete  Karte  eine  von  den  n  bezeich- 
neten ist,  die  ir  —  1  übrigen  Blätter  noch  w  —  1  der  be- 
zeichneten Karten  enthalten  müssen:   dies  kann  auf  so  viele 


Arten  geschehen,  als  ir — 1  Karten  Gombinationen  n  —  1*®' 
Classe  geben,  die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ist  also 

(}.r  -  1)  U-i _______ . 

(«r  —  1)  (tr  —  2)  .  .  .  (ir  —  n  +  1) 


1  .  2  •  .  .  (n  —  1) 
Die  Anzahl  der  Gombinationen  von  2ir  —  1  Blättern  in 


der  n  —  V^^  Glasse  oder  die  Zahl  aller  Fälle  ist 

(2  IT  -  1)  a_i _____ . 

Demnach  ergibt  sich 

(2ir-l)C^_i- 

2)  Ist  die  umgewendete  Karte  keine  von  den  bezeich- 
neten, so  müssen  die  ir  —  1  noch  übrigen  Blätter  alle  die 
n  Karten  enthalten.   Die  Zahl  aller  hiefür  günstigen  Fälle  ist 

(x^       \\r  —  (*^ ""  ^) (***  —  2)  »  .  » (tV -  n+  1)      ir  —  n 

iZr 1  )  l/n  == Z S 7 Tv •  • 
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Die  Zahl  aller  Fälle  beträgt 

,o  .  1 N  ^  (2  «>  —  1)  (2  ir  —  2)  .  .  .  (2 1>  —  n  +  1)      2  »r  —  n 

V  /     ^  1  .  2  •  •  •  (n  —  1)  n 

Demnach  hat  man 

(»>  — 1)0  »V  — n 


(2tr  — 1)(7^  2tr  — n* 

Schliesslich  bleibt  noch  ^^  zu  ermitteln.  Befinden  sich  die 
n  Blätter  unter  den  ir  Karten  des  Päckchens  N,  so  hat  man 
als  Zahl  der  günstigen  Fälle 

.    ^   _   ir        {ir  —  1)  (t r  —  2)  »  ■  »  (ir  —  n+1) 
^^^^—    n'  1.2...(n  — 1)  ' 

als  Zahl  aller  Fälle 

ro.'^       ^\r           2»r-n       (2  ir  —  1) (2  t> ~  2)  ♦  > « (2  ir-n  +  1) 
l^tr —  1 )  O«  =  • — ^ ; IT . 

V  /»  n  l-2'--(n—  1) 

Folglich  ist 

ir  C^  ir 


1         (2ir  — 1)0„  2tr  — n* 

Durch  Einsetzung  der  gefundenen  Werthe  in  die  Aus- 
drücke P  und  P'  erhält  man 


®    f       ,     (r  —  n)  (ir  —  n)  l  tn  4-  ir  —  n 


r    l       '  2  ir  —  n        J 

7^/        r  —  n         ir  ir  —  in 


2  ir  —  n 


? 


r        2  tV  —  n  2ir  —  n  * 

Zwölftes  Beispiel.  Im  Piquetspiele  für  dm  Kartengebenden 
die  Wahrscheinlichkeit  zu  Stichen,  dass  er  mit  dem  aus  drei 
Blättern  bestehenden  Talon  mindestens  ein  Äss  aufheben  werde, 
wenn  er  noch  Teein  Äss  in  der  Hand  hält. 

Sei  P  =  ^  diese  Wahrscheinlichkeit. 

1)  Aufsuchung  von  N.  Da  man  12  Blätter  in  der  Hand 
hat,  so  bleiben  noch  32  —  12  =  20,  worunter  sich  4  Ass  be- 
finden; drei  dieser  Blätter  bilden  den  Talon;  daher  ist  die 
Anzahl  N  aller  möglichen  Arten  der  Zusammensetzung  des 
Talons  gleich  der  Anzahl  der  Combinationen  von  20  Karten 

zu  dreien,  also  — r^-^i — - —  =  1440. 


J 
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2)  Aufsuchung  von  Z.  Die  Zahl  Z  ist  die  Summe  dreier 
Glieder,  nämliche 

a^y  der  Anzahl  jener  Fälle,  wo  ein  Ass  mit  zwei  andern 
Blättern  zusammentrifft: 

02;  der  Anzahl  jener  Fälle,  wo  zwei  Ass  mit  einem 
andern  Blatt  zusammenkommen; 

Og,  der  Anzahl  jener  Fälle,  wo  drei  Ass  sich  vereinigen. 

Demnach  ist 

Z  =«1  +  02  +  «3- 

Im  Ganzen  besteht  das  Spiel  aus  32  Blättern;  folglich 
gibt  es  darunter  32  —  4  ==  28  Blätter,  die  kein  Ass  enthalten, 
von  denen  der  Kartengebende  zwölf  in  der  Hand  hält;  es 
bleiben  also  noch  16. 

1]  Die  Zahl  der  Fälle,  ein  Ass  aufzuheben,  ist  4. 

Die  Zahl  der  Fälle,  zwei  andere  Blätter  aufzuheben,  ist 

—  =  120.    Demnach  hat  man 

ai  =  4  .  120  =  480. 
2]  Die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  zwei  Ass  aufgehoben 

werden  können,  ist  -r^  ==  6. 

f  1.2 

Die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  ein  anderes  Blatt  auf- 
gehoben werden  kann,  ist  16.    Daraus  folgt 

«2  =  6  •  16  =  96. 

3]  Die  Zahl  der  Fälle,  drei  Ass  aufzuheben,  ist 
4  •  3  •  2 


12     3 


=  4.    Daher 


«3  =  4. 


Folglich  ist  weiter 

Z=480  + 96 +  4  =  580. 
Schliesslich  findet  man  durch  Division  von  Z  durch  K 

^~    1440   "^   57  •     <   / 

Die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit  ist 

^ ^         29  28 

Man  kann  also  29  gegen  28  wetten,  dass  der  Spieler 
zum  mindesten  ein  Ass  im  Talon  finden  wird. 


—    28    —      • 

Anmerknng.   Ebenso  bestimme  man  die  WahrscheinlicMceit 
J^  für  den,  welcher  die  Vorhand  hat,  dass  er  mit  den  drei  Blät- 

tern des  Talons  mindestens  ein  Äss  aufheben  werde,  wenn  er 
noch  Jceins  in  der  Sand  hält 

Durch  einen  ähnlichen  Vorgang  ergibt  sich 

T3         232  ,   ^  91 

-P  =  -5^  und  ^  = 


323 ^  323 

Dreizehntes  Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit  ßu  finden 
für  den,  welcher  die  Vorha/nd  hat,  dass  er  mit  den  fünf  Blät- 
tern des  Talons  ein  Äss  und  einen  König  aufheben  werde,  wenn 
er  weder  Äss  noch  König  in  der  Hand  hält. 

Im  Talon  können  die  folgenden  Gombinationen  auftreten: 

Nr.  1  1  Ass,  1  König;    3  andere  Blätter, 
„    2  1    „      2  Könige,  2      „  „ 

„     3  1     „      3       „         1  anderes  Blatt, 


4  1  4  0 

„     5  2  „  1  König,    2  andere  Blätter, 

„     6  2  „  2  Könige,  1  anderes  Blatt, 

„     7  2  „  o       „         ^      »  }} 


„  8  3  „  1  König,  1  „ 
„  9  3  „  2  Könige,  0  „ 
„  10  4    „      1  König,    0      „ 

unter  diesen  10  Fällen  haben  die  folgenden  Paare  gleich- 
viel Chancen: 

Nr.  2  mit  Nr.  5, 

4  10 

7  9 

Es  verbleiben  daher  nur  sechs  verschiedene  Fälle,  nämlich 
Nr.  1  mit  >- .  4-  •  ^r^o'f  =  3520  Chancen, 

I 

Nr.  2  und  Nr.  5,    jeder    „    Y' Y72"*T72~  "^  ^^^^        ^' 

?;     ^      ?>        ;;     "?        jt         ;?      1  *  1-2  «3       1  '' 

;;     *     ;;       ;;     ■^^;     »         ^'      1     1-2  •3*4  '' 
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Nr.  6  mit  -^  —  .^  =,  432  Chancen, 

1  •  ä         1  •  ^  1 

Nr.  7  und  Nr.  9,  jeder     „    ili.l^|^      =    24         „ 

Demnach  ist 
Z  =  3520  + 2. 1584 +  2. 192 +  2. 4  + 432 +  2. 24  =  7560, 

■^_20.19.18>17.16   _.55Q. 
^~        1.2.3.4.5        —  AÖ0U4, 

-D_Z  7660    315  ^ 331 

^~J^~l55Ö4  —  "646"^  woraus  V  — ^jß-. 

Vierzelmtes  Beispiel.    Die  WahrscJieinlichkeit  für  y,cartes 
hlanches^^  m  finden, 

20  .  19  .  18  .  17  .  16  •  15  •  14  .  13  .  12  •  11  •  10  .  9 


p  = 


32  .  31  .  30  .  29  .  28  .  27  .  26  .  26  .  24..  23  •  22  •  21 

328       *      1  ^ 1791 

678956   ~  1792"^   WOrauS   V  —    1792  • 


n.  Capitel. 

Wahrsclieiiilichkeiteii  wiederholter  Versnclie. 

19.  In  diesem  Capitel  soll  die  Theorie  der  Wahrschein- 
lichkeiten in  ihren  Beziehungen  zu  den  Potenzen  und  Facto- 
riellen  von  Polynomen  und  Binomen,  dann  zu  den  Product«n 
binomischer  und  polynomischer  Factoren  betrachtet  werden; 
daran  mögen  sich  einige  bemerkenswerthe  Anwendungen  dieser 
Lehren  anschliessen.  *       • 

I. 

Potenzen  nnd  Factoriellen  des  Polynoms  nnd  Binoms^ 

Producte  Mnomischer  nnd  Polynomischer  Factoren. 

Den  Ereignissen 

«1,  «2?  •  •  •  ^i\    \j  \y  '  '  '  ^m5    Ci,  Ca,  •  •  •  Cn;  •  •  • 
sollen  beziehungsweise  die  Wahrscheinlichkeiten 

V11 P2,'"  Pii    «1;  &.  •  •  •  «m-,    n,  r^,  •  •  •  Vn]  '  •  • 
entsprechen. 
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Die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  diese  Ereignisse  in  einer 
bestimmten  Aufeinanderfolge   zusammentreffen^   ist  (Nr.  15) 

-P  =  Ä  2>2  •  •  \P<  •  «1  2»  •  •  •  2m  •  rj  rg  • . .  r«  •  •  • 

Wiederholt  sich  dagegen  a^  {mal;  h^^  mmal^  c^  »mal^ 
u.  s.  w.;  dann  wird 

ai  =  a2  =  ---  =  af;  6i  =  &2=="*  =  ^m;  Ci  =  C2=-==c„;  •  •  • 
JPi=JP2  =  --=i><;  «i  =  ä'2=--=2m-,  ri=r2  =  ---  =  rn;... 
woraus 

PI      m    n 

Soll  das  zusammengesetzte  Ereigniss^  um  das  es  sich 
handelt;  bei  beliebiger  Ordnung  der  einfachen  Ereignisse  ein- 
treffen, so  wird 

PI     m    n      X        l      m    n     i  7 I      wi    n 

darin  bedeutet  k,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten  die  Ereig- 
nisse geordnet  werden  können. 

!•  Potenzen  des  Polynoms» 

20.  Wenn  eines  der  Ereignisse  Ä,  B,  C  -  >  >,  deren 
Wahrscheinlichkeiten  beziehungsweise  p,  2,  t  >  -  *  sind,  in 
jedem  Versuche  nothwendig  eintreffen  muss,  so  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  irgend  eines  derselben  in  einem  der  Ver- 
suche stattfindet. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sich  diese  Ereignisse  ftmal 
nach  einander,  gleichgiltig  in  welcher  Ordnung,  zutragen,  ist 

P=(p  +  q  +  r+'"y  =  ^  i^jl^,,,  p'g-r-'...  =  l.  (1) 

^  =  Z  +  m  -{-  w  H (2) 

Das  allgemeine  Glied 

m  =  -TT— fn — i>'  g"*  r«  . .  •     (3) 

drückt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  in  ft  Versuchen  A 
{mal,  B  mmal,  C  nmal  •  •  •,  in  welcher  Ordnung  immer, 

sich  wiederholen  werde:  denn  k  =  -^ — r-i stellt  letzt  die 
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Anzahl  der  Permutationen  von  ft  Buchstaben  vor,  worunter 
l  gleich  sind  Ä,  m  gleich  B,  n  gleich  (7  •  •  • 

2»  Potenzen  des  Binoms« 

Sind  nur  zwei  Ereignisse  Ä  und  B  vorhanden,  dann 
drückt  P=P'\-q=l  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  sich 
A  oder^  in  einem  einzigen  Versuche  einstellt;  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  sich  diese  Ereignisse  ft  mal  nach  einander,  in 
welcher  Ordnung  und  Combination  immer,  zutragen  werden, 
lautet 

P=(p  +  2>'  =  2'TCr^ä"     (4) 

Das  allgemeine  Glied 

tt !        „    ^  11(11  —  1) '  "  (11  —  w  +  1)      «»    „ 

m\n\  ^     ^  1'2"««  x-:! 

drückt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  in  ft  Versuchen  A 
m  mal   und   B   n  mal   in   irgendwelcher   Ordnung   eintreffen 

werde:  denn  Tc  =  — r— r  bedeutet  letzt  die  Anzahl  Permuta- 

tionen  von  ft  Buchstaben,   worunter  m   gleich   sind  J.  und 
n  gleich  B, 


8.  Factoriellen  von  Polynomen. 

21.  Eine  Urne  enthält  im  Ganzen  s  Kugeln,  wovon  a 
mit  a,  6  mit  ß,  c  mit  y  u.  s.  w.  bezeichnet  sind. 

Es  wird  ft  mal  gezogen,  ohne  dass  die  gezogene  Kugel 
wieder  zurückgelegt  würde;  man  verlangt  die  Wahrscheinlich- 
keit W,  dass  in  den  /Lt  Ziehungen  m  Kugeln  a,  n  Kugeln  /3, 
l  Kugeln  y  u.  s.  w.  in  irgend  welcher  Ordnung  zum  Vorschein 
kommen;  femer  die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  in  den 
ft  Ziehungen  Kugeln  «;  /S,  y  •  •  •,  gleichgiltig  in  welcher 
Ordnung  und  Zahl,  gezogen  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Annahme,  dass  zuerst  m  Kugeln  a, 
dann  n  Kugeln  /3,  und  endlich  {  Ktigeln  y  gezogen  werden. 

SeijPi  die  Wahrscheinlichkeit  des  Erscheinens  einer  Kugel  a 
im  1.  Zug, 

JP2  die  Wahrscheinlichkeit  des  Erscheinens  einer  Kugel  a 
im  2.  Zug, 
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Pm  die  Wahrscheinlichkeit  des  Erscheinens  einer  Kugel  a 
im  m^^  Zug. 

Ebenso  mögen  2i;  ffa*  *  "  *  2«  die  respectiven  Wahrschein- 
lichkeiten für  das  Erscheinen  einer  Kugel  ß  im  1.,  2.,  •  •  •  n^^ 
Zug  und  r^,  ^2;  •  •  •  r^  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Er- 
scheinen einer  Kugel  y  im  1.,  2.,  •  •  •  Z*®**  Zug  bedeuten. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kugeln  in  der  be- 
zeichneten Ordnung  erscheinen ,  sind  ihre  einfachen  Wahr- 
scheinlichkeiten 

a  a  —  1  a  —  w-|-l 

_  b  _       b  —  l _       b  —  n  +  1 

3i—      8—m^      «2—  g_^__i;       ••'2«—  s_^_n-f-l' 

c  c  —  X  c  —  lA-l 

*         8 — m — n'     *         8 — m — n  — 1  '  s— w — n — l-^-l  ^ 

Da  |Lt  ==  m  +  w  +  Z  +  •  •  •?  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 2> 
für  das  Zusammentreffen  dieser  Ziehungen  in  einer  einzigen 
Ordnung 

P  =PiP2  -'Pm*qxq.%-'qn'r^r^'-ri>** 

a(a— l)...(a—m-f  1)'5(&  —  1)  •>-(&  — w-fl)-c(c—t)'--(C'-Z+l>'> 

8{8  —  1)  "  '  {8  —  IL  -{-  l) 


demnach 


s^H-i 


_  ^!  a^^^-^  ft**!-*  c'l-i... 


^  == ^ ^-—^^ (1) 

die   Wahrscheinlichkeit,  m  Kugeln  a,  n  Kugeln  /3,  l  Kugeln 
y  •  •  •  in  irgend  welcher  Ordnung  zu  ziehen. 

Ertheilt  man  den  Grössen  m,  w,  Z,  •  •  •  alle  mit  der 
Gleichung  ft  =  m-{-w  +  Z4"***  verträglichen  Werthe  von 
Null  an,  so  drückt  die  Summe  aller  hieraus  entspringenden 
Werthe  von  ^  das  gesuchte  P  aus,  also  ist 

-^    ml«!/!...  s^J~^  ^  ^ 

Der  Werth  von  P  kann  auch  auf  folgendem  Wege  ab- 
geleitet werden.    Offenbar  sind 
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g-ffe  +  cH 

1  8  ' 

a  +  &  +  c  +  -*  —  1 
*  5—1  ' 

^^— v^^ir-ri 

die  einfaclien  Wahrscheinliclikeiten;  dass  in  allen  ft  Ziehungen 
nur  mit  a,  /3,  y,  •  •  •  bezeichnete  Kugeln  gezogen  werden; 
die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  ist 

P-7.T.                  .  [a  +  6  +  c  +  ...f '""^  /ox 

l'  ==  -gri  25-2  •  •  •  ^^  = ^|_-i •      •  .  KO) 

Aus  der  Vergleichung*  von  (2)  mit  (3)  folgt 

4.  Faetoriellen  Ton  Binomen» 

22.  Sind  nur  zwei  Arten  von  Kugeln  mit  den  Bezeich- 
nungen a  und  ß  vorhanden,  so  übergeht  Formel  (4)  in 

Anmerkung  I.  Wird  die  gezogene  Kugel  jedesmal  in 
die  Urne  zurückgelegt^  so  verwandeln  sich  die  Faetoriellen 
^m|— 1^ . . .  jj2  Potenzen  und  es  wird 


Mit 


a  b  c 


Übergeht  letztere  Formel  in 

Anmerkmig  ü.    Die  entwickelte  Formel  (ö)  lautet: 

1       ja/.  1-14.  „a^-i|-ij_|_ü(?'.nlIa/.-2 1-152  i-i_|_... 

^1-1    I  1    r  '1.2 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  3 


E 
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Die  Wahrscheinlichkeit  B,  in  ft  Ziehungen  mindestens 
Je  mit  a  bezeichnete  Eugehi  zu  treffen,  ist  hieraus 

-I I ?J a*l-i&^-*l-^|- 

Die  Wahrscheinlichkeit  Q  fiir  das  Eintreflfen  mindestens 
einer  Kugel  a  ist 

0=1  — ^^- 

5.  Prodnct  binomischer  Factoren. 

• 

23.  Es  werden  ft  =  m  +  w  Versuche  angestellt;  im 
ersten  Versuche  haben  die  entgegengesetzten  Ereignisse  A 
und  B  die  Wahrscheinlichkeiten  p^  und  g'i,  im  zweiten  die 
Wahrscheinlichkeiten  p^  ^^^  ^2>  *  '  *?  ™  ftten  Versuche  die 
Wahrscheinlichkeiten  Pf^  und  g^;  welches  ist  dann  die  Wahr- 
scheinlichkeit P  für  die  m-malige  Wiederholung  von  A  und 
die  92-malige  Wiederholung  von  B  bei  beliebiger  Aufeinander- 
folge dieser  Ereignisse? 

JPi  4"  2i?  i^2  +  9'2>  •  •  'i^/u  +  ^/u  sind  die  Wahrscheinlich- 
keiten für  das  Eintreffen  von  A  oder  B  beziehungsweise  im 
1.,  2.,  •  •  •  ftten  Versuche;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sich 
die  beiden  Ereignisse  in  ft  Versuchen  in  irgend  welcher  Com- 
bination  zutragen  werden,  ist  demnach 

'^  =  (j>i  +  Qi)  (P2  +  Q2) '  -  {Pf^  +  Qf^) (1) 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  P  wird  also  die  Summe 
aller  jener  Glieder  von  ^  sein,  in  welchen  m  der  Factoren 

Pi>P2' '  'Pf^  ^^^  ^  ^®r  Factoren  Qu  ^27 ' '  *  üfi  vorhanden  sind. 
Diese  Glieder  werden  in  p  und  q  homogen  sein,  und  zwar 
in  p  m,  in.  q  n  Dimensionen  enthalten;  ersetzt  man  also  die 
Buchstaben 

durch 

PiW,  p^u ,  •  •  •  i)^w;     q^v,  q^v,  -  •  •  q^^v, 
so  ergibt  sich 
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Ist  M  der  Coefficient  jenes  Gliedes  dieser  Summe,  in 
welchem  Ä  =  m,  l  =  n,  so  hat  man  sofort  P  =  M. 

6.  Prodnct  polynomischer  Factoren. 

24.  Ein  Würfel  hat  g  mit  1,  2,  •  •  •  g'  bezeichnete  Seiten. 
Jede  derselben  hat  ihre  besondere,  von  einem  Versuche  zum 
andern  variirende  Wahrscheinlichkeit.  Die  obenhin  gefallene 
Nummer  wird  nach  jedem  Wurfe  notirt.  Die  eingeschriebe- 
nen Nummern  werden  nun  nach  ft  aufeinanderfolgenden 
Würfen  addirt  und  man  verlangt  die  Wahrscheinlichkeit  P, 
dass  die  so  erhaltene  Summe  m  sei. 

Wir  bezeichnen  mit  ^^  ,  jp^  ,  •  •  «^^  die  Wahrschein- 
lichkeiten der  Seiten  l,2;-«-g'  beim  ersten  Versuche,  mit 
i^2  >  P2  y  '  *  *  ^2  ^^®  Wahrscheinlichkeiten  beim  zweiten, 
endlich  mit  jp  ,  p  ,•  •  'P  ihre  Wahrscheinlichkeiten  beim 
(iten  Versuche. 

^1  =i>i   -tPi   H +Pi 

ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Fallen  einer  der 
Seiten  1,  2,  •  •  •  g  im  ersten  Wurfe, 

stellt  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  für  den  zweiten,  u.  s.  w., 

für  den  ftten  Wurf  vor. 
Demnach  schliesst 

d.  i.  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen  aller 
dieser  Ereignisse,  die  auf  alle  möglichen  Summen  bezüglichen 
Wahrscheinlichkeiten  ein,  welche  in  ft  Würfen  entstehen 
können. 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  P  ist  folglich  die  Summe 
jener  Glieder  von  csr,  in  welchen  die  Summe  der  oberen  Zeige» 
m  beträgt.  Um  diese  Summe  auszuscheiden,  ersetzen  wir  das 
Product  ^  durch  das  folgende: 
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'"[p^:t^+p':t^+ 


+pTi'} 
+p'fn 


und  haben  dann 

Anmerkung.  Zerlegt  man  m  auf  alle  möglichen  Arten 
in  ft  Summanden  kleiner  als  q^  indem  man  auch  auf  die  Ordnung 
derselben  Rücksicht  nimmt,  so  ergibt  sich  J7„«.     Ist  nämlich 

w  ==  «2  +  /^g  +  ^2  H h  ^2^ 

U.    8.    W. 

SO  wird 


P  =  ir„.  =  r^Wpf' . .  .p^y  +  y^-'pf p; 


(^i) 

M 


's 


•i>;^^  + 


II. 


Yerschiedene  Anwendungen  der  yorangehenden  Principien. 

25.    Lemma.    Den  Coefficienten  Je  von  ^  in  der  Ent- 
wickelung 

jor  +  «^^  + f-  «3^^r  =  ^"{l  +  ctT  H h  -cSf^^Y 

zu  suchen. 

Wir  setzen  zu  diesem  Ende  p  =  n  -^  a  und  fragen  nach 

dem   Coefficienten  von  'm^  in  der  Entwicklung 

(,1  —  aj 


=['- 


„2  1-1 

wwH — g-j — -es^ 


>•♦ 


x[l+,,  +  (^+^11-^^.+ (^^^^ 


(a). 


2!  '  3! 

Unter  Beachtung,  dass 

0+    a  =  a 

^  -f-  a  —     q^=  a 

^Q  -j-  cc  —-  2q  =  a     u.  s.  w. 

folgt,  dass,  um  cor*'  zu  erhalten,  das  erste,  zweite,  dritte, 
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Glied  des  ersten  Factors  der  Reihe  nach  mit  denjenigen  Gliedern 
des  zweiten  Factors  multiplicirt  werden  müssen,  die  mit  oar",  cy**"^, 
car«— 2«  , . .  behaftet  sind;  nun  lauten  die  letzterwähnten  Glieder 

(n  +  a  —  l)  Ca-m^, 
[n  +  a—    q—X)  Ca-^  ^«-«, 
(n  +  a  —  23  —  1)  Ca-2g  ^-^2   u.  s.  w.; 
daher  lautet  das  Glied  mit  ^" 

{ (w  +  a  —  1)  Ca  —  w  Ci  •  (w  +  a  —  3  —  1)  Ga-q 

+  W  Cg  •  (W  +  a  —  2  g  —  1)  Ca^2q }     OT«, 

folglich  ist 

/i;  =  (n  +  a  —  1)  C«  —  nC^  •  (n  +  «  —  g  —  1)  Ca—q 

+  nC, .  (n  +  a-  2^-  1)  Ca-2q (I). 

Vereinfachung  von  h 

Nachdem 

(«  —  ^q)  '\-(n'-i)  =  n-\-a  —  fiq  —  l, 

so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  Binominalcoefficienten 

(n  +  a  —  ^q—X)  Ca-^q  =  (n  +  a  —  f*3  —  1)  ^n-i 

=  (p  — fig—  1)  C„_i. 
Wird  in  dieser  Formel  der  Reihe  nach 

|Lt  =  0,  1,  2,  3, . . . 
gesetzt,  so  findet  sich 

{n  +  a-l)Ca  =  {p  -  \)  Cn-l, 
{n  +  a  —  q—\)  Ca-q  =  {p  —  q—X)  Cn-^u 
(w  +  a  —  2g  —  1)  Ca-iq  =  (jp  —  2q  —  \)  Cn-l,  u.  s.  w. 
Dadurch  nimmt  der  Ausdruck  für  k  folgende  Gestalt  an: 
k  =  (p-l)Cn~-i-nC,'(j>-q-l)Cn^i 
+  nC,'(p-2q—l)Cn^i 

(fJ— l)(p— 2)---(p-n+l)  (p-'q—l)(p—q—2)"-{p—q—n+l) 


H- 


1 .  2  ...  (w  —  1)  1 .  2  .  •  •  (n  —  1) 

n{n  —  l)      (jp  — 2g—  t)(p  —  2q  —  2)  ■  •  •  (p  —  2g  — n+ 1) 
2!         '  1 . 2  .  •  •  (w^  1) 


(n  — 1)1  ^*  (w— 1)1 

,    n^'-^     (j>-2g-l)^-^'-^ 
•"       2!  (w  — 1)1 
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Moivre's  Problem. 

26.  Eine  Urne  enthält  q  mit  l,2j*^*q  bezeichnete  Kiigeln; 
man  zieht  eine  Kxigely  notirt  ihre  Nummer  und  legt  sie  wieder 
in  die  Urne  zurück;  in  solcher  Weise  vollführt  man  n  Ziehungen, 
addirt  die  eingeschriebenen  Nummern  und  verlangt  nun  die 
Wahrscheinlichkeit  TL,  dass  die  so  erhaltene  Summe  gleich  p  ist. 

Lösung.  Erster  Fall.  Die  einfachen  Wahrscheinlichkeiten 
sind  ungleich. 

Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Eintreffen  einer  Kugel 

1,  2,  ...  2 
mögen  beziehungsweise 

^1?  ^27  •  •  •  '55' g 


sein. 


Die  Kugel  1  sei  a^  mal  gezogen  worden, 


9 

^2       77                V                    77 

• 

Es  ist  dann 

a^  +  2a.^-\ l-qaq—P  • 

Weiters  sollen 

......  (1) 

(2) 

1 

«,  +  2^.+    -- 

«2  +  /^2  H ^ 

«3  +  A  H ^ 

.(3)    und    «^  +  ^,^^  +  -- 

—  P 

—  P 

■  (4) 

u.  s.  w. 

u.  s.  w. 

alle  möglichen  Systeme  von  Grössen  sein,  die  den  Gleichungen 
(t)  und  (2)  Genüge  leisten. 

Die  Wahrscheinlichkeiten  aller  möglichen  Combinationen, 
die  in  den  n  Ziehungen  stattfinden  können,  gibt  die  Ent- 
wickelung 

Die  fragliche  Wahrscheinlichkeit  77  wird  die  Summe 
jener  Glieder  dieser  Entwicklung  sein,  in  welchen  die  Grössen 
Qi7  Q2  '  '  Qq  ^^^  Gleichungen  (1)  und  (2)  Genüge  leisten. 
Folglich  ist 

n=N^  <'  ^f  .  .  .  +  j^^  ^«»  ^»  . . .  +  K  <'-^^  (6) 
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Zweiter   Fall.     Die   einfachen    Wahrscheinlichkeiten   sind 

gleich, 

1 
^^  =  :sr2  =  ---  =  -. 

Der  obige  Ausdruck  vereinfacht  sich  dann  wie  folgt: 


Aus  Gleichung  (5)  ist  ersichtlich,  dass  die  Coefficienten 
^1  ?  ^29  '  '  '  Ni  von  'STi,  car 2  •  •  •  car»  nicht  abhängen  und  daher 
dieselben  Werthe  beibehalten,  wenn  man 

^1  =  m, 

•  • 

•  • 

cer.-  =  car* 
setzt.     Es  wird  dann 

=  (JVi  +  JVg  H \-  ^i-\ )  ^^  =  Ä  car^. 

Die  linke  Seite  von  (5)  verwandelt  sich  durch  vor- 
genannte Annahme  in 

{-m  +  'm^'i 1-  +  -ST«)«  =  2: 77^*; 

demnach  wird  h  ==  H  für  h  =  p]  mit  andern  Worten,  Je  ist 
der  Coefficient  von  'sr^  in  der  Entwickelung  von  ('ST  +  '^^ 
^ [_  oy«)n     jyij^  Hinblick  auf  Nr.  25  ist  also 

*  =  (p- 1)  C„_i  -  wCi .  (i)-2- 1)  Cn-l 
(w— 1)!  (w-1)! 


+ 


21  (w-l)l 

und  durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  den  Ausdruck 

1 
77  =  -^Ä; 

2 
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ergibt  sich  die  für  den  zweiten  Fall  geltende  Wahrschein- 
lichkeit. 

Zusatz.    Dieselbe  Formel  lost  auch  folgendes  Problem: 

Wie  gross  ist  die  WahrscheinlichJceit,  mit  n  Würfeln  von 

je  q  mit  1,  3^  -  -  -  q  bezifferten  Seiten  die  Summe  p  zu  werfen? 

27.    Specieller  Fäll  der  Moivre' sehen  Formel  für  g  =  cx>. 

In  Nr,  26  wurde  gefunden: 

i    f(p-l)(p— 2)...(p-«  +  l) 


^  =  ^{ 


—  n 


1  .  2  ...  (n  —  1) 
{p  —  q—t){p  —  q  —  '^)"'{P'-q  —  n+l) 


+ 
1 


1  .  2  ...  (n  —  1) 
n(«  — 1)    (p  — 2g— l)(p--2g  — 2)'..(p--2g  — n  + 


12 


1 .  2  ...  (n  —  1) 

(E^l)(P_l\...(P.'L+l\ 


._...) 


1  .  2  ...  (n  —  1) 


— rn 


+ 


\9 g/  \g g/         \g g       g/ 

1  •  2  •  •  •  (n  —  1) 

n(w-i)\g[         2/\9'         qJ    \q         q     qJ 


1  '  2 


1  .  2  ...  (w  —  1) 


Wird  nun  g=oo,|)=oo,  —  =  s,  —  =  ds  gesetzt,  so  er- 
gibt sich 


n  =  ds[^ 


s  —  ds)  (s  —  2d8)  ' '  •  {8  —  n  —  1  ds) 


1  .  2  •••(«—  1) 


—  n 


(s  —  1  —  ds)  (s  —  1  —  2ds)  •• '  {s  —  1  —  n  —  1  ds) 

1  .  2  . . .  (n  —  1) 


+  nT2 


...), 


1  .  2  ...  (n  —  1) 

woraus,  wenn  man  die  mit  ds  behafteten  GHeder  neben  den 
endlichen  unterdrückt,  weiter  folgt 

^^  —  ^^  ll.2...(n-l) 

n{n  —  1) 


n 


+ 


1  .  2  ...  (n  —  1) 


12         1.2 


(n-1) 


1 
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Integrirt  man  in  Bezug  auf  s  innerhalb  der  Grenzen 
—  und  — ,  so  erhält  man  die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  p 
zwischen  den  Grenzen  a  und  b  enthalten  ist,  nämlich 

^-T:^4K)'-"e-')"+=?^(i-^)"--] 

-[(f)"-»(f-i)"+=^'(f-2)"--]l- 

__^  *  

Beispiel.  Unter  der  Voraussetzung,  (^ss  für  jede  Planeten- 
bahn alle  Werthe  der  Neigung  zwischen  0^  und  100®  gleich  mög- 
lich sind^  die  Wahrscheinlichkeit  zu  ermitteln,  dass  die  Summe 
der  Neigungen  der  zehn  Planetenbahnen  gegen  die  Ekliptik 
zwischen  den  Grenzen  0®  uud  91*4187®*)  eingeschlossen  ist, 
wobei  letztere  Zahl  die  Summe  der  Neigungen,  wie  sie  im 
Jahre  1801  bekannt  waren,  vorstellt. 

Den  rechten  Winkel  von  100®  stelle  man  sich  in  eine  un- 
beschränkte Anzahl  q  gleich  grosser  Theile  eingetheilt,  wo- 
durch die  Aufgabe  auf  das  vorgenannte  Problem  zurügeführt 

erscheint,  und  zwar  hat  man  w  =  10,  a  ==  0,  6  =  91*4187®, 
h        91-4187 


woraus 


q  100 

^=1:2^0(^7  =362kö(0-914187r=0-()00()0011235. 

28.  Problem  II.  Eine  Lotterie  besteht  aus  s  Nummern; 
davon  sind  a  einziffrig,  b  gweiziffrig.  In  jeder  Ziehung  u?erden 
[i  Nummern  gezogen.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
mindestens  eine  der  Nummern  einer  Ziehung  einziffrig  ist? 

Lösung.  Diese  Aufgabe  führt  darauf  zurück,  die  Wahr- 
scheinlichkeit zu  bestimmen,  aus  einer  Urne  mit  s  Kugeln, 
wovon  a  weiss,  b  schwarz  sind,  in  ft  Ziehungen  mindestens 
eine  weisse  Kugel  zu  ziehen. 

Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach  (Nr.  22) 

+  ^^^  aA*-2  I  -1  J2  I  -1  „j 1.  ^  ^  j^- 1  I  -.1  j 


«Ml-l- 


*)  Die  Angaben  beziehen  sich  auf  das  Decimalmass. 
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In  der  gewöhnlichen  Zahlenlotterie  ist  s  =  90,  a  =  9, 
6  =  81,  ft  =  5,  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einer 
Ziehung  mindestens  eine  einziffrige  Nummer  erscheint, 

P=^-^5|—i  {951-1  +5.9*1-1.81  +  10.  9»  1-1.  SP  1-1 

+  10.921-1  .8PI-1  +5.9.81*1-1  } 

=  1  —  ^4r^  =  1  -  0-582981  =  0-417019. 

90^1-1 

Die  einzelnen  Glieder  dieses  Ausdruckes: 

QÖl-l 

y,^:ri  =  0-000003, 


90"' 

5       ,,    ,    =0-000232, 

q3|— 1    o.2|— r 
10 tA =  0-006  193, 

02  1-1  .8i3|-i 

10 tA 0-069  888, 


5^',.    ,    =0-340703, 


9^1*1-1 
90' 

sind  die  Wahrscheinlichkeiten  von  Ziehungen,  welche  be- 
ziehungsweise 5,  4,  3,  2,  1  einziffrige  Nummer  enthalten. 

29.  Problem  III.  Eine  berathende  Versammlung  besteht  aus 
s  Mitgliedern;  a  bilde»  die  Majorität,  b  die  Minorität.  Nun 
werden  fi  Ziehungen  gemacht ,  um  eine  ft  gliedrige  Commission 
zusammenzusetzen.     Wie  gross  ist  die   Wahrscheinlichkeit ,  dass 

dabei  zum  Mindesten  —  +  1  =  Ä  Namen  gezogen  werden,  die 

der  Majorität  angehören? 

Lösung.    Die  Aufgabe  kommt  auf  die  Ermittelung  der 

Wahrscheinlichkeit  zurück,  in  fi  Ziehungen  mindestens  ^  + 1  =  & 

weisse  Kugeln  aus  einer  Urne  zu  ziehen,  welche  s  Kugeln 
enthält,  wovon  a  weiss  und  b  schwarz  sind,  vorausgesetzt, 
dass  die  gezogene  Kugel  nicht  wieder  zurückgelegt  wird. 

Es  genügt  daher,  zur  Auflösung  die  vorhergehende  Formel 
(Nr.  28)   anzuwenden,   dieselbe  jedoch   nur   bis    zum  Gliede 


/ 

V 

f 
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Ä;!  (ii  —  k)\ 


—  a*l— 1  6i"— *l— 1  fortzusetzen,   wobei  Je  den  obigen 


Werth  ^  +  1  hat. 

Pascars  Problem*). 

30.  Die  Wahrscheinlichkeiten  m  bestimmen,  dass  von  swei 
Spidern  A  und  B  der  erste  a,  der  zweite  b  Partien  mr  Be- 
endigung eines  Spieles  gewinnen  werde ,  in  welchem  jede  Partie 
von  einem  der  Mitspielenden  gewonnen  werden  muss  und  wenn 
A  hiefür  die  Wahrscheifdichkeit  p,  B  die  Wahrscheinlichkeit  q 
besitzt. 

Lösung.  Die  fraglichen  Wahrscheinlichkeiten  mögen  mit 
P  und  Q  bezeichnet  werden;  es  ist  dann  P  +  Q  =  1- 

Das  Spiel  würde  in  höchstens  a  +  6  —  1  Partien  beendet 
sein;  die  Aufgabe  läuft  also  darauf  hinaus,  die  Wahrschein«' 
lichkeit  P  zu  bestimmen,  dass  A,  dessen  Wahrscheinlichkeit 
für  das  Gewinnen  einer  Partie  p  ist,  in  ^  «=  a  +  ^  —  1  Par- 
tien mindestens  a  mal  gewinnen  werde;  mithin  ist  (Nr.  20) 

31.  Problem  V.  Eine  Urne  enthält  m  Kugeln;  es  wird 
ihrer  eine  gewisse  Anzahl  gezogen  und  nach  der  Wahrschein- 
lichkeit gefragt,  dass  diese  Anzahl  gerad  oder  ungerad  ist 

Die  Anzahlen  der  geraden  Combinationen  sind 

•.,2  1—1  ««4  1—1 


•      • 


2!       '  4!       ^  ? 

jene  der  ungeraden 


m 


^3  1—1 


*  . 


'         3!      '  ' 

die  Gesammtzahl  aller  Combinationen  ist 


i+«»  +  ^^V-  +  ^^^Tr-  +  --l=(l  +  i)'"-l=2'»-i. 


*)  Durch  dieses  Problem,  welches  von  dem  Chevalier  de  Merä 
Fennat  und  Pascal  vorgelegt  und  von  letzterem  zuerst  gelöst  wurde, 
bat  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ihren  Anfang  genommen. 
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Bezeichnen   demnach   P  und   Q   die   verlangten   Wahr- 
scheinlichkeiten, so  hat  man 

^         2"»~1    l  ^       3!       ^         ) 

Aus  den  bekannten  Identitäten 
(l  +  1)»  =  1  +  m  +  ^-^7-  +  ^^4j-  +  •  • 

folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

=  2  1»»+— 3~  +  -67-  +  ---)- 
Durch  Anwendung  dieser  Relationen  ergibt  sich: 

Beachtet  man^  dass 

2,«_i  >  2—1  -  1  =  1  (2-  _  1), 

woraus 

2m-l  ^  2"*~1  — 1  1 


>  ~   und <  - 


2"*  — 1  2  2"*— 1  2 


sich  ergibt,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass  P  <,  Q. 


^^    2m-l_j  j  j 


y« 


2"*  —  1  2  2  (2^  —  1) 

2) 

^  2^*-l  2    ^    2(2'"— 1)  ' 

je  grösser  m,  desto  kleiner  ist  :  wird  daher  m  sehr 

•^      ®  '  2  (2"*  —  1)  ' 

gross,    so    unterscheiden    sich  P  und   Q   nur   unbeträchtlich 
von   y. 

Umgekehrt,  je  geringer  w,  desto  näher  rückt  der  Bruch 


-    45     - 
dem  Werthe  — ,  desto  mehr  nähert  sich  P  der  Null 

2  (2*"  —  1)  2  ' 

und  Q  der  Einheit. 

Endlich  für  m  =  1  wird  ^  =  1  und  P  =  0. 

32.  Problem  VI.  Äiis  einer  Urne,  welche  m  weisse  und 
m  schwarte  Kugeln  enthält,  wird  eine  gerade  Anzahl  von  Kugeln 
gezogen;  man  verlangt  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  darunter 
eben  so  viele  weiss  als  schwarz  sind, 

Lösung.  Die  Anzahlen  der  Fälle,  wo  von  der  einen  oder 
der  andern  Farbe  1,  2,  3,  •  •  •  Kugeln  gezogen  werden,  sind 

^y   -TT-'   —3!—'  •  •  • 

Demnach  ergeben  sich  für  die  Anzahlen  der  Fälle,  wo 

1  weisse  und  1  schwarze, 

3  ;;  ;?        3  „ 


Kugeln  gezogen  werden,  die  Ausdrücke: 

woraus  wieder    die    Gesammtzahl    der   Fälle,   wo    gleichviel 
weisse  und  schwarze  Kugeln  zum  Vorschein  kommen, 

{rnf  +  [^-^r-)  +  \-Yr-)  + Mn ^ 

gefunden  wird. 

Nachdem  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurde,  dass  eine 
gerade  Anzahl  von  Kugeln  gezogen  wird,  so  ist  die  Zahl 
aller  möglichen  Fälle  2*"*""^  —  1,  mithin 


p=_      ^^ 


—  1 


22m-l_i 


Für  einen  hohen  Werth  von  m  kann  die  Einheit  im 
Zähler  und  Nenner  fortgelassen  werden,  und  man  gelangt 
so  zu  dem  Näherungswerthe 

p ^     m\  2 


22«-- 1  Y^„ 


L 
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Denn  es  ist 

(2m)"' '"^  2m(2m  —  1)  -  -  -  (w  +  1)  -  m(m~l) « » -  2  •  1 

ml  1  •  2  •  •  •  (m — l)w-l'2-«'(m  —  l)m 

Nun  gilt  für  ein  hinreicliend  grosses  m  die  Näherungs- 
formel*) 

1  .  2  •  •  •  w  =  w"*  6~"*  y^wnr , 

woraus  sich  ergibt: 

(1  •  2  •  •  •  my  =  w^»»e-*"*  2niXf 


1  •  2  . .  •  2m  =  (2w)«~  6-^^"*  V^tWÄ, 

(2 »»r  •  - ^  (2 mf""  e- *"*  }/47« tt'  2^"* 


Demnach  ist  schliesslich 

■^  2^*"  2 


33.  Problem  VII.  Eine  Lotterie  besteht  aus  n  Nummern; 
in  jeder  Ziehung  werden  r  davon  gebogen;  die  Wdhrseheinlichr 
keit  n  zu  finden,  dass  nach  i  Ziehungen  alle  n  Nummern  ge- 
zogen sein  werden, 

Lösnng.    Wir  bezeichnen  mit 

Zn,q  die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  nach  i  Ziehungen 
die  Nummern  1,  2,  •  •  •  g  unter  n  Nummern  gezogen  sind; 

Zn,q—x  die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  nach  i  Ziehungen 
die  Nummern  1,  2,  •  •  •  q — 1  unter  n  Nummern  gezogen  sind; 

Zn— 1,3—1  die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  nach  i  Ziehungen 
die  Nummern  1, 2,  •  •  •  q — 1  unter  n — 1  Nummern  gezogen  sind.  . 

Zn,q—x  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen,  und  zwar: 

1)  Aus  den  Combinationen,  in  welchen  neben  den  Num- 
mern 1,  2,  •  •  •  g —  1  auch  noch  q  vorkommt;  die  Zahl  dieser 
Combinationen  ist  Zn^q» 

2)  Aus  den  Combinationen,  in  welchen  q  nicht  vor- 
kommt. 

Zu  letzteren  gelangt  man,  wenn  man  nach  Ausscheidung 
von  q  aus  den  übrigbleibenden  n  —  1  Nummern  Combinationen 


*)  Vergl.  Note  I.  am  Ende  des  Bnches. 
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bildet,  in  welche  die  Nummern  1,  2,  •  •  •  g — 1  eintreten; 
die  Zahl  dieser  Combinationen  ist  Z„— i,  g_i. 

Demnach  ist 
.oder 

Zn^q  =  Zn,q—l  —  ^„_-i,g— i (1) 

Die  Zahl  der  Combinationen,  welche  in  einer  Ziehung 
erscheinen  können,  ist  ausgedrückt  durch 

w(n — l)---(w — r+l)  n*"'""^ 

1 .  2  • . .  r  r~\      ^ 

und  da  jede  Gombination  der  einen  Ziehung  sich  mit  jeder 
der  andern  Ziehung  verbinden  kann,  so  ist  die  Zahl  der 
möglichen  Verbindungen  oder  Fälle  nach  i  Ziehungen 

/n(n-l)(n-2)«..(n-r+l)y     ^      .^  ^  .^. 

Wird  demnach  mit  P  die  Wahrscheinlichkeit  bezeichnet, 
dass  in  i  Ziehungen  die  Nummern  1,  2,  •  -  •  5^  unter  den 
n  Nummern  der  Lotterie  gezogen  sein  werden,  so  ist 

Aus  der  Reihe 

^1,5-1,    Z^^q-i,    Zs^q—i,    •    •    •    Zn.q^X 

folgen  die  ersten  Differenzen: 

Z2,  3—1  Z\^q^x  =  ^  Zi^  g— 1; 

^3,  q  —  1  Z^^q—x  =  ^^2,3—1, 

-24,2  —  1  Zz^q-~l  =  Z/^3,  g— 1, 


Zn,q^l Z„— i,j— 1  =  z/Z«— i,g— 1 (4) 

In  dieser  Formel  (4)  setzen  wir: 
1)         q — 1  =  1,2,  3,- ••    und    n  =  n, 
und  erhalten  im  Hinblick  auf  die  Gleichung  (1): 
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^n,i 

=  ^^«- 

-1,1 

^n,3 

=  ^-^«- 

-1,2 

Zn,, 

=  ^^,. 

-1,8 

•       • 

•             •             • 

•      • 

(5) 


2)     2—  1  =  1,2,  3,...    und    n 

=  W  - 

-1;     . 

dadurch  wird: 

-^n— 1,2  ^^»—2,1 

^n— 1,3  =  ^  Zn  —  i,2 

1  ■ 

Zn—X,X          ^Zn—2,Z 

?     •    • 

(6) 


durch    Subtraction    der    Gleichungen    (5)    und    (6)    ergibt 
sich: 


Z/Zn-1,2=^*^»-2,1 
^Zn—1^3  =  ^  ^n  — 2,2 
^  Zn  —  l^l  =  ^  Zn—2,3 


(6') 


3)      g— 1  =  1,2,  3,  •  ••    und    w  =  w  — 2; 
dadurch  wird: 

Ai  — 2,2  =  -^A»  — 8,1 
^n— 2,3  =  ^  Zn—3,2 


(7) 


durch  Zusammenhaltung  dieser   Gleichungen   mit  jenen  (6) 
folgt  zunächst 

jdZn  — 2,2  =  ^    Zn—3,1 
^  Zn  —  2,i  =  ^    ^n— 8,2 


und  durch  Subtraction  von  (6')  weiter 

^'^„-2,2  =  ^*^n-3,ll 
Z/    Zn~2,3  =  ^   Zn—3,2 


(70 


4)     q  —  1  =  1,  2,  3,  •  •  •    und    n  =  n  —  3; 
dadurch  wird: 

-Zn— 3,2  =  ^  Zn—4,1 


(8) 


i 

I 

! 
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woraus  sich  nach  einem  ähnlichen  Vorgänge  wie  oben  weiter 
ergibt: 

^3Z„_3,2  =  ^'^n-4,l (8') 

In  Folge  der  Relationen  (6'),  (7'),  (8')  übergehen  die 
Gleichungen  (5)  in  die  folgenden: 

Zn,2  =  '^  Zn  —  l^  1 

Zfi^Ti  =^  ^ Zn—1,2  =  ^   Zn  — 2,1 

Zn,A  =  ^  Zn~l,3  =  ^^  Zn— 2,2  =  ^   ^n— 3,1 

Zn,h  =  ^  Zn—1,A  =  ^  Zn—2,Z  =  ^   Zn—Z,2  =  ^    ^n— 4,  1 

woraus  die  allgemeine  Gleichung  fliesst: 

Z,,,  =  ^^-iZn_,+i,i (9) 

Blickt  man  auf  Gleichung  (3),  so  erkennt  man,  dass  die 
Zahl  aller  möglichen  Fälle,  wo  in  i  Ziehungen  die  Nummern 
1,  2,  3,  •  •  -  €[  unter  den  n  gezogen  sind,  oder  die  Zahl  aller  in 
i  Ziehungen  möglichen  Fälle  überhaupt,  ausgedrückt  wird  durch 

(=^)' « 

Dagegen  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Fälle,  wo  in  % 
Ziehungen  Nummer  1  nicht  erscheint,  gleich  der  Zahl  aller 
Fälle,  wo  die  Nummern  1,  2,  •  -  •  g  unter  n  —  1  Nummern 
gezogen  werden,  also 

(^==r-J •■•■0-) 

Demnach  ist  die  Zahl  Zr^^  i  der  Fälle,  wo  in  i  Ziehungen 
die  Nummer  1  zum  Vorschein  kommt,  gleich  der  Zahl  («) 
aller  auf  1,  2,  •  •  •  g^  und  n  Nummern  bezüglichen  weniger 
der  Zahl  (/3)  jener  Fälle,  wo  1  nicht  gezogen  wird;  daher 

Vertauschen  wir  hierin  n  mit  n  —  2  +  1»  so  wird  weiter 

und  im  Hinblick  auf  Formel  (9) 

z„,^  ^  ^.-x  ^  [(n  -  .r '  -ji  ^  ^![(!L-_grl;ii:.  (11) 

(l-2...r)*  (1.2...r)*  ^     ^ 

Meyer,  Wahrscheiulichkeitsreclmung.  4 
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[turch  Einföhriing  dieses  Reeultata  in  Gleichm^  (3)  er- 
Luan 

■^--Ki-.]^-  -TFT=iF ^''' 

«  —  g  *=  s  gesetzt  wird. 
Wir  betrachten  jetzt  die  Reihe 

Vi-'J-Kt-iY'-'i-» 

[(«+i)'|-*)'-[(»-s+i)'i-'r  -«, 

[(«  +  2)'l-']'-[(«-S  +  2)-l-'r-», 

:(»+s-i)'i-i— K»-!)"-']'     -«,- 

LS  Änfangsglied  ihrer  q*'"  Differenzenreihe  gilt  der  Ausdruck 

^1  ti  =  Ug  —  3M,_i  +  ^21—  "»-» +  SWi  +  «) 

ist 

l-.]<_[.'l-.]._,[(„-l)'l-.].  +  Si^[(„_2)'!-.].- 

—  ■+3[(«-?+l)'l-']'  +  [(»-9)"-'J'- 
äubstituirt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  (a),  so  er- 
sicli 

a.i-ir(„-r)»i-ni 

si    L    „>l->    J  + 
schliesshch,  wenn  mau  q  =  n  setzt: 

Beispielsweise  für  «  =  90,  r^5,  i^lOO  erhält  man 
0-7410>-^und  um -^  grösser  als  -ä- 

34.  Problem  VHI.  Eine  Loüerie  besteht  mis  «  Nummern, 
ier  ZidtuYig  wird  eine  davon  gezogen.  Es  soll  die  Wahr- 
ilichkeit  II  gefunden  werden,  dass  in  i  Ziehungen  alle 
mem  erschienen  sind. 
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Lösung.  Die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  die  Nummern 
1;  2,  •  •  •  g  unter  n  Nummern  in  i  Ziehungen  gezogen  werden, 
wenn  jede  Ziehung  aus  r  Nummern  besteht,  hat  zum  Aus- 
druck (Gleichung  (a),  Nr.  33) 

j9  [(n—q){n-q-  1)  .  •  •  (n  —  q-^r  +  1)]* 
\n{n — l)---(w — r+l)l* 

Für  r=l  wird  n  —  q^r-^l=n  —  q  und  n  —  r-f-1 
=  w,  also 

p_^9[n—q]i 
-'•  *~~"  • 

Durch  Betrachtung  der  Reihe 

(n  —  qy==»u 
(n  —  q+\y  =  Ui 
(n-q  +  2y  =  ti, 

(n—iy  =  Ug-i 
ergibt  sich 

q2\  —  l  

also 

^,(n-qy=n<-q[n-iy+^^(n-2y-^in-Sy  +  •  • ., 

SO  dass 

Nimmt  man  schliesslich  q  =  n,  so  wird  das  gesuchte 
Anmerkung.     Wir  betrachten  die  Identität: 

[i_(=^y]-_i-„(i=i)'+^(t^)"_...(2) 

Auf  der  rechten  Seite  von  (1)  ist  das  ( m  + 1)*®  Glied 

mit  (— — ) ,  in  der  Formel  (2)  ist  dasselbe  Glied  mit  y-—-)  * 

behaftet;  die  Coefficienten  beider  Glieder  sind  gleich.    Durch 
Uebergang  zu  den  Logarithmen  wird 


4 


♦ 
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!.(_-_)   _„,;.(!__)_____-_ ; 

immt  man  sich  also  vor,  Glieder  von  der  Ordnung  -j    zu   ver- 

icblässigen ,    so   kann  mau  sich    der   Näherungsformel   be- 
ienen 

"=('-r-^)T « 

35.  Problem  IX.  Unter  der  Vorausseteung,  dass  n  sehr 
'oss  isij  die  Zahl  i  der  Ziehungen  su  bestimmen,  nadi  welchen 
'■£  Wahrscheinlichkeil,  dass  alle  n  Nummern  ersckimen  sind, 
eich  kommt  ^. 

Lfisung.  Es  soll  der  Formel  (a)  zufolge  die  Gleichung 
»stehen : 

13  derselben  folgt  nach  einfacher  Rechnung 


'hVi] 


.  (b) 


'  — I.(n-1)-J.n 

um  die  Rechnung  nach  Formel   (b1  bequem- ausfahren 
1  können,  setzen  wir 

Vt-^-''       i--(i-')"'      V^-T^i 

HS  letztgeschriebener  Gleichung  folgt 

ii.i_(.ji-__(.(l-a)  _,  +  !«•+... 
Wir  bedienen  uns  weiter  der  Substitution 
y  — ■  -  /■  Ä, 

lit  welcher 

ilgt,  und  entwickeln  e  nach  Potenzen  von  y;  zunächst  wird 
llgemein 

j!  =  Ay-\-Bf  +  --- 
ad   zur  Bestimmung  der  Coefficienten  führt  die   identische 
leichung 
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y  =  (Äy  +  Hy^  H )  +  -2  (-^2/  +  -Bj/^  H f  H 

oder 

y^Äy  +  (B  +  ^Ä')f±  ..., 

aus  welcher  unmittelbar  folgt: 

B  +  ^A'  =  0,        5  =  -|; 

demnach  ist 

^        2^      '  n  2     ^2      J  n    \  2n/ 

Wir  haben  also 

•-H-^(i-y). 

'•(i-Vi)-'-'-*-'-"+'-(i-?l) 


2n  4n2 

2n 


==Z'i»Ä  —  l^  n  —  -^ («) 

2n  ^  ^ 

Weiter  ist  bekanntlich 

h(n^\)  —  l^n=l.'^^^=^l'(l--^  =  —  -  —  ~ (ß) 

\  y  n  \  nJ  n         2w*  ^^^ 

Durch  Einführung  der  Werthe  («)  und  (^)  übergeht  die 

Formel  (b)  in  die  folgende: 

l-n — l'l*k  +  zr-l'h       n[Z«w  —  ?•  Z-Ä;l +  — Z'Ä; 

'  -2n  ^  -'2 

*  =       1     j_  ^"7  r 

1-    ^ 


4w* 

36.  Problem  X.  Eine  Lotterie  besteht  aus  einer  sehr 
grossen  Anzahl  n  von  Nummern;  in  jeder  Ziehung  werden  fünf 
davon  gezogen.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach 
i  Ziehungen  alle  gezogen  sein  werden? 
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liÖBODg.     In  der  Formel 

"  - 1  -  T  (^7 + -i?-  M^~)'  -■■■■ 

eiche  für  den  Fall  giltig  ist,  wo  in  jeder  Ziehung  r 
ummern  gezogen  werden,  hat  man  jetzt  r  =  d  zu  setzen;  die 
^gliche  Wahrscheinlichkeit  ist  sonach 

"=>-T(~-7  +  =^rr(^4^r')'-- 

Zu  einer  Näherungsformel   gelangt  man  durch  Vei^lei- 
lung  dieses  Ausdruckes  mit  der  Entwickelung 

[i-(-i-7T=i-T("-;")'+='4F^(vr-- 

Wegen  der  hei  einem  hohen»  nur  geringen  Abweichung 
tr  correspondir enden  Glieder  kann 

"■=['-(^;-rT" 

jsetzt  werden.  Soll  !!•=--  werden,  so  muss  i  den  Betrag 
reichen : 

%  r;i: 

y-2-i 


r  »  =90  ist  i  =  85-204. 

37.  Problem  XI,    Ein  sehr  dünnes  Stäbchen  von  der  Länge 
wird  in  drei  SUtcke  a,  b,  c  zerbrochen,  so  dass  a-\-b-\'  c  =  l. 


*)  Die  Formel  bitte  strenge  Giltigieit,  wenn  die  Wahrschein- 
ihkeit  für  das  Ziehen  einer  Nummer  während  einer  Ziehung  constant 
eich  —  bliebe.  Denn  dann  wäre  die  Wahrscheinlichkeit,  dasa  diese 
Dmmer  in  i  Ziehungen  mindestenB  einmal  erscheint,  gleich  1  ^ 
y  -»  I  —  (—-•)')  uod  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dies  mit 

it  allen  n  Nummern  geschieht,  gleich     1  —  ('  ~— ) 

In  der  That  aber  wechselt  die  Wahre  cheinlichkeit  für  das  Ziehen 
ner  bestimmten  Nummer  während  einer  Ziehung  zwischen  —  und  -_£— ■ 
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Man  verlangt  die  Wahrsclieinlichkeitf  dass  sich  am  diesen  drei 
Stücken  ein  Dreieck  bilden  lässt 

Lösung.  Wir  denken  uns  das  Stäbchen  in  2n  gleiche 
Theile  getheilt  und  nehmen  vorderhand  an,  dass  nur  in  den 
Theilungspunkten,  und  zwar  in  jedem  mit  derselben  Leichtig- 
keit, der  Bruch  eintreten  könne.  Bezeichnen  wir  mit  Xy  y,  z 
die  Anzahlen  der  Theilchen,  welche  auf  die  drei  Stücke  ent- 
fallen^ so  wird  sich  aus  letzteren  ein  Dreieck  bilden  lassen, 
wenn 

eine  der. drei  Zahlen  Xj  y,  z  kann  mit  Hilfe  der  Gleichung 

ä;  +  3/  +  ^  =  2n 

eliminirt  werden;  führen  wir  dies  mit  der  Grosse  z  aus,   so 
lauten  die  obigen  Beziehungen: 

x<n,  y<n,  x  +  y>n. 

Denselben  wird  oflFenbar  durch  folgende  Werthsysteme 
von  X  und  y  Genüge  geleistet: 

ä;  =  2,  y  ==n  —  1; 

ic  =  3^  y  =  n — 1,     w  —  2; 

ÄJ  =  4,  y  =  w—  1,     n  —  2,     w  —  3; 

•    ••  •••  ••  •• 

a;  =  n  —  1,    y  =  n  —  1,    w  —  2,    n  —  3,  •  •  •  2. 
Die  Anzahl  dieser  günstigen  Combinationen  ist  daher 

Dagegen  sind  folgende  Combinationen  möglich: 
x=\,  y  =  l,2,3,---  2«  — 2 

a;  =  2,  y=  1,2,  3,    ••  2m  — 3 

a;  =  3,  y=l,2,3,---  2»  — 4 


a;  ==  2n  —  2,    y  =  1. 

Die  Zahl  dieser  Combinationen  ist 

JV=l  +  2  +  3  +  .--  +  2^^=2  =  ^^''-y"-il 

Lässt  man  in  dem  Bruche 
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N 


(«-2)(n~l) 


(2n  — 2)(2n— 1) 

die  Zahl  n  unendlich  wachsen,  um  der  Bedingung  Rechnung 
zu  tragen,  dass  das  Stäbchen  in  jedem  Punkte  seiner  Länge 
mit  derselben  Leichtigkeit  brechen  könne,  so  ist  der  Grenz- 
werth  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  also 

1 


P  = 


4* 


38.  Problem  XIL  Eine  Ebene  ist  durch  parallele  Linien 
3I3f,  NN\  . . .  von  constantem  Abstände  a  in  gleiche  Theile 
getheilt  Man  wirft  auf  dieselbe  einen  sehr  dünnen  Cylinder 
von  der  Länge  2r  mindestens  gleich  a.  Es  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit P  zu  suchen,  dass  der  Cylinder  irgend  eine  der , Paralle- 
len schneiden  werde. 


JOJZ' 


Lösung.    Es  sei 

AB  =  a,    BG=y,    AC  =  a  —  y, 
CD  =  CD'  =  r, 
CE=CE'  =  r, 
BO==r, 
^  DCB  =  ^  BCE=  fp,^DCE=2q,. 


Gesetzt,  der  Mittelpunkt  des  Cylinders  falle  nach  (7; 
dreht  man  ihn  um  diesen  Punkt,  so  wird  MM'  von  der 
Hälfte  CD  innerhalb  des  Winkels  CDE  geschnitten,  des- 
gleichen von  der  Hälfte  CD\  Demnach  ist  4qp  ein  Mass 
für  die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  der  Cylinder,  während 
sein  Mittelpunkt  in  C  liegt,  die  Linie  MM  triflFi  Lässt 
man  ferner  C  um  dy  gegen  0  gleiten,  so  ist  dy  ein  Mass 
für  die  Zahl  der  Punktlagen  und  mithin  ^q)  *  dy  ein  Mass 
für  die  Zahl  der  Fälle,  wo  MM'  während  dieser  Bewegung 
von    dem   Cylinder    geschnitten    wird.      Daraus    ergibt   sich 

r 

fAg)dy   als  Zahl   der  Fälle,   wo   der  Cylinder  während   der 

0 

Bewegung  seines  Mittelpunktes  über  AB,  und  zwar  von  B 
bis  0,  die  Gerade  MM'  trifft.  Nun  ist  y  =  r  cos  qp,  und 
wenn  man  auf  das  Integral  den  Vorgang  der  partiellen  In- 
tegration anwendet,  so  wird: 
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f4:q)dy  =  Aqyy  —  ifydq)  =  Aq)y  —  4fr  cos  g)d(p 
=  4:q)y  —  4r  sin  qp  +  const., 

f4(pdy  =  [4qpy  —  4r  sin  g?]^  —  [4^^  —  4  sin  g?]^. 

Den  Grenzen  von  y  (r^O)  entsprechen  die  Grenzen  (O,  — ) 

von  qp;  wie  man  sich  entweder  durch  Betrachtung  der  Glei- 
chung y  =  r  cos  (p  oder  der  Figur  selbst  leicht  überzeugt; 
daher  ist  weiter 

/4g?dj/  =  [4-0-r  —  4r  sinO]  —    4|^-0—  4rsin|-    =4r. 

Wird  ferner 

^  —  y  =  y 

gesetzt,  so  ist  die  Zahl  der  Fälle,  wo  der  Cylinder  NN' 
trifft,  gleich 

^/Atpdy  =  4r^ 

somit  die  Zahl  der  Fälle,  wo  er  MM'  oder  NN'  schneidet^ 

4r  +  4r  =  8r. 

Die  Zähl  aller  von  dem  Cylinder  eingenommenen  Lagen, 
wenn  sein  Mittelpunkt  AB  =  a  durchläuft  und  in  jeder 
Lage  desselben  eine  volle  Umdrehung  beschrieben  wird,  hat 
2^a  zum  Masse;  folglich  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

p 8r    4r 

2na       Tta' 

Anmerkung,  Es  sei  QK  =  HL  =  ä;  nimmt  der  Mittel- 
punkt des  Cylinders  alle  Lagen  innerhalb  des  Rechteckes 
GKLH  ein,  so  ist  die  Zahl  der  Fälle,  wo  der  Cylinder  MM 
oder  NN'  trifft,  dargestellt  durch 

Ä  .  8r ., (a) 

39.  Problem  XIIL  Eine  Ebene  ist  durch  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinkelige  Systeme  paralleler  Geraden  in  gleiche 
Theile  getheilt.  Das  erste  System  MM' ,  NN',  -  -  -  hat  den 
Constanten  Abstand  a,  das  zweite,  FP,  QQ",-  -  -  den  constan- 
ten  Abstand  b.  Ein  Cylinder,  dessen  Länge  2r  höchstens  gleich 
ist  b  oder  a,  wird  auf  diese  Ebene  geworfen.  Es  soll  die 
Wahrscheinlichkeit  F  gefunden  werden,  dass  er  dabei  den  Um- 
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fang  irgend  eines  der  Bedttecke  AEÜF  trifft,  in  tcelche  die 
Ebene  durch  die  beidett  Systeme  von  Paralleten  geiheilt  wird. 
Lösung.    Es  aei 
JF-=a>oder  =  27-, 
AE  =b>  oder  =  2r, 
AB  =  ÄD  =  r, 
EG^EK=r, 
FL  =  FO  =  r, 
ÜB=ÜS  =  r, 
BG~OR=h-  2r, 
^^'  DL  =  KS  =a-2r. 

Fällt  der  Mittelpunkt  in  das  Rechteck  AEUF,  so  wird 
er  sich  in  einem  der  Rechtecke  I,  II,  II',  10,  III'  oder  in 
einem  der  Quadrate  1,  2,  3,  4  befinden. 

1)  Fällt  er  nach  I,  so  trifft  er  keine  der  Geraden, 
weder  aus  dem  System  MM',  noch  aus  dem  System  PP", 

2)  Fällt  er  nach  IT  oder  11',  dann  ist  die  Zahl  der 
Fälle,  wo  er  MM'  oder  NN'  trifft,  nach  der  Formel  (a), 
Nr.  37: 

^r(b~2r) (1). 

3)  Fällt  er  nach  III  oder  111',  so  ist  die  Zahl  der 
Fälle,  wo  er  PP'  oder  QQ'  schneidet,  nach  der  nämlichen 
Formel 

Sr(a~~2r) (2). 

4)  Es  bleibt  noch  das  Verhalten  des  Cylinders  zu  unter- 
suchen, wenn  sein  Mittelpunkt  in  eines  der  vier  Quadrate 
1,  2,  3,  4  fällt. 

Zu  diesem  Ende  besehrei- 
ben wir  aus  dem  Punkte  A 
mit  dem  Halbmesser  r  einen 
Viertelkreis.  Befindet  sich  der 
Mittelpunkt  des  Cylinders 
innerhalb  dieses  Quadranten, 
so  trifft  der  Cylinder  während 
der  Drehung  in  allen  Lagen 
_^  des  Umfang  des  grossen  Rechte 
eckes.  Die  Zahl  der  Fälle,  in 
welchen  dies  stattfindet,  ist 


/r]\ 


-     59    — 


2  2    2 

c»        Ä  r  n  r 


4  2 

Kommt  der  Mittelpunkt  des  Cylinders  nach  V(Xy  y) 
ausserhalb  des  Quadranten  zu  liegen,  dann  kann  der  Cylin- 
der  während  der  Drehung  immer  nur  eine  der  Geraden  MM\ 
FF  treflfen.  Zur  Aufsuchung  der  Zahl  der  Fälle,  wo  dies 
eintrifft,  beschreiben  wir  aus  V  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Halbmesser  r  den  Kreisbogen  YZTX.  Wir  setzen  ^TVX 
=^2q),  YrZ=2q)']  der  Cylinder  trifft  die  Gerade  MM' 
nur,  wenn  er  sich  innerhalb  des  des  Winkels  2g?,  und  die 
Gerade  FP'  nur,  wenn  er  sich  innerhalb  2g?'  befindet. 

Ist  daher  der  Mittelpunkt  'in  F,  so  ist  die  Zahl  der 
Fälle,  wo  eine  der  Cylinderhälften  MM'  oder  FF'  trifft, 
2  (qp  +  9'))  daher  die  Zahl  der  Fälle,  wo  die  eine  und  die 
andere  Hälfte  dies  thut,  4  (g?  +  g?'). 

Bezeichnen  wir  mit  dxdy  das  Element  der  ausserhalb 
des  Quadranten  liegenden  Quadratfiäche,  so  ist  die  auf  alle 
Lagen  von  V  bezügliche  Anzahl  der  Fälle 

4//(g?  +  q)')dxdy (a) 

Mit  Benützung  der  Relationen 
ÄW=  X  =  r  cos  g?',  dx  =  —  r  sin  q>'  dfp 

VW^=  y  =  r  cos  g?,  dy  =  —  r  sin  qp  d(p 

übergeht  das  Integral  (a)  in 

^"^ffiSP  +  9)  sin  (p  sin  9'  dq)  dtp' (/3) 

Zur  Bestimmung  der  Integrationsgrenzen  beachten  wir, 
dass  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Quadranten 


X  >  yr^  —  y^. 
Für  B  und  B  ist 


^  ==  0,  x  =  r, 

y^=r,  x  =  0. 

Den  Grenzen  von  y  (0,  r)  entsprechen  jene  von  g?  (^,0]. 
Wegen 


X  >  yr^  —  y 


2 


muss 


r  cos  q>'  ^  yr^  —  r^  cos^  9?  >  r  sin  9  >  r  cos  ( ^  —  9?), 
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also 


n 


Die  Grenzen  von  qp'  sind  also  ^  —  tp  und  0. 
Daher  ist  die  gesuchte  Anzahl  von  Fällen  gleich 


7t 

^  I  sin  9  dq>  f  ( 


ft 


Durch  Integration  in  Bezug  auf  <p'  erhält  man  zunächst: 
f((p  +  g?')  sin  9'  dq>'  =  q)f  sin  g?'  dq)'  +/g>'  sin  q)'  dip' 

=  —  q)  cos  q/  —  q)'  cos  q)'  +/cos  q/  dtp 
=  —  q)  cos  g?'  —  q>'  cos  q)'  +  sing)'  -\-G 
=  —  (9^  +  9)  cos  g)'  +  sin  g)'  +  C, 


woraus 


n 


(g)  +  g)')  sin  g)'  dq)'  =  —  —  sin  g)  +  cos  g?  +  g). 


0 


Folglich  ist  weiter 


7t  1t  7t 

sin  g) dg?  /  iq>  ~\-  q))  sin  g?'  rfg)'  =  —  1^  /  ^" 

0  0  0 


+ 


ft 


/; 


TT 

Y 


cos  q>dq>  +  7  g?  sin  gjrfg?. 


0  '0 

Die  einzelnen  Integrale  ergeben  folgende  Werthe: 


1) 

woraus 


1     .  '1 

S%\v?  q)dq>  =  —  —  sin  g?  cos  q>  -{-  -^q>, 


7t 


7t 


sin^  q>  dq)  =x- 


0 


2) 
woraus 


/cos  g?  sin  g)  dg)  =  -—  sin^  q> , 


/ 
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2 

sin  q)  cos  q)  d<p  = 


2' 

0 

3)  fq)  sin  <pd<p^=:  —  9  cos  g?  +  /cos  ipd(p  =  —  9)  Cö5  g?  +  sin  % 


woraus  #  q)  sin  (pd(p=l. 

0 
Demnach  ist 

TT  7t 


4r« 

0 


2  v«*2 

/\\nq>dq>  I  {q>  +  q>')sinq>'dq>  =4:r^[--'^''^  +  \+^ 


.2 


2   2 


=  V  (12  -  4 

Durch  Hinzufügung  des  früher  berechneten  ^^^  erhalten 

wir  die  volle  für  das  Quadrat  1  geltende  Anzahl  von  Fällen, 
nämlich  6r^;    und   durch  MultipHcation  mit    4  die   auf  die 
Quadrate  1,  2,  3,  4  bezügliche  Anzahl,  nämlich  24r^  •  •  •  (3) 
Die  vollständige  Anzahl  der  Fälle  (1),  (2),  (3) 

8r(6-2r)+8r(a-2r)  +  24r2=8(6+a)r-8r«=8r(a  +  6— r) 

ist  der  Ausdruck  für  alle  Fälle,  wo  der  Cylinder  die  Paralle- 
lensysteme mm:  und  Vr  trifft. 

Die  Zahl  aller  möglichen  Lagen  des  Cy linders  wird  aber 
gemessen  durch  das  Product  aus  ^%  (einer  Umdrehung  ent- 
sprechend) mit  der  Fläche  von  AEUF  (der  Anzahl  der 
Lagen  entsprechend,  welche  der  Cylindermittelpunkt  einneh- 
men kann),  also  durch  2n  ah\  daher  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  er  die  Eintheilungsgeraden  der  Ebene  trifft 

p 8r  (a  -}-  &  —  r)  A^r  {a -\- h  —  r) 

2n  ab  nah 

40.  Problem  XIV.  Von  einem  Haufen  von  x  Mundstücken 
wird  hlindlings  eine  Anzahl  hinweggenommen;  man  bestimme 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  Anzahl  gerad  oder  ungerad  ist*). 


*)  Man  vergleiche  den  Lösungsgang  dieses  Problems  mit  jenem 
des  identischen  Problems  V  (Nr.  31.) 
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Lösung.    Es  sei: 

Cx  die  Summe  der  Fälle,  in  welchen  die  Anzahl  gerad  ist; 

6x'  die  Summe  der  Fälle,  in  welcher  sie  ungerad  ist; 

Px  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl  gerad  ist; 

Fx'  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  ungerad  ist. 

Man  hat  dann 

C  C  ' 

X    *  X  X      *         X 

Bestimmung  von  Cx  und  Cx »  x  ist  die  Anzahl  der 
Münzstücke;  nimmt  man  noch  eines  hinzu,  so  ist  Cx^^x  die 
Summe  der  Fälle,  wo  die  Anzahl  der  hinweggenommenen 
Münzen  gerad,  C'ar^-i  die  Summe  der  Fälle,  wo  sie  un- 
gerad ist. 

Im  ersten  Falle  setzt  sich  Gx-\-\  zusammen: 

1)  Aus  der  vorhergehenden  Anzahl  der  geraden  Fälle; 

2)  aus  der  vorhergehenden  Anzahl  der  ungeraden 
Fälle,  denn  jeder  dieser  Fälle  gibt  in  Verbindung 
mit  dem  neuen  Münzstück  eine  gerade  Combina- 
tion. 

Daher  ist 
a  +  i^a  +  a',  woraus  JCx  =  CJ  \mfi/fiCx=^  ^CJ  .  (2) 

Im  zweiten  Falle  besteht  C'x-\-i 

1)  aus  der  vorigen  Anzahl  der  ungeraden  Fälle; 

2)  aus  der  vorigen  Anzahl  der  geraden  Fälle; 

3)  aus  der  Einheit,  weil  das  neue  Münzstück  auch 
allein  genommen  werden  kann. 

Daher  ist 

C  x-\-l  =  Cx    +Ca:-|-   1 

oder 

.  ^C'x=Cx+l (3) 

und  wegen  der  Gleichung  (2) 

^'Cx=Cx+l (3') 

Nun  ist 

folglich    hat   man  im   Hinblick    auf   die    vorangehende  Glei- 
chung 

Cr 4-  2  —  2Cx-\-  1  H"  Ce  ==*  Clr  -f-    1 

Cx-\-2  =  ^Cx-\-l  +   1 
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und  nach  Vertauschnng  von  a;  +  1  mit  x\ 

^4.1  =  2^+1 (4) 

Zum  Zwecke  der   Integration  schreiben   wir  Gleichung 
(4)  in  der  Form 

Cx-{-l—.  Cx  =  Cr  +  1 

oder 

^a  =  a  + 1 (4') 

und  setzen 

a  +  1  =  y, 

woraus 
oder 

Gr+  1   —  Cr  =  ^Gx  =  ^2/ 

folgt;  mithin  ist  im  Hinblicke  auf  (4') 

^y  =  y'     (4") 

Dieses  Verhalten  von  y  veranlasst  zu  der  Annahme 

aus  welcher  sich  ergibt: 

^y  =  a^+ 1  —  a*  =  a^(a  — 1). 

Substituirt  man  dies  in    die  Gleichung  (4"),  so   erhält 

man 

a^  (a  —  1)  =  a* 
oder 

a^  (a  —  2)  =  0, 
woraus 

a  =  2 
und  somit 

y  =  Ä2^ 

gefunden  wird;  A  ist  eine  noch  zu  bestimmende  Constante. 

Wir  haben  nun 

a  =  ^2--  1;     (5) 

da  für  a:  =  1  Cx  =  0  wird,  also 

0  =  2Ä'-  1, 

sein  mussy  so  folgt  für  Ä  der  Werth 

A  =  ^ 
womit  endlich 

a  =  2--i~  1 (6) 

Weiter  wurde  gefunden 
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c:  =  ^a,  also  c:  =[2^^+»  _  1]  _  [2»-i  - 1] 

=  2'  —  2*—^ 

=  2'-n2-  1) 
=  2^-  \ 

Die  Anzahl  aller  Fälle  wird 

a  +  Gr' =2^-1- 1  +  2^-1  =  2*-  1. 

Daher  ist  endlich 

2*-^  —1  -r^/        2^-^ 


Pa:  =  —-Z — ,  FJ  — 


2^-1    '  *  2*.-.l     ' 

woraus  sofort  zu  entnehmen  ist,  dass 

41.  Problem  XV.  Vier  Spieler  Ä^y  A^y  A^,  A^  seiden 
in  folgender  Weise: 

1)  ^1  spielt  mit  A^:  gewinnt  er,  so  gehört  ihm  der  Ein- 
satz, Wenn  er  weder  gewinnt  noch  verliert,  so  fährt  er  fort 
mit  A2  zu  spielen^  bis  einer  von  den  beiden  gewinnt. 

Verliert  er,  dann 

2)  spielt  A2  mit  A^  und  wenn  A^  gewinnt,  so  gehört  ihm 
der  Einsatz,  Wenn  er  weder  gewinnt  noch  verliert,  so  fährt 
er  fort,  mit  A^  zu  spielen,  bis  einer  von  beiden  gewinnt. 

Verliert  er,  dann 

3)  spielt  Aq  mit  A^  und  so  fort,  bis  einer  den  ihm  fol- 
genden besiegt 

Die    Wahrscheinliehkeit  für  einen  der  Spieler,  gegen  den 

anderen  zu  gewinnen,  ist  --;  jene  weder  zu  gewinnen  noch  zu 

verlieren  ist  gleichfalls  —;   man   bestimme  die  Wahrscheinlich- 

Jceit,  dass  einer  der  Spieler  in  der  xten  Partie  das  Spiel  ge- 

tvinnt. 

4 
Lösung.     Es  sei:    P^    die  Wahrscheinlichkeit,   dass   A^^ 

das  Spiel  nach  x  Partien  gewinnt; 
3 
Px  die  Wahrscheinlichkeit,  das    A^  dass  Spiel  nach  x 

Partien  gewinnt,  u.  s.  w. 


\ 
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^''''      k  =  ik-.  +  lk-^    (1) 

4 

Denn  das  Ereigniss,  von  welchem  Px  die  Wahrschein- 
lichkeit ist,  kann  auf  zwei  Arten  stattfinden: 

1)  Wenn   A^^  das    Spiel   nach  x  —  1    Partien   gewinnt, 

und  wenn  er  auch  noch  in  der  a;ten  Partie  gewinnt;  dieses 

1  ^ 
zusammengesetzte  Ereigniss  hat  die  Wahrscheinlichkeit     P^  _  i. 

2)  Wenn  Ä^  das  Spiel  nach  x  —  1  Partien  gewoÄen  hat 
und  wenn  A^  die  x^^  Partie  gewinnt;  dies  zusammengesetzte 

1   ^ 
Ereigniss  hat  die  Wahrscheinlichkeit  —Px—i. 

Die  Gleichung  (1)  kann  der  Reihe  nach  auf  alle  vier 
Spieler  angewendet  werden,  und  man  erhält  so  das  folgende 
Gleichungssystem : 

^  1    *  1    ^ 

•^x  "^  -t^x  —  1  *=  "T"  -t^x  —  1         \^  ) 


3.     -^-^  3 

3  -      3  ^2 


Px —  Px— l=-ö^Px—l         (2  ) 

Px  —  Px—1  =  -^  Px—1        (3 ) 

k-~k-i  =  -^k-^ (4') 


4 

Wir  wollen  P«  bestimmen;  zunächst  ist 

4  .4  .3 

p ^_  p Lp 

-*-  X  o    ■*•  X  —  1  """•     q    ■*•  X  —  17 

durch  Vertauschung  von  x  mit  x  —  1  und  Multiplication  mit 
ergibt  sich: 


3 


1   4  ^     4  j     3 

3-Pr  —i  -}-  -^  Px  —  2  =  -2   -P«  -  2; 


3*  3 

addirt  man  diese  Gleichung  zu  der  vorigen  und  beachtet  da- 
bei die  Gleichung  (2'),  so  folgt: 

4  ^4  ^4  jr3  1^1  1^ 

Px  ^  Px  —  1  H"  ~2~  Px  — 2    =    "J-tar— 1  ^-«jr— 2       =~2  P-i  —  2» 

Verfahrt  man  mit  dieser  Gleichung  in  derselben  Weise, 
so  erhält  man  mit  Beachtung  von  (3'): 
*  3*  3*  1^  if^  l^"|l^ 

Px  ^  Px—1  -J-     2  Px~2        -jPx—Z  ==  ~7     Px—2  „  -Par— 3     ==    s  Px—3' 

^  3  3  3L  ^J3 

Meyer,  Wahrsoheinlichkeitsrechnung.  5 
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Enälich  ergibt  sich  durch  nochmalige  Wiederholung  der- 
selben Transformation  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 

(4-): 

*  4*  6*  4*  1* 

^  3  3  3 

=  ^[P,_3  — yPr-iJ   —  -^T-Px-4. 

Nachdem  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf  die  P  linear 

0  4 

ist,  so  können  wir  P,  =  a*    setzen,   woraus    durch   Vertau- 
schung von  X  mit  x  —  1,  x  —  2  •  •  •  folgt: 

4  4 

X 


4  x>         4  x> 


P^_i  =  o*-»  =  ^;  P,_j  =  a'-*  = 


a 


a 


S) 


durch  Einführung  dieser  Werthe  in  obige  Gleichung  gelangt 
man  zu  der  Beziehung: 

fi  4,6  4        ,        1     ^  /    1 

a^    1  —i^  +  ^^r-ü  —  Ti-T  +  Ti-T    =«*rrnr; 

l  ^»        3a  3a  3aJ  3a 

Welche  nach  Unterdrückung  des  Factors  o*  in  jene 

\    """  ia)   "^  \3äj 
übergeht,  aus  welcher  man  wieder  schliesst: 

(3a  —  1)*  -  1  =  0. 

Nun  sei 

3a  —  1  =  a, 

so  bedeutet  a  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  a*  =  1 ;  wei- 
ter ergibt  sich 

«=1(1  +  «). 

Nachdem  a*  =  1  bei  der  Auflösung  vier  Werthe: 

«1  =  1,    «2  =  —  1,    «3  =  y^^i ,    «4  =  —  V—^^ 

gibt,  so  wird  auch  a  vier  entsprechende  Werthe:  (ixy(i<iy(iz^O'^ 
annehmen;  folglich  ist 

Px  =  C^a-  +  (7,a/  +  G^a^-  +  C,a/ (2) 

Die  imaginären  Werthe  von  a  können  ersetzt  werden  durch 

«3=  COS  I  +  )/—  1  .  sin  y, 
«4  =  cos  Y  —  y —  1  •  sm  Y . 
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3         2         1 

Zu  ganz  conformen  Gleichungen  würde  man  für  Px,  Pxj  Px 
gelangen. 

Noch  handelt  es  sich  um  Ermittelung  der  Constanten 
in  der  Gleichung  (2). 

Zu  diesem  Zwecke  bemerken  wir*): 

Nach  a?  =  1,  2,  3,  4  Partien  zu  gewinnen  hat  A^  die 
Wahrscheinlichkeiten 

^_         J_         _L         i 

3''         3^'  3'^'  3*' 

nach  X  =  i,  3,  4,  5  Partien  zu  gewinnen  hat  A^  die  Wahr- 
scheinlichkeiten 

7'  3"  3*'  3^' 

nach  rc  =  3,  4,  5,  6  Partien  zu  gewinnen  hat  A^  die  Wahr- 
scheinlichkeiten 

i         A         _1         ^^ 
3^'        3^'        3^'        3^"' 

nach  rc  =  4,  5,  6,  7  Partien  zu  gewinnen  hat  A^  die  Wahr- 
scheinlichkeiten 

JL         A         1?        ^ 
3*'        3^'        3^'        3'* 

Diese  letzten  Werthe  werden  zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten in  der  Gleichung  (2)  dienen;  führt  man  sie  nämlich 
in  letztere  Gleichung  ein,  so  ergeben  sich  die  vier  in  Bezug 
auf  die  Unbekannten  C^,  Cg,  C3,  C^   linearen   Gleichungen: 

^  =  Ci  V  +  C,  a,*  +  (73  <  +  C,a,*, 
A  =  (7^  «1*  +  C,  a,'  +  C3  «3'  +  C,  <, 
3«-  =  C,  a,'  +  C,  a,«  -f  C3  a,'  +  C,a/, 

^  =  C,a,'  +  C,a,'  +  C,a,'  +  C,a,\ 

42.  Problem  XVI.  Zwei  Spieler  A  und  B,  deren  Ge- 
schicMichkeiten  in  dem  Verhältnisse  p.:q  zu  einander  stehen, 


*)  Die  nun  folgenden  Werthe  ergeben   sieh  mit  Hilfe    der  Glei- 
chungen (4'),  (3'),"  (2'),  (1'). 

5* 


^elen  mit  einander;  auf  mte  AmaJd  von  x  Partien  fehlen 
dem  A  noch  y,  dem  B  noch  x  —  y  Partien  svm  Gewinnen. 
Es  sollen  die  Wahrscheinlichkeiten  bestimmt  werden,  ivelche  die 
Spieler  für  das  Gewinnen  des  Spieles  haben. 

LÖBiiiig.  Es  sei  Uy,  ^  die  Wahrscheinlichkeit  für  B,  das 
Spiel  zu  gewinnen  oder  die  x  Partien  zu  machen,  wenn  er 
deren  y  bereits  gewonnen  hat. 

— T—  =  h  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  A, 

— --  ^  ^  a    die    Wahrscheinlichkeit,    welche    B   fUr   daa 

p  +  q 

Gewinnen  einer  Partie  zukommt. 

S  kann  das  Spiel  im  Augenblick  der  gegenwärtigen 
y-iea  Partie  gewinnen, 

1)  indem  er  diese  Partie  gewinnt,  in  welchem  Falle  ihm 
nachher  nur  mehr  x  —  1  Partien  zu  erzielen  bleiben;  die 
Wahrscheinlichkeit  för  das  Gewinnen  der  Partie  ist  a;  jene, 
X  —  1  Partien  zu  machen,  %,  r_i;  die  Wahrscheinlichkeit 
also,  das  Spiel  zu  gewinnen,  indem  er  die  gegenwärtige 
Partie  gewinnt,  au^_  x  —  i- 

Es  kann  aber  B  das  Spiel  im  Augenblicke  der  gegen- 
wärtigen Partie  gewinnen, 

2)  indem  er  diese  Partie  yerliert,  vorausgesetzt,  dass  er 
unabhängig  hievon  das  Spiet  gewinnt;  er  befindet  sich  dann 
auf  derselben  Stufe,  als  ob  er  nur  y  —  1  Partien  gewonnen 
und  X  —  1  Partien  zum  Zwecke  des  Gewinnens  zu  erzielen 
hätte;  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Verlieren  einer  Partie  ist  6; 
jene,  trotz  dieses  Verlustes  das  Spiel  zu  gewinnen,  u^—i^x—i, 
endlich  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen  bei- 
der Ereignisse  &Mj_i,  j,_i. 

Demnach  ist 

«„.  =  6. «,_,.._,,  +  «-«,., _i (1) 

Anmerkung.     1)  Für  ^  —  0  wird  ito,:,  =  0. 
Denn  wenn  B  keine  Partie  gewonnen,  so  ist  seine  Wahr- 
leinlichkeit  für  das  Gewinnen  der  Nulle  gleich. 
Ebenso  ist  tio,x  —  i^  0. 
2)  Ist  ^  ^  1,  80  hat  man  zufolge  (1) 
Ml,  I  =  a  "i ,  j  - 1  +  &  "o.  I  - 1  j 
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also 

Ui,a:  =  aUi,:,-l (2)     .    ' 

3)  Ist  X  =  y,  so  muss  B   nothwendig   gewinnen;    mit- 
hin ist 

%  y  =  !• 

3)  Auch  für  x  =  y  —  1  hat  man 
denn  aus  (1)  folgt 

woraus  man  unter  Beachtung,  dass  a  -\-  h  =  \y  thatsächlich 
erhält 

%,  y—  1  =    l« 

5)  Für  ^  =  y  —  2  folgt  aus  (1) 

Wy,y-1    =  a%y_2  +  6t*y_i,y_2  =  ü  Uy,  y -.  2  +  6=1, 

daher  ist 

Uy^y  —  2=       1  ,        U.       S.       W. 

6)  Für  x'^=  \  wird  Wy,  i  ==  1;  denn  nach  (1)  ist  / 

«*y,  1  =  a  %  0  +  &  «*y  -  1,  0  =  ö^  +  6  =  1 ; 
weil  offenbar  Uy^ o  =  l;%—  i, o  =  0  ist. 

Als  Integral  der  Gleichung  (1)  wurde  gefunden: 


p'J"^  {x—  l)(a;  — 2)--.(,'c--2/4-l)' 
9. 


43.  Problem  XVII.  A  und  B  besitzen  jeder  k  Münzen; 
die    Wahrscheinlichkeit j    dass     Ä  eine    Partie    gewinnt,     ist 

— r^r—i — ,  dass  B  sie  gewinnt,  — r- r- 1 — >  dass  keiner  von  hei- 

den  gewinnt,      .  ,   .     ;  das  Spiel  endet,  sobald  einer  der  beiden 

Spieler  k  Münzen  gewonnen  hat.  WelcJie  Wahrscheinlichkeit 
hat  A  für  das  Gewinne/n  des  Spieles  in  dem  Momente,  wo  er  x 
Münzen  besitzt,  und  welche  vor  dein  Beginne  des  Spieles? 

Erste  Lösung.  Es  sei  y^  die  Wahrscheinlichkeit  für  A, 
das  Spiel  zu  gewinnen,  in  dem  Augenblicke,  wo  er  x  Mün- 
zen besitzt. 

A   kann   die    nächste  Partie  gewinnen,   verlieren,   oder 
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weder    gewinnen    noch   verlieren;    die    Wahrscheinlichkeiten 

hiefür  sind  — ,  ,    ,     ,  — r-r-i">  — i  "i  t — ;  ^^  besitzt  nach  der 
«  +  &  +  C    a  +  h-^-c'  a  +  b  +  c^ 

Partie  beziehungsweise  x  -\-  1,  x  —  1  oder  x  Münzen;  seine 
Wahrscheinlichkeiten,  das  Spiel  zu  gewinnen,  verwandeln 
sich  daher  nach  der  Partie  beziehungsweise  in  ya;^_  i,  y«  —  i,  y^- 

Folglich  hat  man 

Daraus  ergibt  sich  nach  und  nach 

(a  +  6  +  c)  y^  =  ay;,4. 1  +  fti/a; - 1  +  cy^, 

oder,  indem  —  =  y  gesetzt  wird: 

ya.+i  =  (i +  y)yx  — yy*-i (i) 

Die  Gleichung  (1)  ist  nun  zu  integriren.    Dabei  beach- 
ten wir,  dass 

für  X  ==  0  auch  ^q  =  0 ; 

„    x  =  2k  y2ifc=l; 

denn  im  ersten  Falle  kann  Ä  nicht  gewinnen,  weil  bereits 
B  gewonnen  hat;  im  zweiten  Falle  ist  er  noth wendig  der 
Gewinnende,  weil  B  keine  Münzen  mehr  besitzt. 

Setzt  man  nun 

ic=  1,  2,  3  .  .  ., 

so  ergibt  sich  der  Reihe  nach: 

2/2  =  (1  +  y)  Vv 

2/3  =  (1  +  y)  2/2  —  yyi  =  (i  +  ^  +  y^)  Vv 

2/4  =  (1  +  y)  2/3  —  yyi  =  i\  +  y  +  y^  +  y^)  Vv 


2/:r  =  (1  +  y  +  y^  H h  y^""  0  2/i  =  Yz:y  •  J/r 

Zur  Bestimmung  von  y^  setzen  wir  x  =  2k,  wodurch 

-      1  _  y2Är  1  _  y 

!/2*  =  Tiry  2/i  «nd  2/i  =^3^ 
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erhalten  wird.    Damit  ergibt  sich  die  Wahrscheinlichkeit  für 
Ay  das  Spiel  zu  gewinnen,  wenn  er  x  Münzen  besitzt: 

und  die  bezügliche  Wahrscheinlichkeit  vor  dem  Spiele,  wo 

X  =  h  ist: 

1  — y*  1 

y*  —  ~^       äfc  —  -~i    *  • 
1  —  y  1  +  y 

Für  B  ist  diese  Wahrscheinlichkeit 

^ifc  = ;^T^ ,      y*  +  ^*  =  1 . 


+(7) 


Anmerkung.  Die  Rechnung  bleibt  dieselbe,  wenn  die 
Spieler  nicht  die  gleiche  Anzahl  Münzen  besitzen.  Nur  in 
der  Bestimmung  von  y^  tritt  eine  Aenderung  ein;  es  wird 
nämlich,  wenn  A  , .  ,X  und  B  . . .  fi  Münzen  besitzt, 

woraus 

_     l-y 

^i~  !_/  +  /* 

und 

1  —  y*  1  —  y 


il 


y«  =  - — TXT,       j/A  =  r 


gefunden  wird.     Dagegen  ist  für  B  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Gewinnens 

-(7)' 


^ 


^~  .      /i\^+/** 


(tJ 


Zweite  Lösung.    Nachdem  die  Gleichung  (1)  linear  ist, 
so  kann  sie  durch  die  Substitution 

yx  =  a'^ 
integrirt  werden;  man  erhält  auf  diese  Weise 

a*-f  1  =  (1  +  y)  a*  —  ya*-^ 
a*  —  (1  +  y)  a  +  y  =  0, 

^  _  i+y  + 1/  M^TZZ'^  '+iiL=j. 


k_.^ 
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«1  =  1,  «2  =  y, 

Zur  Bestimmung  der  Gonstanten  bedienen  wir  uns  der 
beiden  particulären  Integrale 

2/0  =  0, 
Vik  =  1, 
welche  zu  den  Gleichungen  führen: 

0  =  6\  +  C2, 

1  =  a,  +  C2y2*, 


aus  denen 

C2  =  —  Cij 
gefunden  wird;  daher  ist 


Ct 


1-y 


2k 


y.  =  Ci(l-y-)=- 


2k 


SO  er- 


l-y 

Dritte  Lösung.    Mit  Hilfe  der  generirenden  Functionen. 
Wir  haben  die  Beziehung  gefunden: 

yx-\-i  =  (1  +  y)  j/x  —  yyx-i] 

durch    beiderseitige    Multiplication    mit    t^   ergiebt    sich    zu- 
nächst 

r+'  ^*  =  (1  +  y)  2/x  ^  —  yyx-i  t'y 

welche  Gleichung  wir  in  der  Form 

schreiben   wollen.     Setzen  wir  nun  a;=  1,  2,  3, 
gibt  sich 

jy2t'  =  (l  +  y)ytt'-ytyot^, 

7  ys  t^  =  {l  +  y)  y2 1^  —  yt  yt  t\ 

.    \y,t'  =  {l  +  y)y,t'-yty,t', 
und  durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt  weiter: 

-yt{yof  +  y,t'  +  y,t^-\---). 
Offenbar  ist  nun 
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;s  =  Sy^c  i^  =  yo  t^  +  yi  t^  +  y2 1^  -^ 

0 

die  generjrende  Function  der  gesuchten  Wahrscheinlichkeit, 
d.  h.  jene  Function,  in  welcher  der  Coefficient  des  mit  ^*  be- 
hafteten Gliedes  die  fragliche  Wahrscheinlichkeit  vorstellt. 
Durch  Einführung  von  0  übergeht  die  obige  Gleichung  in 

ji^-yot^-yx  t')  =  (1  +  y)  {^-yo  ^  -  ytz-, 

in  Folge  des  ümstandes,  dass  y^  =  0,  reducirt  sich  diese 
Gleichung  auf 

0  —  y\  t  =  SS  {}  -{-  y)  t  —  y  t^  Zy 

woraus 

=?=  •  •  •  -f- 1/1  (1  -j-  y  +  y^  +  •  •  •  4"  y*""^)  ^*  -f-  •  •  • 
gefunden  wird.    Mithin  hat  man,  der  obigen  Bemerkung  ent- 
sprechend, 

yx  =  t/i  (1  +  y  +  y^  H h  y*~0 

=  Vi  — I —  ' 

^       1  —  y 

Daraus  findet  sich  wie  früher 
»2^=1=    ^„y    yi; 

_    l-y^ 

y*    ^  .2k  f 


Y 
k 


Vk 


1-y 


.2*  ^     I    ..*• 


1-y  i+y 

44.   Problem  XVIII.    J.  «wd  B  besitzen  m  und  n  Spiel-  ^ 
marken;   sie  spielen;   am  Ende  einer  getvissen  Zeit  haben  sie 
deren  x  und  y;   die    Wahrscheinlichkeit  des   Gewinnens  einer 

Partie  ist  für  Ä  gleich  — ^7^- ,  für  B  gleich    - x  ~  •    ^^  Spiel 

endet,  sobald  einer  der  Spieler  alle  Spielmarken  des  andern  ge- 
wonnen hat.  Welche  Wahrscheinlichkeit  hat  A  für  das  Ge- 
ivinnen  des  Spieles? 

Erste  Lösung.    Mit  Hilfe  der  generirenden  Function  der 
gesuchten  Wahrscheinlichkeit. 
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Wir  bedienen  uns  der  Abkürzung  m4-w  =  x  +  j/  =  fc. 
Es  ist  dann: 
Ux  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit; 


X  die  Wahrscheinlichkeit  für  Ä,  die  gegenwärtige  Partie  zu 

gewinnen; 
Ux-\-i  „  ,f   -4;  nach  dieser  Partie  das  Spiel 

zu  gewinnen; 

— T —  die  Wahrscheinlichkeit  für  Ä,  diesmal  zu  verlieren; 

Ux—i  „  ,;    Äf    trotz  dieses  Verlustes 

das  Spiel  zu  gewinnen.     Man  hat  also 

Wa?  =   ^    Ux^l  H jj, Ma:-i (ij 

Durch  Multiplication  mit  Je  f^  wird 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  ä;  =  1,2,3,4,--  und 
addirt  die  so  entstandenen  Gleichungen^  so  gelangt  man  zu  der 
Beziehung: 

k{uii^-\-U2t^  +  •••) = W2  ^  +  2  W3  ^^  +  3  «*4  ^  +  • '  • 

+  A;  ^  (wo  +  «*i  ^  +  W2  ^^  H ) 

—  <  (wo  +  2mi  ^  +  3  W2 1^-\ ) 

=  {ui  +  2^2^+3%  ^2  +  •••) — (wi  +  **2  t-\'thf + •••) 
+  ht{v^-\-Uit-\-U2t^  +  "')  (2) 

—  ^[(W0  +  Wl^  +  W2^^H )  +  (l«l^+2W2^^H )]. 

In  diese  wollen  wir  die  generirende  Function  unserer  frag- 
lichen Wahrscheinlichkeit  einführen,  nämlich 

^  =  tfo  +  t«i  t  -{-  u^t^  -\-  u^t^  -{■  •  •  • 

^    setzen;  dies  gibt 

—  =  Wi  -|-  2  W2  ^  +  3  W3  <^  +  •  •  • 

Durch  diese  Substitution  nimmt  die  Gleichung  (2)  folgende 
Gestalt  an: 

Ä  (^  -  Mo)  =  §1  -  — ,—  ^Tite-t{z  +  t^), 
und  da  Uq  =  0,  so  ist  weiter 

A  z  z  dz 

^''  =  di-i  +  ^*^-*^-^'dt> 
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woraus 

(t  ^  t^)^  =  0  (1  ^  t^  +  kt  -  Jet') 

und  durch  Trennung  der  Variabelen  und  gleichzeitige  Zer- 
legung in  Partialbrüche 

dz        l+t'+M--ht' 


^'-{t  +  ^.  +  't^) 


dt 


z  « (1  —  «)  (1  +  0 

gefunden  wird. 

Indem  man  integrirt,  wird 

l.g==l.t-l.{l-t)  +  {lt-l)l.{l  +  t)-\-l-c; 

daraus  folgt  durch  Uebergang  zu  den  Zahlen 

^  — c      i_t     > 
und  wenn  man  fttr  den  Augenblick  1c —  1  =  jt  setzt: 

=  ---  +  c(i+f*  +  ^  +  ---  +  '^ —  y+--- 

^'  X  —  1!    / 

Demnach  ist 

i  11,2  1-1  --11 -IJ 

Für  ii;  =  m  +  w  =  Jfc  =  /Lt+l    hat   man   w*  =  1 ,   da- 
her ist 

i=«li+f*+^  +  -  +  V)     • 

=  (j  {1  +  1}^  =  c.  2^*, 
woraus  ^  =  r;;^;  folglich  hat  man  schliesslich 


"'  =  ^ 


2  I  —  1  „a?—  1  I  —  1 


Zweite  Lösung.    Von  der  Gleichung  (1) 

Mx  =  -^  Wa;4-l  i j^  Ux—\ 

ausgehend,  erhalten  wir  durch  einige  Transformationen 
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Setzt  man 

Wz  —  Ux-i  =  t(ßO, (a) 

so  schreibt  sich  obige  Gleichung  wie  folgt: 

(k  —  x)  i^  (x)  =  xtlf{x'^  l), 

Wird   successive  a:  =  1,  2,  3,  •  •  •   genommen^  so  ergibt 
sich 

*(2)  =  ^*(l), 
*(3)  =  ^*(2), 


multiplicirt  man  diese  Gleichungen,  so  wird 

^  (.)  =  (* -JKiz  2).-_-^^+i)  ^  (1)  ^  Cl^  t  (1). 

1-2. ..ä;— 1  a;— 1! 

Insbesondere  ist 

1^(1)  =  1^(1), 

^(2)=-^V'(l), 
die  Formel  (a)  liefert  aber  für  ;r  =  1,  2,  3,  •  •  •: 

Wl  =  Uo  +  t  (1); 
U2  =  tii  +  ^(2), 


durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergibt  sich 

lix  =  «0  +  ^(1)  +  1^(2)  -i h  i^(^) 

=  ^(1)  +  ^(2)H h^(^), 


also 


/  u.  11.2  1— 1  IL*— M-l\ 


J 
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Die  Bestimmung  von  ^(1)  wäre  genau  so  vorzunehmen, 
wie  bei  der  ersten  Lösung  die  Bestimmung  von  c. 

Tlieilmigsproblein  für  zwei  Spieler. 

45.  Einem  Spieler  A,  dessen  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Gewinnen  einer  Partie  gleich  ist  Pj  fehlen  x  Partien  mm  Gewinnen 
des  Spieles;  dem  B,  dessen  Wahrscheinlichkeit  für  das  Gewin- 
nen einer  Partie  J  =  1  — 1>,  fehlen  y  Partien;  welche  Wahr- 
scheinlichkeit hat  Aj  den  Einsatz  mi  gewinnen? . 

Lösung.  Wir  bezeichnen  die  fragliehe  Wahrscheinlichkeit 
mit  Uy^x\  es  ist  dann 

denn  im  ersten  Falle  gewinnt  A  nothwendig,  weil  ihm  keine 
Partie  mehr  fehlt;  im  zweiten  Falle  muss  er  verlieren,  da  B, 
nachdem  ihm  keine  Partie  mehr  fehlt,  bereits  gewonnen  hat. 

Die  fragliche  Wahrscheinlichkeit  ist  die  Summe  zweier 
Producte;  das  erste  besteht  aus  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
A  die  gegenwärtige  Partie,  und  aus  jener,  dass  er  nachher 
das  Spiel  gewinnt,  lautet  also  p  Uy^x—i't  das  zweite 
besteht  aus  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  A  die  gegenwärtige 
Partie  verliert  und  aus  jener,  dass  er  trotzdem  das  Spiel 
gewinnt,  lautet  also  qUy—i^x't  mithin  ist 

Uy^X=PUy^X-i+qUy^l^X (l) 

Erste  Lösung  durch  doppelte  Summation. 

Die  generirende  Function  der  gesuchten  Wahrscheinlich- 
keit lautet: 

^  =  S     S    %  ar  ^-^  V*  =  Wi,  1  ^ V  +  ^1,  2  ^V^  +  •  •  • 
1       1 

+  ^2,  1  ^'"^  V  +  «^,  2  ^^  V^  +  •  •  • 


Multipliciren   wir   die  Gleichung  (1)   mit  t^vr',   nehmen 
nachher 

y  =  2,        a;=l,2,3,  ••• 


und  addiren  die  so  entstandenen  Gleichungen,  so  ergibt  sich 


L. 
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Ml,  l^V  +  Ml,«  <t^  + 


1  Wl,0^t?  +  Mi,i    tV^^ 


oder 

0 


cx)  oo  r    oooo  oo  j 

1       1  '  l      1      1  1  J 


OO  oo  oo 

+  q\tS     Ua^a:V'+tS     S     Uy^^Pv^ 


1      1 


} 


woraus  mit  Rücksicht  darauf,  dass  Wy,o=  1?  Wo,  x  =  Oj  ge- 
funden wird: 

pvt 


z  = 


(l~t){l-pv-qt) 
pv  t  1  1 


(2) 


1  —  t      1  — qt      ^  _     pv    • 

1  —  qt 


Z 


pvt 


(l-t){l-qt) 


•  < 


..pv      ,      p^v^  I    p^-H"-'    , 


g  = . . .  -|- 


^*< 


«*   '    {l-qtf 

f^   -4—  •  •  • 


(1-gty 


(1  _  0  (1  -  qtl 

Das  mit  ^  i;*  behaftete  Glied  wird  gefunden,  indem  man 
das  mit  P  behaftete  Glied  der  Entwickelung  von 

p'  t 

{l-t)(l-qtr 

aufsucht;  dasselbe  lautet: 
Demnach  ist 


/(l  +  f3  +  <^ 


u 


,^'=P'\^+lq+ 


(x+l) 


21-1 


2! 


2  r        I   (x+y-2)«'-'  I  -^  __ 

^+•••+1-1)! «^ 


^j(3). 


Anmerkung.  Die  Formel  (3)  setzt  sich  zusammen  aus 
den  Wahrscheinlichkeiten  für  ^,  das  Spiel  nach  x,  nachic+1 
nach  rr  +  2,  •  •  •  nach  x  +  y—l  Partien  zu  gewinnen.    Denn: 
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Die  Wahrscheinlichkeit,  das  Spiel  nach  x  Partien  zu  ge- 
winnen, ist  offenbar  jp*. 

In  x-^-X  Partien  kann  A  das  Spiel  auf  —j—  Arten  ge- 
winnen; scheidet  man  jene  Fälle  auß,  wo  er  es  bereits  in 
X  Partien  gewonnen  hatte,  deren  Anzahl  1  ist^  so  bleibt  die 
Zahl  der  Fälle  übrig,  wo  er  es  ncich  x-^-X  Partien  gewinnt. 
Demnach  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  das  Spiel  nach  X'\-\  Partien  zu  ge- 


winnen,  -.-i^^- 


^2| 


lnx-\-2  Partien  kann  A  das  Spiel  auf  J\ Arten 

gewinnen;  scheidet  man  die  Fälle  aus,  wo  das  Spiel  bereits 
in  x-{-  l  Partien  gewonnen  war  und  deren  Anzahl  -^-  ist, 
so  bleibt  die  Zahl  jener  Fälle  übrig,  wo  das  Spiel  nach  a:  -f-  2 

Partien  gewonnen  ist.   Diese  Zahl  ist  also  ^- 

(x  -t  if  i  -^ 
=  ^ .    Demnach  ist 

die  Wahrscheinlichkeit,  das  Spiel  nach  rc  -f-  2  Partien  zu  ge- 
winnen, gleich  ^?^^] P'Q^,  u.  s.  w. 

Zweite  Lösung  durch  einfache  Summation. 

Wir   wählen    die    erzeugende   Function    der    fraglichen 
Wahrscheinlichkeit  in  der  Form 

<x> 

0^=   S   Uy^xP  =  Wi,a:    ^  +  W2,ar  ^^  H 

1 

Nun  setzen  wir  in  der  ursprünglichen  Gleichung  (1) 
y   =  1  und  multipliciren  mit  ty 

2/  =  2  „  f^ 

2/3  =  3  „  ^, 

und  bilden  die  Summe  der  auf  diese  Weise  entstandenen 
Gleichungen: 

+  q  [uo,xt  -i-ui^^t^  -I ]; 
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es  ist  aber  Mo,«  =  0,  daher  mit  Einführung  von  Zx' 

woraus 

mit  ä;  =  1,  2,  3,  •  •  •  a;  gibt  diese  Gleichung 

0   =  -  — - 
1  —  qt 

Z2  = 


1  —  qt 


es  bleibt  noch  z^i  auszudrücken: 

CX)  cx> 

1  1 

daher  ist 


t 


\  —  t 


; 


Z^  = 


'X   _  ..    _  ..^    ? 


(1  - «)  (1  -  2«y 

und  Wy^ar  der  Coefficient  von  ^  in  der  Entwickelung 
Zx=^p't{\  —  t)-'^  {l—qt)-"^ 

Es  ergibt  sich,  wie  man  auf  den  ersten  Blick  erkennt, 
dasselbe  Resultat  wie  bei  der  ersten  Lösung. 

Umwandlung  der  Formel  (3)  in  ein  bestimmtes  Integral, 
Es  führen  hierzu  .zwei  Methoden. 

1)    Wir  nehmen  die  Formel  (2)  wieder  auf: 

•^  1  — t       1  —  pv  —  qt 

Nachdem 


'-/ 


g_(i_Oe  ^0^ 


0 

CX) 


1 — pv  —  qi  I 


e-{l-pv-qt)io^^CJ^ 


—     BI- 
SO verwandelt  sich  der  Ausdruck  für  ^  in  das  folgende  Doppel- 
integral: 

.-og-cu(i-pr-jode  dö 


=i>^^  /  l ^^^^ 


0        0 

CX)    CX) 


=i>^^  /    /e-^®+*").eP*'*".e(^+«*"^'ded[o 


0        0 

oo  cx> 


-"\ff 


\  l-2*--j;— 1 


0        0 


x(i  +  (e+,«,)^+...+(^f±«|^^v-i+...j, 


mithin  ist 

oo  oo 


^\j£ryff^-'' 


0       0 


— A«i^      •    •    • 


also 

oo  oo 


0 

Zum  Zwecke  weiterer  Vereinfachung  bedienen  wir  uns 
der  Substitutionen 

C3  =  rt,   d(o  ^^rdt  '\-  idtj   e  =  r(l — t)-^ 

daraus  folgt,  indem  6  in  Bezug  auf  co  als  constant  erachtet 


wird: 

0  = 

'-rdt+{\  —  t)dr, 

demnach  ist 

da  — 

In  Bezug  auf  6  ist  co  constant,  daher  dfo  =  Q,  folglich 
dt^szzO^  und  daraus  wieder  ergibt  sich  dö  =  (1  —  t)  dr,  so 
dass  dö  dfö  =  rdr  d^. 

Nachdem 

Meyer,  Wahncheinlichkeitsrechnung.  b 
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-  =  Y~i'  ^  entsprechen   den  Grenzen  cd  |     jene  ^|   , 

und  da  femer 

oo^  cx> 

0  -[-  CO  ==  r,    so  entsprechen   den   Grenzen  6  {     jene  r  { 

0  0 

Wir  haben  also 

1  oo 


0  0 

1  oo 

=  I&ri  /i< <'-*  (1  -  <  +  ? 0*-'  /r-+''-' «-' dr. 

0  0 

Es  ist  aber 
und 

J 

0 

in  Folge  dessen  übergeht  der  vorhergehende  Ausdruck  in 

0 

Nun  sei 

pt  =  ^'^  für  f  =  {    wird  S  =  {   ; 

0  0 

dann  ist 

p 


r^+y-^e-^'dr  =  r(a:  +  3/); 


^y,  x 


0 


0 

Für  p  =  1  gewinnt  A  jede  Partie,   also  auch  das  Spiel 
nothwendig;    diesen  Umstand    benützen    wir,    um    auch   den 


i 
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Coefficienten  des  rechtsseitigen  Integrals  unter  die  Form  eines 
Integrals  zu  bringen;  wir  haben  nämlich 

1 


0 

daraus  berechnet  sich 


1 


rx 

0 


so  dass  schliesslich 


tili,  r 


0 


0 

2)  Bei  Gelegenheit  der   zweiten    Lösung   des   Problems 
fanden  wir 

^x  =  P't T . 

i-«(i— gef 
Aus  der  Formel 


ß 


sf-^e-"^'  dx  = 


folgt 


CX) 

e~~^^dx\ 

0 

es  ist  also  dieser  Formel  gemäss 

oo 


Y^  =  /e-^('-i)d0, 


0 

oo 


j _L  r 


0 

durch  diese  Bemerkung  wird 


^ 


--     84 


^   p 

0x    = 


rx 

0 


l  I  6r-^(i-o  rfe    /  e~"(i-«o  o'-irfo 


oo   oo 

rx 


oo    cx> 


CX)     OO 
0        0 

woraus    sich   für   die   gesuchte   Wahrscheinlichkeit   derselbe 
Ausdruck  ergibt  wie  bei  der  vorigen  Behandlung,  nämlich 

oo  oo 

0        0 

Allgemeines  Theilungsproblem. 

46.  Den  Spielern  Ä,  B, .  . .  R  fehlen  bejsiehungsweise 

m,  n, . . .  r  Partien  zum  Gewinnen  des 

Einsatzes; 
a,  ß,  . .  ,  y  sind  ihre    Wahrscheinli(A' 
keiten  für  das  Gewinnen    einer  Partie,     Mit  welcher    Wohr- 
scheinlichkeit  tvird  A  das  Spiel  gewinnen? 

Lösung.     Es   ist  a  +  /*  + h  y  =  ^  ?   ^^^  verlangte 

Wahrscheinlichkeit  werde  mit  Um^ny-r  bezeichnet. 

Dieselbe    Schlussfolge,    wie    in    dem    vorigen  Problem; 
führt  zu  den  Beziehungen: 

^,  n^-  "r  ™^  1 }  Uffi^  0  •  •  •  r  =  U ,    .    .    .    W^,  n,  •  •  •  0  ^^^^^  ^ \  V 

Wm,»,..  •r=  aWro— i,„..  -r  +  /SMm,«-l,-r  "j *  +  ^t*»»,  n,  •  •  •  r  — !•  (2) 

Die  erzeugende  Function  der  fraglichen  Wahrscheinlich- 
keit ist  in  diesem  Falle 

oo  oo         oo 

0  =    S    S    "  '    SUm,n,"  '  r  t^V"  *  "  Vf ,  \ 

11  1 

Nimmt  man  in  der  Formel  (2)  der  Reihe  nach 
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In  =  1,  2,  •  •  • 

r  =  1,  2, . . . 
/w=  1,  2,    •• 

m  =  2,      

[r=l,2,... 

und  addi^  die  so  entstandenen  Gleichungen  ^  nachdem  man 
jede  derselben  vorher  mit  t^v^  >  -  >  w'^  multiplicirt  hat,  so  er- 
gibt sich  wie  in  Nr.  45: 

z  ^=  a  \tz  '\-  t  S"  -  /St;"-  •  •  m?**  1+  ß'^^  +  •  *  •  +  yw^^, 

woraus 

oo     oo 
atS  "»Sv^'-'W^ 

11  a  tt?  •  •  •  tt? 

1  —  at — §v yw        (1— .!>)...  (1 — ^^(\  —  at—(iv yw)" 

Zur  Beduction  dieser  Formel  auf  ein  bestimmtes  Integral 

haben  wir 

oo  oo 


\  —  v         f  '         1  —  w  I 

0  '  0 

oo 


-w) 


9dQ, 


■/-" 


1  M  '^^at- Y^)^dQ, 


1  —  at •;;—  yw 

0 

Der  Ausdruck  für  z  übergeht  demnach  in 

oo      oo  oo 

>(i — «')...g — ^(1 — «')g — ®(i — «' —  ••• — yw) 


=  atV"W  /  '"  /    I  dcD'-dQdQfT'^^ 


0  0      0 

oo      oo  oo 


==atV'W  /•••  /    / dcj'"dQdQ€r'(^+""^Q+^)^^*€^'^fi^>"'e^Q+y^K 


0  0       0 

Entwickelt  man  die  Exponentialgrossen: 

1  •  2  •  •  •  m —  1 

ec^+z»«).  =  . . .  +  i--+M'Zl£~^  + 

1 .2  ...  n  —  1 


L 
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1.2...r--i 
und  führt  man  diese  Entwickelungen  unter  dem  Integral  ein, 
so  wird 

0  0       0 

Vertauscht  man  femer 

G},  •    '  Q  der  Beihe  nach  mit  897,  •  •  •  ^'SS, 
folglich 

do, '    '  dg  mit  6^9  •  •  •  6rf^, 

so  tritt  eine  Vereinfachung  ein,  indem  jetzt 

00        00     CX) 

12  = 1-  t^v^'-'-vf  Lrwi.r«...rr  /  '•'  /  /  ^9  '  "  dmdQ. 

0  0        0 

nachdem  nun  Um,nr-'r  durch  den  Coefficienten  von  t^t>^ •  •  •  t(f 
dargestellt  ist,  so  ist  der  Werth  der  Wahrscheinlichkeit,  um 
die  es  sich  handelt,  durch  den  in  der  Klammer  eingeschlosse- 
nen Ausdruck  gegeben. 

Setzt  man  für  den  Augenblick 

l-f-9>  +  --*  +  SJ'  =  A, 

so  wird 

00     00 


5'" 


«™....,  =  ^— ^^— ^  /  •..  /  dq,-dd5(<p  +  ßy-'-(ßi  +  yy-' 


Fm  •rn"'rr 

0  0 

00 


C    /  G'W+nH \-r—l 


X    /  e^n+n+'+r-lß-^e^Q 


0 

00  OO 


=  «»» 


r(ni+n-^ \-r)    f        /dy.  da(y  +  pf~^- ••  (O  +  y)^"^    .  v 

rm-tn-  "  Fr     I       '  I  jjn-^n-\ \-r  >  w 


0  0 

wenn  man  die  Integration  in  Bezug  auf  8  ausführt. 
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Für  ß  =  0,  •  '  '  y  =  0  wird  Um^n,-  -  r  =  1 ;  diese  Bemer- 
kung führt  zu  der  Beziehung 

rm-rn-'-rr  /         /      dqp  •  •  •  e?©  qp"~~^- •  •s'*~^  ,^>. 

^  •  •  (P) 


r(m+n-\ [-r)         f         §  (i  +  g? -| 1_  ea/«+n+--4-r 


0  0 


Letztere  Formel  bietet  zugleich  das  Mittel  zur  Ausrech- 
nung des  vielfachen  Integrales  in  (a);  denn  entwickelt  man 
in  letzterem  die  Potenzen  (g?  -}-  /?)"  ~  ^  •  •  ♦  (sy  -\-  yy~^  und 
multiplicirt,  so  zerfällt  dasselbe  in  Integrale  von  der  Form 
(/S),  die  also  nach  dieser  Formel  sich  berechnen  lassen. 

47.   Problem  XX.     Von  zwei  Spielern  A  und  JB,  deren 
Wahrscheinlichkeiten  für  das  Gemnnen  einer  Partie  beziehungs- 
weise a  und  ß  sind,  hat  der  erste  m,  der  zweite  n  Marken; 
m  -}-  n  =  r.  Nach  jeder  Partie  zahlt  der  Verlierende  an  seinen 
Gegner  eine  Marke  und  das  Spiel  endet,  wenn  einer  der  Spieler 
alle  seine  Marken  verloren  hat.    Mit  welcher  Wahrscheinlichkeit 
gewinnt  A  das  Spiel  vor  oder  in  der  5'*"  Partie,  wenn  m  >  s  ist? 
Lösung.    Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  heisse  Um^s- 
A  kann  im  Momente  der  gegenwärtigen  Partie  gewinnen: 

1)  Indem  er  diese  Partie  gewinnt  und  den  Gewinn  des 
Spieles  mit  Hilfe  der  übrigen  Partien  erzielt;  die  Wahrschein- 
lichkeit dieses  zusammengesetzten  Ereignisses  ist  «^^+1,«— 1. 

2)  Indem  er  diese  Partie  verliert,  den  Gewinn  des  Spieles 
aber  trotzdem  mit  Hilfe  der  noch  übrigen  s  —  1  Partien  er- 
zielt; für  dies  zusammengesetzte  Ereigniss  besteht  die  Wahr- 
scheinlichkeit ßUm^l,8^l. 

Demnach  ist 

%n,s^=  (X'Um-^-l.s  —  l  -\-  ßUm—l,a.—  l (1) 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  P,  nehmen  dann 
5  =  1,  2,  3,  •  •  •  und  bezeichnen  die  Summe  der  linken  Seiten 
der  so  entstandenen  Relationen  mit  z,h,  so  ergibt  sich 

oo 


•     •     • 


Den  Fall,  wo  w  =  0,  ausgenommen,  ist  offenbar 

Wm+1,0  =  0,  «*m  — 1,0  ==  0; 
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daher  hat  man  weiter 

oder 

Nachdem  diese  Gleichung  linear  ist,  können  wir  uns  der 
Substitution 

Zm  =  ar^ 

bedienen,  wodurch  j^m+i  =  0^*"  +  *,  jg^^-i  =  a"*""^  wird.   Damit 
ergibt  sich  nach  entsprechender  Abkürzung  die  Gleichung 

l  =  «<a  +  ^, (2) 

oder  geordnet 

a«  _  -U  =  _  2., (2-) 

woraus  die  zwei  Wurzel werthe  folgen: 

demnach  ist 

Zur  Ermittelung  der  Coefficienten  bedienen  wir  uns  der 
beiden  besonderen  Fälle: 

Jt-  _J__ 

Die  Richtigkeit  der  ersten  dieser  Beziehungen  erhellt 
daraus,  dass  A  nicht  gewinnen  kann,  wenn  er  keine  Marke 
mehr  besitzt,  indem  dann  B  nothwendig  gewonnen  hat.  Zu 
der  zweiten  gelangen  wir  durch  die  Bemerkung,  dass 

Ur,8'  =  1, 

worin  s'  die  zu  s  noch  erforderliche  Anzahl  von  Partien  ist; 
denn  Ä  hat  gewiss  gewonnen,  wenn  er  alle  Marken  des  B 
an  sich  gebracht  hat.  s'  ist  dabei  nothwendig  Null  oder  eine 
gerade  Zahl;  A  musste  nämlich  die  n  Marken  von  B  ge- 
winnen, wozu  n  Partien  nöthig  sind,  und  die  5'  Partien, 
welche  zu  n  fehlen,  um  es  zu  s  zu  ergänzen,  waren  nöthig, 
um  jede  an  B  verlorene  Marke  wieder  erlangen,  wozu  jedes- 
mal zwei  Partien  erforderlich  sind;  folglich  ist 
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Wir  haben  daher  die  beiden  Relationen 

O^A  +  B, 

woraus  weiter  folgt: 

durch  Division  dieser  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 


««• 


0m  = 


«1         <»» 


l-«'< 


«."  (1 


m 


ff  1 

Aus  Gleichung  (2')  folgt  jedoch  a^a^  =  —y  also  —  =  ^»2 

ff  €1]  p 

1     «n 

und  ~^  —  —  »9",  daher  weiter 


^m  =  ~  ^2 


ßn 


1—V 


e 


+  1/1 

1— >/I— 4a/J* 


4ff  pr-'x'' 


+  1/1  — 4«  p 

Die  Entwickelung  des  in  der  Hauptklammer  einge- 
schlossenen Theiles  nach  Potenzen  von  ^*  liefert  einen  Aus- 
druck von  der  Form 

von  der  Einheit  abgesehen,  ist  die  niedrigste  Potenz  von  t 
in  diesem  Producte  t^^-^  da  nun  s<m  vorausgesetzt  wurde, 
so  können  die  Glieder  desselben  auf  den  Coefficienten  von 
^  nicht  Einfluss  nehmen,  für  die  geforderte  Wahrscheinlichkeit 
kann  also  die  erzeugende  Function  in  der  abgekürzten  Form 


a 


genommen  werden. 

Zur  Entwickelung  von  Og**  bedieuen  wir  uns  der  Formel 
von  Lagrange,  welche  für 


1 
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z  =•  X  -\-  af{z) 
gibt: 

^  ^  1  .2...t  dx^"^ 

Der  Gleichung  (2)  zufolge  ist 
für  den  vorliegenden  Fall  bat  man  also  zu  setzen: 

Fix)  =  ißtr.     F'(^)  =  n{ßty-  s     fix)  =  ißty, 

und  erhält 

=  Ä^»+2,- .J^P^^(^^2i— l)(w  +  2i--2 
damit  verwandelt  sich  der  Ausdruck  für  z'm  in  den  folgenden: 


e'.n  =  ^8^+^'  j"/-.^-.  «(«+2t-  l)(n+2i-2)-(n+i+ 1). 

Nimmt  man  endlich  w  +  2i  =  s,  also  i  =  — -— ,  so  er- 
gibt  sich 

nm,s  =  ^^T.-i^i^  +  2^*-  1)  (w+  2/  -  2)  ..  .  (w  +  i+  1). 

48.  Problem  XXI.  Eine  Urne  enthält  r  mit  1,  r  mit  2, 
r  mit  n  bezeichnete  Kugeln;  man  zieht  ncLch  und  nach  alle  Kugeln 
aus  derselben.  Es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  gefunden  werden, 
dass  mindestens  1,  oder  2^  oder  3,  .  .  .  oder  i  Kugeln  in  der 
durch  ihre  Nummern  bezeichneten  Bangfolge  zum  Vorschein 
kommen. 

Losung.  Nachdem  jede  der  Kugeln  nur  in  den  n  ersten 
Ziehungen  ihrem  Range  entsprechend  zum  Vorschein  kommen 
kann,  so  darf  für  die  Zwecke  der  vorliegenden  Aufgabe  von 
den  folgenden  Ziehungen  abgesehen  werden.  Die  Gesammt- 
zahl  der  Kugeln  ist  s  =  rn.  Da  auf  die  Ordnung  der  Kugeln 
Rücksicht  genommen  werden  muss,  so  ist  die  Anzahl  aller 


*)  Vergl.  Note  II.  am  Ende  des  Buches. 
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möglichen  Fälle  gegeben  durch  die  Anzahl  der  Variationen 
von  s  Elementen  in  der  w*®*^  Classe,  also 

T  =  s(s  —  1)  • . .  (s  —  n  +  1)  =  s»  I  -  ^ 

A.  Zunächst  soll  die  Wahrscheinlichkeit  P^  gefunden 
werden,  dass  mindestens  eine  Kugel  dem  durch  ihre  Nummer 
bezeichneten  Range  gemäss  gezogen  wird. 

Wir  setzen  voraus,  es  werde  eine  der  Kugeln  Nr.  1  als 
erste  gezogen;  da  diesnur.so  oft  eintreten  kann,  als  es  Variatio- 
nen der  noch  übrigens— 1  Kugeln  in  der  n— 1*®"  Classe  gibt,  so 

ist 

(s-  1)  (5-  2)...(5-n+  l)  =  (s-  i)«-i|-i 

die  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  eine  der  Kugeln  Nr.  1  an 
erster  Stelle  erscheint. 

Nachdem  nun  diese  Voraussetzung  auf  jede  der  r  mit  Nr.  1 
bezeichneten  Kugeln  anzuwenden  ist,  so  ist  r(s  —  i)«— 1|— i 
die  Anzahl  der  Fälle,  wo  die  eine  oder  andere  der  mit  Nr.  1 
bezeichneten  Kugeln  ihrem  Bange  gemäss  gezogen  wird. 

Das  gleiche  Resultat  gilt  für  die  Kugeln  Nr.  2,  3,  •  •  •  w, 
demnach  ist 

nr(s—  l)n-i|-i  ==s(s  -  l)»-il-i=sn|-i.  .  (a) 

die  Zahl  der  Fälle,  in  welchen  mindestens  eine  der  Kugeln 
an  der  durch  ihren  Rang  bezeichneten  Stelle  erscheint,  vor- 
ausgesetzt, dass  man  die  wiederholten  Fälle  in  Abzug  bringt. 

Zur  Ermittelung  dieser  Fälle  betrachten  wir  beispiels- 
weise das  Erscheinen  einer  Kugel  Nr.  1  an  erster  und  einer 
Kugel  Nr.  2  an  zweiter  Stelle.  Dieser  Fall  tritt  in  (a)  zwei- 
mal auf,  denn  er  ist  einmal  in  der  Anzahl  der  Fälle  enthal- 
ten, wo  eine  der  Kugeln  Nr.  1,  und  ein  zweitesmal  in  der  Anzahl 
jener  Fälle,  wo  eine  der  Kugeln  Nr.  2  ihrem  Range  gemäss 
gezogen  wird,  und  da  diese  Betrachtung  auf  irgend  zwei  nach 
ihrem  Range  gezogene  Kugeln  auszudehnen  ist,  so  hat  man  von 
(a)  die  Anzahl  der  Fälle  in  Abzug  zu  bringen,  wo  irgend  zwei 
Kugeln  ihrem  Range  entsprechend   zum  Vorschein  kommen. 

Diese  Zahl  ist,  da  n  verschiedene  Nummern  vorhanden 

sind,  -A— Q— ,   nachdem   aber  jede    der  r  Kugeln    der   einen 

Nummer  mit  jeder   der  r  Kugeln    der   andern  Nummer   zu- 

sammentreffen  kann,  so  gibt  es  der  Combinationen  -  -  „  — r^; 

1  •  j 
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und  jede  dieser  Combinationen  kann  sich  mit  jeder  der  Varia- 
tionen der  s  —  2  noch  übrigen  Nummern  in  der  n  —  2**"* 
Glasse  verbinden;  die  Anzahl  dieser  Variationen  ist 

(5  —  2)  (5  —  3)  • . .  (s  —  n  +  1)  =  (5  —  2)«-2 1 -S 

daher  die  Anzahl  aller  Fälle,  welche  sich  auf  die  Voraus- 
setzung des  Erscheinens  zweier  Kugeln  nach  ihrem  Range 
beziehen, 

und  diese  muss  von  (a)  abgezogen  werden;  es  verbleibt  dann 

als  Anzahl  der  Fälle,  in  welchen  mindestens  eine  Eugel  an 
der  ih|*em  Range  entsprechenden  Stelle  erscheint,  vorausge- 
setzt dass  von  (a')  die  noch  wiederholten  Fälle  in  Abzug  ge- 
bracht und  die  fehlenden  hinzugefügt  werden.     / 

Es  sind  jene  Fälle,  wo  drei  Kugeln  nach  ihrem  Range 
gezogen  werden;  die  Anzahl  dieser  Fälle  heisse  k.  Dieselbe 
wiederholt  sich  dreimal  im  ersten  Gliede  von  (a'),  denn  sie 
kann  daselbst  aus  den  drei  Voraussetzungen  entspringen, 
dass  jede  der  drei  Kugeln  ihrem  Range  gemäss  gezogen 
wird;  die  Zahl  k  ist  aber  auch  im  zweiten  Gliede  von  (a') 
dreimal  enthalten,  denn  sie  kann  daselbst  aus  jeder  der  drei 
Voraussetzungen  entspringen,  dass  irgend  zwei  von  den  drei 
Kugeln  ihrem  Range  entsprechend  zum  Vorschein  kommen. 
.Dieses  zweite  Glied  ist  aber  mit  dem  Zeichen  —  behaftet, 
die  Zahl  k  ist  daher  in  (a')  nicht  enthalten,  muss  also  hin- 
zugefügt werden. 

Die  Zahl  der  Combinationen  von  n  Nummern  zu  dreien 

ist  — — — ,  und  da  jede  der  r  Kugeln  der  einen  Nummer  mit 

jeder  der  r  Kugeln  der  andern  und  mit  jeder  der  r  Kugeln 
der  dritten  Nujnmer   sich   verbinden  kann,   so    gibt   es    der 

Q     I     -4 

Kugelcombinationen  r^,  und  da  jede  derselben  mit  jeder 

der 

(s  —  3)  (5  —  4)  . . .  (5  —  w  +  1)  =  (s  —  3)«-8 1 - 1 

Variationen  der  s  -—  3  übrigen  Kugeln  in  der  n  —  3*®**  Classe 
zusammentreffen  kann,  so  ist 
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*  =  ^^,^'(^-3)»-^'-^ 


12    3 

die  Zahl  der  Fälle,  wo  drei  Kugeln  ihrem  Range  gemäss  ge- 
zogen werden  und  welche  zu  (a')  addirt  werden  muss.  Da- 
her ist  jetzt 

die  Anzahl  der  Fälle,  wo  mindestens  eine  Kugel  ihrem  Bange 
entsprechend  gezogen  wird,  vorausgesetzt,  dass  man  die 
noch  wiederholten  Fälle  abzieht.  Durch  ein  dem  vorigen 
analoges  Raisonnement  findet  man  für  diese  Anzahl  den 
Ausdruck 


1-2. 3. 4 


r*(s~4)'-"*l~i 


und  so  fort,  und  gelangt  endlich  zu  der  Anzahl  der  Fälle, 
wo  mindestens  eine  der  Kugeln  an  der  ihrem  Range  ent- 
sprechenden Stelle  erscheint,  nämlich 

**"'-'    ^(5--4)»-4|-l  4....      (A) 


1   ^-s^ 

Die  Reihe  ist  so  weit  fortzuführen,  als  es  angeht. 

In  dem  Ausdrucke  (A)  kommt  jede  Combination  nur 
einmal  vor.  Wir  wollen  dies  beispielsweise  von  der  Combi- 
nation nachweisen,  welche  in  dem  Erscheinen  von  l  Kugeln 
nach  ihrem  Range  besteht.  Dieselbe  tritt  {  mal  im  ersten 
Gliede  auf,  weil  sie  dort  aus  den  jede  der  l  Kugeln  betreflfen- 

den  Voraussetzungen  entspringen  kann;     -  —mal  im    zwei- 
ten Gliede,  entspringend  aus  den  Voraussetzungen,  welche  sich 

auf  die  Combinationen  der  l  Nummern  zu  zweien  beziehen; 

73 1 1 

mal  im  dritten  Gliede,  entspringend  aus  ebensoviel  Vor- 
aussetzungen, welche  sich  auf  die  Combinationen  der  l  Num- 
mern zu  dreien  beziehen  u.  s.  w.  Im  Ganzen  tritt  sie  in  dem 
Ausdrucke  (A) 

l^lLrl^llzl l-n-lVmal, 

also  einmal  auf,  wie  dies  behauptet  wurde. 
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Die  Wahrscheinlichkeit  y  mindestens  eine  Kugel  an  der 
ihrem  Range   entsprechenden  Stelle  zu  ziehen,  ist  demnach 

^1         x~^  2!     ^«*|-»"T"      3!    '^«SI- 


äSI-i 


-. —  f* 


4!  «4 1-1 


1  — 


(n—l)i\- 


1       1  (n~l)3|-i  1 

S--1   '  3!  (s-l)*l-^ 


(B). 


2!  S--1    '  3!  (s— 1)' 

___  (n-l)42z!  ^  1  . 

4!  (s— 1)3  1-1  "^ 

B.  Wir  wenden  uns  nun  dazu,  die  Wahrscheinlichkeit 
Pi  zu  bestimmen,  dass  mindestens  i  Kugeln  ihrem  Range 
nach  zum  Vorschein  kommen. 

Dem  Vorhergehenden  zufolge. ist  die  Anzahl  der  Fälle, 
wo  i  Kugeln  nach  ihrem  Range  gezogen  werden,  gleich 

--.7^r••(5~^')(5— i—  1) . .  .(s  -  w+  l)=**'^/^(s~i)«-»l-S(b) 
*  •  •  • 

vorausgesetzt,  dass  von  (b)  die  wiederholten  Fälle  in  Abzug 
gebracht  werden.  Es  sind  dies  jene  Fälle,  wo  i  +  1  Kugeln 
ihrem  Range  gemäss  erscheinen,  und  dieselben  können  sieh 
in  (b)  so  oft  ereignen,  als  «  +  1  Kugeln  Combinationen  i^^ 
Classe  geben,  also  i  -f-  1  mal,  müssen  daher,  um  sich  nicht 
zu  wiederholen,  t'fach  in  Abzug  gebracht  werden. 

Nun  ist  die  Zahl  der  Fälle,  wo  i  +  1  Kugeln  dem  Range 
gemäss  erscheinen,  gleich 

^»  +  i|-i 
•  .  ..    f^-^Us-i-  i)«-.-i|-i. 

indem  man  diese  Zahl  mit  i  multiplicirt  und  das  Product 
von  (b)  abzieht,  erhält  man 

!L__^.-(,_,3n-n-i-.i!L-j-^ 

In  diesem  Ausdrucke  kommen  noch  wiederholte  Fälle 
vor,  nämlich  jene,  wo  i  +  2  Kugeln  nach  ihrem  Range  er- 
scheinen, und  zwar  wiederholen  sich  dieselben  im  ersten 
Gliede  so  oft,  als  die  e  +  2  betrachteten   Kugeln  Combina- 
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tionen  zu  i  Kugeln  liefern,  und  im  zweiten  Gliede  so  oft, 
als  die  i  -\-  2  betrachteten  Kugeln  Combinationen  zn  i  -\-  1 
Kugeln  geben,  im  Ganzen  also 

(i+ilii+i)  _,•(.•  + 2)  =  ifc mal; 

dabei  musste  das  zweite  Glied  i  +  2  mit  i  multiplicirt  wer- 
den, weil  dies  auch  beim  zweiten  Gliede  in  (V)  geschah. 

Nun  ist   die  Zahl   der  Fälle,    wo   i  +  2  Kugeln   ihrem 
Bange  entsprechend  gezogen  werden,  gleich 

„t  +  2  1  —  1 

dieselbe  muss  k  —  1-fach  von  (b')  hinweggenommen  oder 
1  —  A;-fach  hinzuaddirt  werden,  und  nachdem 

1  _Ä=  1  -  (i±|Hi±l) +  i(i  +  2)==*:(i±^, 

SO  ergibt  sich  aus  (b') 

tl  ^  ^  [  t-\- 1  s  —  t) 

I    *(*'  +  ^)^'"^^'~%t  +  2/^        i  _  oy_,-_2|-i 

%l  ^  ^  [  l  -{-1       8  —  1 

I       i      {n  —  i)(n  —  i  —  l)r*] 
'^T+2  2(s  —  %){s  —  i—l)l 

n*  l~^  .        f  i  i      n  —  i  1 

,       i      (n  —  t)^  ^  ~  -^     2  1  1  /w/\ 

"»"t  +  2  1.2    -'*    (5_i)2|-i|     •   •   •   •      ^"^  ) 

Von  (b")  müssen  die  noch  wiederholten  Fälle  abgezogen 
werden;  man  erhält,  auf  diese  Weise  fortfahrend: 

X7         ♦*  V  /  -N«     V I      1  f  i  in  —  i         1 

.    _.L(n-,fl-'     _JL .;_(n-l)»M    ^ j 

^«•  +  2         1-2  (g.._,-)2|-i       «4-3     1.2.3     ^  (g_i)3|-i^     /• 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  mindestens  i  Kugeln  ihrem 
Range  gemäss  zum  Vorschein  kommen,  ist  demnach 
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p   _     -F.       (n- !/-*'-*,_,  1  L  »•     n-«      1 

'         T~  »!  (g^i)'-i|-i\  «+1     1       «— « 

_J_  (n-i)»l-i_^ 1 .  .^. 

T^t  +  2  1-2  («  — »)«l-i  I     •  •   •  ''^'' 

Die  Wahrscheinlichkeit,   dass   keine  Engel   nach  ihrem 
Bange  gezogen  wird,  ist 

0  =  1_P  =*Lzlr-^ (n-l)(n-2)  . 1_ 


(s-l)(s-2) 


.  (w-l)(n-2)(w-3)   .  1 


1  .  2  •  3  •  4  (s  —  1)  (s  —  2)  (s  —  3) 

Setzt  man  vor  das  erste  Glied  dieses  Ausdruckes  die  der 
Null  gleiche  Diflferenz 

1  '2  •  •  •  r«        «[1  •  2  •  •  •  (rn  —  l)]r 
1 . 2  •  •  «rn  1  •  2  •  •  • rn         ^ 

so  verwandelt   sich  unter  Beachtung,    dass   s  =  rn  ist,   der 
Ausdruck  für  Q  nach  leichter  Rechnung  in  den  folgenden: 

Q  = 

[1.2...m]— ti[1.2...(r«— l)]r+-— -— [1.2-..(m  — 2)]r>— ^-— [1.2..^(rn— 3^ 

1*2  1  • 2 ■ 3 

1  •  2  •  •  •  rn 

CX) 

^ 0 

~N~  CX)  • 

Jx^'^'e-''  dx 

0 

Letztere  Formel  eignet  sich  besonders  für  hohe  Werthe 
von  rn, 

49.  Anmerkung.  Der  dem  Maximum  Y  von  y  = 
afn-^{x  —  rye-''  entsprechende  Werth  von  x  ist 


Xm 


rn  +  r    I    ■|/r*(n  —  l)*  +  4rn 
"~2        =t  2  • 


Wendet  man  auf  das  Zählerintegral  die  Formel  an 


CX) 

I  ydx  = 

0  f  \uui-/  »^m 


*)  Siehe  Note  III.  am  Ende  des  Buches. 
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so  findet  sich 

v?;'[«„"-(»— r)-.-'.i»   ■y^c-r+i '-'r{i-l)"^'vr 

V^^l    "       y<'-"(— 1)'+'     ' 

ferner  ist  bekanntlich 

iV^c=  1  .2-  •  •rn=}/2jr  (rw^^+'^ß-'''»; 
demnach  wird  jetzt 

Nachdem  bei  dieser  Reduction  rn  sehr  gross  voraus- 
gesetzt wurde,  so  kann  endlich  geschrieben  werden 

« -  i^-y- 

Dies  also  ist  ein  sehr  genäherter  Werth  für  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  bei  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Kugeln 
keine  nach  ihrem  Range  gezogen  wird,  ein  Werth,  welcher 

mit  wachsendem  n  der  Grenze  e~^  =  —  =  -^nrr^:^ zu- 

e  2*71828  •  •  • 

strebt. 


IIl.  Capitel 


Bernoulli's  Theorem. 

50.  Kennt  man  die  einfachen  und  constanten  Wahrschein- 
lichkeiten p  und  q  zweier  entgegengesetzten  Ereignisse  A  und  JB, 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einer  grossen  Anzahl 
[i  =  m  -{-  n  von  Versuchen  das  Ereigniss  A  in  einer  ztmschen 


iJi'P  +  y  V^pqji 

liegenden  unbekannten  Anzahl  m  von  Malen  eintrifft  y  gegeben 

durch 

y 


k/^ 


^      ^  e~''dt+     * 


0 
Meyer,  Wahrscbeinlichkeitsrechimug. 
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oder  es  ist  P  die    Wahrscheinlichkeit,   dass  die  Abweichung 

Ol 

p  enthalten  ist  zwischen 


+.1/^ 


Beweis.  Das  allgemeine  Glied  des  Binoms 
nämlich 


Tn-^z^rr (1) 


m\n\ 


drückt  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  in  fi  =  m  -}-  n  Ver- 
suchen Ä  m-mol,  B  n-mal  in  irgend  welcher  Ordnung  sich 
wiederholt.  Ersetzt  man  darin  die  Factoriellen  durch  ihre, 
aus  der  folgenden,  für  grosse  Weflhe  von  x  giltigen  Formel*): 

hervorgehenden  Ausdrücke,  so  findet  sich: 

'^  \tn)  \n  )  y2^pq 

Wir  wollen  nun  jene  Werthe  von  m  und  n  suchen, 
welche  Tn  zum  Maximum  machen.  Zu  diesem  Ende  ver- 
tauschen wir  n  einmal  mit  n  —  1,  ein  zweitesmal  mit  w  +  1, 
wodurch  wir  erhalten: 


oder 


(w  +  l)!(n— 1)!^  ^  "m+lg' 

•^«  +  1        (m-l)l(n  +  l)!-P  ^  — -^»n  +  lp- 

Soll  Tn  ein  Maximum  werden,  so  muss 

Tn>  Tn-i  und  T«>T„4-i, 

l>-4-r^        und        1>-^-*- (2) 

1)  Aus  den  Beziehungen  (2)  eliminiren  wir  zunächst 
n  und  q  mit  Hilfe  der  Gleichungen  w  =  ^  —  m  und  g  =  1  — p\ 
sie  übergehen  hiedurch  in  die  folgenden: 

*)  Vgl.  Note  I.  am  Ende  des  Buches. 
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l>iL^^  und  l>— H^lnP, 

m  +  11  —  P  f*  —  w  +  lj? 

oder,  nach  einfacher  Transformation: 

w  1  m 

171  Wt  ^  1  in  911 


>P— :rx7^         ^-.w.-i-n<P; 


m    ^         ,  m  1  w     ^      ,  w 


Hieraus  folgt,  dass 

1  T 

wobei  8  <  — r— :  demnach  ist,  wenn  Glieder  von  der  Ord- 
nung   —  vernachlässigt  werden; 

—  =  jp         oder         m  =  ftp. 

2)  Wird  aus  den  Beziehungen  (2)  in  gleicher  Weise 
m  und  p  ausgeschieden,  so  ergibt  sich  nach  analogen  Trans- 
formationen 

r  <  2  +  -:rr,r-^T^y  -  >  2  +  ^77; 


daraus  schliesst  man,  dass 

wenn  d'  <      ,     ;  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  —  genau 

ist  also 

—  =  g        oder       n  =  /[tg. 

51.  Der  Maximalwerth  von  T^  werde  mit  G  bezeichnet; 
wir  erhalten  ihn,  indem  wir  in  dem  Ausdrucke  für  T« 

m 
setzen;  dadurch  wird 


^  =  1  ?-i  =  1 


G  =  .     ^ 


also 


f. 


1 
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und  in  gleicher  Weise 


«-.-«(>+ip'"  •{'-.) 


Bezeichnet  Gn—i  den  Werth,  welchen  Tn—i  för  m 
und  n  =  (iq  annimmt,  so  ist 

Darin  entwickeln  wir  die  Potenzen  wie  folgt: 


=  fti) 


m 


7M 


3  m' 


C-0 


Z\-«+' 


2 


=  e 


(_„+,_  L),.(,_l) 


2n^ 


3n' 


_,...) 


«/  — r'+^Z       -«/^  +  i»— ^i^       ~n/»+i*-^/» 


2»' 


3»* 


Durch  Einsetzung  dieser  Ausdrücke  in  jenen  für  Gn^i 
ergibt  sich: 

ßt   __     -_.ßtß       2fn    ~'~     6  m«  12  w«»  2»  6  n*  12  n» 

l  2w  "i      6wi'^  12m3         2w  ew'-'  12n»        "'j' 

Aendert  man  das  Zeichen  von  l,  so  erhält  man  den 
Ausdruck  für  Gn-\-ii  und  addirt  man  diesen  zu  dem  vorigen 
hinzu,  so  wird 


Gn-^l  +  Gn-\-l  =  G 


=  2G 


2nJ 


2m 

12 


Gn—i  +  G»  +  f  =  2  0  I  1 
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fit' 


_  JlüL 


2Ge     2mn 


=  2Ge    ^f'P^. 
Wird 


fp{l)  =  Gn-^  +  Gn+l  =  2Ge   ^^P^ 
und 


^ 


gesetzt^  so  folgt 


2wi«         2fijpg; 


mithin 


0 

Für   die   Wahrscheinlichkeit   P,    dass  m  zwischen    den 
Grenzen  ^p  +  l  enthalten  ist,  hat  man  den  Ausdruck 

+  6^n+l  +  •  •  •  +  G^n-fi  — 1  +  G^n+i 
=  Gn-l    +  G^n+i  +  S      [Gn^i   +  Ön+t]  G 


==  <p  (0  +  i:  9>  (0— i  9  (0). 


0  2 


Nun  ist  nach  Euler's  Summenformel*)   allgemein 

Nimmt  man  darin  Ä  =  1  und  beachtet,  dass  man,  nachdem 
g  =  g-^  von  der  Ordnung  —  ist,  die  Glieder  mit  q/  (l),  q/"  (l) 
u.  s.  w.  vernachlässigen  dar^  da 

so  ergibt  sich  die  kürzere  Formel 


<P(J)--  Cfmdl-^ipiS), 


*)  Vergl.  Lacroix,  Grand  Traitä,  2.  ädit.,  t.  III,  pp.  98  und  ff. 
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und  demnach 


■/' 


(0)]. 


0 

Macht  man  hiervon  Gebrauch  für  den  Ausdruck  von  P, 
so  findet  sich 


0 

l 
J     in  in 


0 


Setzt  man  gP  =  y^,  woraus  weiter  gefunden  wird: 
so  übergeht  der  vorige  Ausdruck  in 

Y 


=/ 


Vi-Y'  dy     .         ^    ^ 


0 


^f' 


dt  + 


e    ^ 


y^TCfi^pq 
0 

und  dies  ist  die  Wahrscheinlichkeit;  dass  die  Anzahl  m  der 
Wiederholungen  von  Ä  enthalten  ist  zwischen 

4M 

oder   dass  —  innerhalb  der  Grenzen  liegt: 

p  ±  yyM. 

52.    Erste  Anmerkung.    Nachdem 

CO  Y  OO 

0  0  V 
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woraus 


Ce-^dt=^--  Ce-^dt, 


0  y 

SO  folgt 


y2n(i,pq 

Y 
OO 
2       /  «-y* 


^/ 


l  —  -^le-^dt  + 


Yn   /  y^n^pq 


OO 

Zur  Auswerthung  von  /  er*^  d^kann  man  sich  der  Reihe 

y 


oc 


bedienen: 

OO 


/^  ,.        c-y'L  1      ,1.3        1.3-5,  \ 


Y 

ZU  welcher  man  mit  Hilfe  der  Beziehung 


»-''de 

1  +  2 

gelangt,   indem    darin   der  Reihe    nach  w  =  0,  1,  2,  3,  . .  . 
gesetzt  wird;  auf  diese  Weise  ergibt  sich 


/e-^  dt  ^  _  e"*^  _  3    /*e-^  dt 
t^  2  *3         2   /        «*      ' 

/e-^'  de  _  __  e^^  _  5    /V^]_de 
**       ~         '2e^  2   /        «8       '  "• 


s.  w. 


und  durch  allmählige  Substitution 

/^  ,, J[  £^    .    la  e;;^ _  1.1-3  £^  _  1-3-6    /V^ 
^  2      *     "'"2.2     «»  2-2.2    t^  2-2."2/        ««"" 
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folglich 

CX) 


oo 


/ 


e-^dt  = 


le-y' 


2     y 


2-2"y3      '    22.2    y*' 


22^/ 


—  ^ 


c^e 


<< 


y  y 

Allgemein  werden  die  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes 

lauten: 

oo 

1.1.3... (2n  —  l)  e 
—       2-2-2 


-y^  l>l-8.>.(2n— 1)  (2n+l)    Cf^dt^ 

,2n  +  l     I     "    2~2"^2~~-2  1         /    ^än-f^ 


Der  Werth  des  letzten  Integrals  wird  offenbar  vergrössert, 
wenn  man  an  Stelle  von  e~^'  den  grössten  Werth  setzt,  den 
diese  Grösse  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  annimmt, 
nämlich  den  Werth  e^^';  mithin  ist 


00 


00 


j ;- 


dt 


+  2 


<^-''f-^n 


t_ 

+  2; 


00 


C— 

J  ^"" 


d_t_ 
.9     \ 


e 


r-r 


^2n  +  2       ^2W  +  Iy2n  +  1' 


00 

ll-3"2w— 1  2n  +  l    /V^d< 
2.2-2    .2    ~         i        /     ^2n+2 


d«         1.1.3..(2n  — 1)   e"^ 


2  .  2  .  2  .  • .  2 


2n  +  l^ 


d.  h.  das  mit  dem  Integral  behaftete  Restglied  ist  kleiner 
als  das  ihm  vorangehende  Glied  der  Reihe;  wird  daher  diese 
bis  zu  einem  Gliede  fortgesetzt,  welches  genügend  klein  ist, 
so  kann  das  Restglied  als  noch  kleiner  vernachlässigt  werden; 

unter  dieser  Voraussetzung  kann  also  geschrieben  werden: 

00 


_1       ,     1-3  _  l_-3.5    , 


Wegen  des  häufigen  Gebrauchs  haben  wir  für  das  Integral 


*(y) 
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am  Schlüsse  des  Buches  eine  Tabelle  mitgetheilt  (Tafel  I.); 
dieselbe  ist  dem  Berliner  Astronomischen  Jahrbuche  1834  ent- 
lehnt und  mit  Hilfe  der  Tafel  in  Coumot's  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung erweitert.  Für  Interpolationszwecke  sind  auch  die 
ersten  und  zweiten  Differenzen  angegeben. 

53.  Zweite  Anmerkung.  1)  Bleibt  y,  und  in  Folge  dessen 
auch  P  constanfc,  so  ziehen  sich  die  Grenzen  immer  enger 
zusamme]%  in  dem  Masse  als  fi  wächst. 

2)  Bleiben  die  Grenzen  constant  und  wächst  fi,  so  muss 
gleichzeitig  auch  y  zunehmen;  dann  aber  nähert  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit P  immer  mehr  der  Einheit  oder  der  Gewissheit. 

Daraus  schliesst  man: 

1.  Während  die  Grenzen  |>  +  yl/—--,  zwischen  wel- 
chen das  unbekannte  Verhältniss  der  Anzahl  der  Wieder- 
holungen von  Ä  in  fi  Versuchen  zu  der  Gesammtzahl  aller 
Versuche   enthalten   ist,    constant   bleiben^   nähert   sich   die 

Wahrscheinlichkeit  P,  dass  —  zwischen  jene  Grenzen  fallen 

wird,  der  Einheit  in  dem  Masse ;  als  fi,  d.  i.  die  Zahl  der 
Versuche,  wächst. 

2.  Während  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Verhält- 

AM  -»     /Q  an  Q 

nisä  —  zwischen   den    Grenzen  i?  +  y  1/  -^^-^    enthalten    ist, 

constant  bleibt,  zieht  die  immer  weiter  fortgesetzte  Wieder- 
holung der  Versuche  diese  Grenzen  immer  enger  zusammen. 

Dritte  Anmerkung.  Für  P  =  ^  findet  man  aus  Tafeln 
oder  durch  Reihenentwickelung 

y  =  0-4769  - 


denn  aus 


2y2/*P2 


2      Y^J 


e-''d<  + 


e 


-r 


folgt 


/' 


0 

y 

1  , .-  e-^^ 


-^dt  =^^y%  — 


4  2y2iipq  ' 
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oder  durch  Entwickelung  der  Exponentialgrösse  e~^  in  eine 
Reihe  und  darauffolgende  Integration 

nun  entspricht  der  Werth  a  =  0*4769  der  Gleichung 

1     3    ,     1     a*  1      .- 

demnach  kann  Gleichung  (1)  geschrieben  werden  ♦ 
y-  3^+ 6  172- •••  =  «-3«+ in 


Da  y  nur  sehr  wenig  von  a  abweichen  wird,  so  kann 
man  die  höheren  Potenzen  vernachlässigen  und  mit  genügen- 
der Annäherung  e-v*  »=  1  setzen;  auf  diese  Weise  ergibt  sich 

y  =  a ^^=r  =  0-4769  ^ 


man   hat  also   die  Wahrscheinlichkeit  P  =  —  dafür,  dass  — 
enthalten  ist  zwischen 

l,±{0-4T69-|/?|i:-^). 

Vierte  Anmerkung.     Haben  zwei  Ereignisse  Ä  und  £ 

dieselbe  Wahrscheinlichkeit  1>  =  g^  =  0^,    so  ist  es    eben  so 

wahrscheinlich,   dass    die   Differenz  m  —  n   ihrer  Wiederho- 
lungszahlen in  fi  Versuchen  grösser  oder  kleiner  ist  als 

0-6745  VfT—  1. 
Denn:  Allgemein  ist  die  P  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

p  enthalten  ist  zwischen  4-  y  '\/^H  oder  dass q 

zwischen  +  y  l/^P^  gelegen  ist;  oder  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Differenz 

enthalten  ist  zwischen 


oder  endlich,  dass 

{p  —  q)li  —  2yy2iipq<m  —  n<  (jp  —  q)  (i  +  2yy2iipq' 


J 


Insbesondere  aber  ist  für  P  = 
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1 

1 


y  =  0-4769 


setzen  wir  überdies  P  =  5^  =  ^,  so  verwandelt  sich  obige  ün- 
gleichheit  in  die  folgende: 

-  (0-6745  l/^.~l)<m-n<  +  (0-6745)/^  -  1). 
Es  ist  also,  wie  behauptet  wurde,  gleich  wahrscheinlich, 
dass  m  —  n  kleiner  oder  grosser  ist  als  0'61 45  YjJi —  1. 

Beispiel  zmn  Bemoalli'sclien  Theorem. 

54.  Die  günstigen  Fälle  für  Knaben-  und  Mädchengebur- 
ten  stehen  in  dem  Verhältnisse  18  m  17  \  wenn  nun  wahrend 
eines  Jahres  14  000  Kinder  geboren  werden,  welches  ist  die 
Wahrscheinlichheit  P,  dass  die  Zahl  m'  der  Knabengehurten 
7363  nicht  Oberschreitet  und  nicht  kleiner  ist  als  7037? 

A.  Oang  der  Rechnung.    Es  wurde  gefunden: 

Y 


¥' 


e-^dt  + 


0 

als  Wahrscheinlichkeit,  dass  m  —  Z  <  m'  <  m  +  /. 
Nachdem 

1-7  y--, 

so  ist 

Y  ==  --•— ,  daraus  ^  =     ^^    , 
y^mn  ^         y2mn 

Man  hat  also  folgende  Bechnung: 

log  ^  =  iQg  (^  —  (iQg  w  +  log  n  -f  log  2)  ^j. 

log  y  =  log  ^  +  log  Z (2) 

y  .  .  • 

Der    Ausdruck   für   P  kann   in    der   Form    geschrieben 

werden: 

P=0-{.  Ui"; (a) 

y 

0  =  ^—   l  e^^  dt  ist  auf  Grund  des  berechneten   y  aus  der 

y^J 
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Tafel  I.  zu  entnehmen.     Für 


hat  man  folgende  Rechnung: 

log  e^^  =  y^  log  e 

log  (log  er')  =  21ogy  +  log  log  e (2') 

log  e^'^  =  '  •  •; 
femer 

log  ?p-  =  log  I  —  log  ey^  —  log  y^  .     (3) 

^f  =  . . . 

Endlich  durch  Einsetzung  von  ^P"  und  O  in  die  Formel 
(a)  ergibt  sich  P. 

B.  Gegeben  sind  m  den  Knabengeburten, 

n  den  Mädchen geburten  günstige  Fälle. 

m  +  w  =  |it  =  14000, 
m   :   n  =  18:  17, 
m  +  w  :  m  =  35  :  18, 
14000  :  m  =  35  :  18, 
m  =  7200, 
n  =  6800. 
w  +  i  =  7363,    l  =  7363  —  m  ==  163. 
log  fi  =  4-14613,  log  2  ==  0-30103, 

log  »» '=  3-85733 ,  log  yx  =  0-24858 , 

log  »=  3-83251 ,  log   e  =0-43429, 

log  l  =  2-21219,  log  log  e    =  1-63778. 

C.  Wirkliclie  Ausrechniing. 
Formel  (1)  log  m  =  3-85733 

log  n  =  3-83251 

log  2  =  0-30103 
Summe  =  7-99087 

log  (i  =  4-14613 


Di£f.  =  4-15526 
2  Diflf.  ="2-07763 ^  ^ 


J 
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Formel  (2) 


Formel  (2') 


log  l  =  2-21219 


Summe  =  028982  =  log  y;      y  =  1-949. 

2  log  y  ==  0-57963 

log  log  e  =  1-63778 

=  log  (löge/); 


Summe  —  021742  - 

Formel  (3) 

log  e>"  —  1-64976 

log  y^_  0-24858 

Summe  —  1-89834 

log  1  —  2-07763 

Diff.  —  4-17929  = 

W  —  000015. 

Aus  der  Tafel 

0  —  0-99415, 

=  log  W] 


p  =  0-99430. 
Polsson's  Theorem. 

Yerallgemeinernng  des  Bernonlli'schen  Theorems« 

55.  i>i  •  •  •  Piti  mögen  die  Wahrscheinlichkeiten  eines  Ereig- 
nisses E  im  1,,  "  '  ^ten  Versuche  vorstellen,  ffi,  •  •  •  g^  die 
WahrscheinlichJceiten  des  entgegengesetzten  Ereignisses  F  im 
1,,  • ' '  (iten  Ver Stiche.  Wir  nehmen  an,  das  Ereigniss  E  sei 
in  ^  ==:  m  -]-  n  Versuchen  m-mal^  jenes  F  n-mal  eingetroffen; 
ferner  sei 


P  = 


Pi-\ hJP, 


i" 


Q 


Qi+":  +  a 


^'■ 


Es  kann  dann  mit  einer  der  Gewissheit  nahen  Wahrscheinlich- 
keit behauptet  werden,  dass  in  einer  sehr  grossen  Anzahl  ft  von 
Versicchen  annähernd 


P 


m  n 


und  es  gelten  diese  Gleichheiten  um  so  genauer,  je  grösser  ^; 
für  fi  =  oo  werden  sie  streng  richtig. 

Beweis.  Die  Wahrscheinlichkeit  Ui  für  das  m-malige  Ein- 
treffen von  ExmA  das  w-malige  Eintreffen  von  jF  in  ft  Versuchen 
ist  der  Coefficient  von  w"*«;«  in  dem  Ausdrucke  (Nr.  23) 

X  =  {py^u  +  ^1  ^)  •  •  •  {p^u  +  q^v)  =  Z  UiU'^v''. 
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Setzt  man 

was  ohne  weiteres  erlaubt  ist^  da  Ui  von  u  und  v  nicht  ab- 
hängt;  so  ergibt  sich 

wenn  m  —  w  =  i  genommen  wird;  es  ist  also 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e^**]/=^  dx  und  integrirt 
beiderseits  innerhalb  der  Grenzen  +  Jr,  so  wird 


7t  n 


/xe-'l^-»  Ax  =  üo  le-"y='^dx  +  Ui  /er-('-»)')/-»da;  + 


—  ft  —n  —  n 

n 


+  Vi  l dx  +  f/<+,  /c'»^(iE+ 


—  Ä 


Es  kann  nun  leicht  erwiesen  werden,  dass  die  sämmt- 
lichen  Integrale  der  rechten  Seite,  bis  auf  das  mit  Vi  ver- 
knüpfte, verschwinden;  denn  es  ist  allgemein 


n 


f...^>  a.-f^^.a.±y-  jß.  -«  .. 


—  TT 


=  —  sinma;     —   —  sin  ma:         -hV — ll  —  cosma:     —   —  cos'wa; 


2  

=  —  sin  niTt  +  0  =  0: 


ferner  hat  man 

n 


ß 


dx  =  2;r; 


n 


nach  diesen  Bemerkungen  reducirt  sich  obige  Gleichung  auf 


/ 


Z«r--'»^da;  =  2ÄÜ;-, 


—   111    - 

woraus 


7t 


2«y 


Ui^^  I  Xe-i'V^dx (A) 


—  n 


(a) 


Bestimmung  von  (X).  Die  Function  X  lässt  sich  wie 
folgt  transformiren: 

X  =  {p^u  +  q^v)  (p^u  +  q^v)  -  - ^Pf,u  +  q^v) 
=  {p,€^y^^-^q^e-'^y^'){p2e^y-^  +  q2e-'^y^^)  .•• 
(p.a-V=i  +  q,^^V^^)^{p^e'V-^  +  q,e~''y-^) 
=  l(Pi  +  ft)  cosa?  +  V— l(i)i  ~  ö'i)  sin  ic]  .  •  • 
[(i^i  +  2.)  cos  a;  +  }/—  1  (jp,-  —  g^)  sin  x]-" 

[(i>iu  +  g^*)  cos  X  +  l/—  1  (p^  —  g^)  sin  a;]. 
Setzt  man 

(Pi  +  g,)  cos  X  =  Qi  COS  q)A 

(pi  —  g.)  sin  x  =  Qisinfpij 

und  beachtet  dabei,  dass  pi  -|-  g^,  ==  1  ist,  so  ergibt  sich 

Qi^  =  cos^a: + (pi — qiY  sin^a;= cos^a:  +  [(pi + qtf  —  ipiqi]  sin^x 

=  cos* a;  +  sin^ a?  —  4p,g,sin*a;=  1  —  Apiqism^x    ...     (1) 

und 

P'  —  9.'  ' 
tg  9i=^^^,  tg^  =  (jPi  —  Qi)  tg:r  .  .  .  .       (2) 

Die  Formeln  (1)  und  (2)  bestimmen  die  neu  eingeführten 
Grossen  q  und  q). 

Führt  man  die  Substitutionen  (a)  auch  in  der  Function 
X  durch,  so  wird 

^  =  9i  (cos 9i  +  y^-i.  sin q>j) q^ (cos ^2  +  V—  1  sin q>^) 

•Q^  (cos  ffi,,  +  ]/—  1  sin  tpf,) 

Bedient  man  sich  der  Abkürzungen 


=  «/) 


9i  +  92  +  ;•  •  +  9f* 
so  nimmt  X  die  einfache  Gestalt  an: 

X  =  Yeyy^\ 

welche  den  Ausdruck  (A)  auf  die  Form  bringt: 


(b) 
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n 


Ui 


-/' 


--  /  reyv^c^("»-«)'>^-^rfa:=2— 


n 


(m-n)x)y=iö[a; 


—  7t 


—  TT 


=  j^/  Tcos[y  —  (m  —  n)x]clX'\'^^'   1  Tsin  [y  —  (w  —  n) a;] 


rfa;. 


—TT 


Der  imaginäre  Bestandtheil  der  rechten  Seite  verschwin- 
det; denn  zunächst  ist 


0 


—  n 


I  sin\y  —  (m — n)x]dx=  /...+  /=  —  /..._|-/.... 

-  jt  —  ft  0  0  0 

Formel  (2)  zeigt  aber,  dass  9,  mit  x  das  Zeichen  wechselt, 
folglich  thut  dies  auch  y  =  2Jg),;  dagegen  behält  Y  sein 
Zeichen  bei;  demnach  ergibt  sich  weiter 


7t 


n 


I  sin  [y—{m — n)x]dx=  —  i  sin[-'y+(m—n)x]d(—x)+  j  sin[y — (m — n)x)ii 
—Jt  ü  0 


0 

n 


==  —  I  sin [y  —  (m  —  w)ir]  dx-\-  l  sin  [y — {m—n)x]i3^ 
0  0 


=  0. 
Es  bleibt  also 

n 


n 


Ui  =  Y~  I  ^^^^[y — (nt—n)x]dx=-  I  Fcos[y — {m—n)x]dx 
—7t  0 


--/ 


7t 


Fcos  [y  —  {m  —  n)  x]  dx\ 


0 


die   Richtigkeit   der   letzten    Transformation   erhellt   daraus, 

dass  für  Werthepaare  wie   -    —  x  und  ^  +  ^    die    Function 

T  keine  Aenderung  erfährt,  während  die  beiden  übrigen 
Factoren,  cos  [y—  (w  —  n)  x^  und  t?rc,  blos  ihr  Zeichen 
wechseln;  die  Function  unter  dem  Integral  behält  also  für 
solche  Werthepaare  denselben  Werth,  woraus  hervorgeht,  dass 

die  Integration  von  0  bis  ^  dasselbe  ergeben  muss  wie  jene 


n 


von  —  bis  ITT. 
2 
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Y= 


1.  Bestimmung  von  Y. 
Es  war 

Jeder  der  Factoren  ist  kleiner  als  1;  umsomehr  wird  Y 
einen  als  1  kleineren  und  nur  für  sehr  niedrige  Werthe 
von  X  einen  merklichen  Werth  haben;  vernachlässigt  man 
daher  bei  der  Entwickelung  Glieder  von  der  vierten  Ord- 
nung an,  so  wird 

Qi  =  yi  —  4pi  qi  sin^  x  =  yi  —  A^pi  qiX^  ==  1  —  2pi  qi  a?, 

und 

l'  Qi  =  l'iX  —  SpeSe  x^)  =  —  2pi  qi  X^] 

demzufolge  ist 

l'  Y=:Ul'Qi=  -  x^  E2piqi, 

und  indem  man 

2:2piqi  =  2{p^q^+p.,q.,-\ hi^/^^^O  =  ^^^    •  •  (c) 

setzt,  wird  weiter 

=  —  x^  ftF 


l-  Y 


wobei  iLx^  =  z^,  also  x=  -^  genommen  wurde;  durch  üeber- 
gang  zu  den  Zahlen  ergibt  sich  schliesslich 

r=e-*'^'- 

2.  Bestimmung  von  y. 
Es  war 

y  =  Etpi  =  gj,  +  gjg  ^ f-  g?,,. 

Nun  ist 


(3) 


sin  q>i 


sm  X 

9i 


=  (j>i  -  Qi)  [x  —  jjil  -  2pi  qi  x^)- 


{Pi  —  Qi)  (^  --  t)  (1  +  ^P^Qix') 


9> 


=  {Pi  —  Qi)x  +  {Pi  —  qi)  {2piqi  -  -g)  a;^  ==  o, 
woraus 

arc  sin  ö  =  I  -;T=-_:?r=rr  =1(1  —  co^)   ^  dw 

Meyer,  Wahrsoheinliohkeitsrechnung. 


-/(' + ?) 


— j(7a  =  a,-|- 


6 


8 


L 
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=  {j?i  -  Qi)  ^  +  [{Pi  -  3.)  {^Pi  ^i-i)+l  (Pi  —  Qd^]^y 

oder,  indem  man  wie  oben  (p,-  —  q,)^  durch   1  —  4|),g,-   er- 
setzt: 

g>i  =  O.  -  qd^  +  (i>.-  —  Qd  [^Pi  3»  —  e  +  e  (^  ""  ^^'  ^'^l^ 

=  {Pi  —  Ö'i)^  +  3  PiQi  (Pi  —  Qd^' 
In  Folge  dieses  Ausdruckes  für  q)i  hat  man  jetzt: 

y  =  i;g)i  =  x£  (pi  —  qi)  +  a^^y  l>i ^f  (Pi  —  qd- 
Erinnert  man  sich  ferner  der  Beziehungen 
^Pi  =Pi+P2  -\ \-Pf^  =  l^P, 

und  bedient  sich  der  Abkürzung 

2  3  ^•^*  (P.  —  3»)  =  ^  *; (d) 

so  wird 

und  nach  Einführung  der  Variablen  z  =  x  Y^  : 

Bevor  wir  jedoch  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  Ui 
einsetzen,   berechnen    wir   uns   das    darin    auftretende    y  — 

(m  —  n)x.     Es  ist  nämlich 

y  —  (m  —  n)x  =  Yfi,  (p  —  Q)  ^  -\-  -,—  —  (tn  —  n) 


wenn  gesetzt  wird: 

woraus 

m  =  iip  —  ^;  n  =  ^q  +  ^^.    ...    (e) 


—     115     - 

Nach  Einsetzung  der  für  Y  und  y  —  (m  —  n)x  ge- 
wonnenen Werthe  in  den  Ausdruck  für  C/,  erhält  man,  wenn 
auch  noch  die  obere  Grenze,  der  neuen  Variablen  gemäss, 

in  —  Yfi  umgewandelt  wird: 

hz\  dz 


u^-if^'^'^'^'i^'y^'^'y^^ 


Yfi 


2  /^_A.. 


—  1«  i» 


cos  yyfi{g  +  hx^)]  d0 


0 


= r=  I  e""*''^'[cos(;8fy'fi5r)cos(ief')/fAArr^)  —  8in(^)/^(/)sin(;Sf)/ftAiz:^)]d;2f, 

0 

oder,  wenn  wie  oben  die  Potenzen  von  x   von  der  vierten 
an  unterdrückt  werden: 


Ui= =  /  r-*''*'[cos  (^l/^^)  —  sin(j2? "[/^  g)  ^Y^  hx^]  dz 


0 


2 

hz' 


^W^ I  ^*'''  ^^^^  (^  Vi^g)  -  ^  sin  (^)/|^  ^)lrf^. 

0 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Grössen  pi  und  qi  weder 

der  Null  noch  der  Einheit   nahe  liegen,  ^rd  h^  =  ^ 

[vergleiche  (c)]  keine   sehr  kleine  Zahl  vorstellen,  so  gross 
•auch  ft  sein  mag.    Daher  wird  der  Werth  von  e~*''*%  wenn 

8  '>  "YJi  geworden  ist,  unmerklich  sein,  und  unter  solchen 

Umständen  kann  die  von   —  Y^l  bis  oo  fortgesetzte  Integra- 

tion  auch  nur  eine  unwesentliche  Vergrösserung  von   Ui  zur 

Folge  haben.     Man  kann  daher  schreiben:  • 

oo  .  oo 

r7,=  -^  re'^'^'cos{zYiig)dz-^-  ß- ^' ^' sin (zY [ig)  is^  dz. 

0  0 

8* 


^ 
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Bestimmung  dieser  beiden  Integrale. 

Die  Auswerthung  des  ersten  Integrals  gelingt  durch 
Differentiation  nach  g  und  nachherige  Anwendung  der  theil- 
weisen  Integration,   wobei  noch  zu    beachten  ist,   dass  für 

g  =  0  der  Werth  des  Integrals  gleich  ~x-  wird;  man  erhält 
auf  diese  Weise  leicht. 


4*5 


1)  Je-  *'  '^  cos  {g^Vii  )di!^^ 

0 

Durch  Differentiation  dieser  Formel  in  Bezug  auf  g  wird 
weiter: 

(X> 


ß 


e-^" "''  z  •  sin  {gz  }/fÄ)  dz  ^  g^^  e  4*»; 


4.¥ 
0 

durch  nochmalige  Differentiation  in  Bezug  auf  Tc  ergibt  sich: 

oo  

0 

woraus-  endlich  folgt: 

oo  

0 

Substituirt  man  die  beiden  Werthe    1)   und  2)  in  die 
Formel  für  C/i,  so  nimmt  letztere  die  Gestalt  an: 

_.i/p' 

_ .  ^ '.- ß  4F  —  ^^ .  ^-y~r_~  1 8  —  ^-^  \p.  4 


Ui  =    -  -  .  '^.-e    4F- Q-7-ß-  (3  —  ^Je    4*^^ 


Bedient  man  sich  der  Abkürzung 
so  wird  schliesslich 


e-^ 


U.  =  T-U  -  -^-  (3  -  2  0^)1 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss 

E    m  =  fip  —  ^  =  ^  p  —  Jc&  Yii  mal 
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und  jenes 

F     w==|itp  +  ^  =  ^^  +  &® y^L  mal 

eintrifft. 

Erste  Anmerkung.  Für  ®  =  0  erlangt  Ui  seinen  höchsten 
Werth;  es  wird  nämlich 


die  Wahrscheinlichkeit  für  das  m  =  (ip  malige  Eintreffen  von  E 

und  das  w  =  fi  g' malige  Eintreffen  von  JP, 
daraus  folgt  dann      mm  =p  :  q. 

Zweite  Anmerkung.    Man  suche  die  Wahrscheinlichkeit^ 

dass 

E  m  =  ^  p  ^Jct  yji  mal 

und 

F  n  =  ^  q  ^kt  Yii  mal 

eintrifft 

Nimmt  man  S  einmal  gleich  —  t,  das  anderemal  gleich 

1 
+  ty  wobei  man  unter  t  ein  Vielfaches  von  T77^  zu  denken 

hat,  so  ist  die  Summe  der  Werthe,  welche  dabei  Ui  annimmt, 
die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  also 

kYiin 

die  Wahrscheinlichkeit, 

dass  m  eine  der  zwei  Zahlen  ^p  -j^^^YJ^ 

und    n     „       „       „         „        ^q±ktY]i. 
ist. 

Dritte  Anmerkung.    Man   suche  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  m  und  n  zwischen  den  Grenzen 

^p  +  u Ic Y^     und     fiq  ^ulc Y[i 
beziehungsweise  enthalten  sind. 
Wir  setzen 

Es  ist  dann 
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U,= 


U^ö+  Uö 


17-20  +   f4(J 


kyfiTc 

_2 
kyfin 

2_ 

ky^Tt 


dieWahrscheinlichkeit,  dass  m  =  ^p,    n=ftg; 


d* 


)> 


97 


,-(2(^)5 


;» 


?; 


n  = 
m  = 


fA2+2«i/ft; 


?? 


TT  I     rr  2        —{i6)^ 


V 


„    m=[ip-\-ldlc]^] 


Die  Summe  dieser  Grössen  ist  der  Ausdruck  für  die 
gesuchte  Wahrscheinlichkeit;  es  ist  also,  wenn  id  durch  t 
ersetzt  wird, 


u 


p  = 


+  .  ' 


V.- 


kyfin  ~     ky^n^^ 


d 


die  Wahrscheinlichkeit,    dass  m  zwischen  ^p  —  uJc]/^  und 
fip  -j-  uJc  Yfi  enthalten  ist. 
Nun  hat  man 

d  6  u 

OO  d  CX)  00 

nachdem  aber  S  sehr  klein  und    E  =  2^  -\-  E,   so    kann   E 

0  0  d  d 

durch  E  ersetzt  werden;  dadurch  wird 


0 


a 

cx) 

(X> 

Ee-^-  = 

^Et^'" 

Ee-'' 

Ö 

0 

u 

(a) 


Nach  Euler's  Summirungsformel  (Nr.  51)  ist 

oo 

u  ^ 


u 
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oo 


^  ^ß-^  dt  -  \e-'^\ 


u 


wenn  die  folgenden  Glieder  mit  Rücksicht  auf  ihren  geringen 
Werth  vernachlässigt  werden.     Für  w  =  0  wird 

0 

Durch    Einführung    der    für    die   Summen    gewonnenen 
Werthe  in  die  Formel  (a')  übergeht  diese  in 


u 


und  der  Ausdruck  für  P  verwandelt  sich,  wenn  man  gleich- 
zeitig — rrz  durch  S  ersetzt,  in 

oo 


OO 


.  ''-^f-' 


u 

OO 


-v^/-' 


i« 


Vierte  Anmerkung.    Es  wurde  gesetzt: 

sind  pi  und  g»  constante  Werthe  gleich  p  und  j,    so  wird 
einfach 

¥  =  2pq,        1c=y2^, 

und  die  letzte  Formel  verwandelt  sich  in  diejenige,  welche 
wir  beim  BernouUi'schen  Theorem  gefunden  haben. 

Die  letzentwickelte  Formel  drückt  die  Wahrscheinlichkeit 
auS;  dass 
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ftq  —  ldkY^<n<nq  +  ISkYfi, 
är,    iudein    man  ä   durch   seinen   Werth  yT/=  ersetitt,  die 
ihrscheinlichkeit,  dass 

(tp  —  l<m<iip-{-  l, 

(iq  —  l<  n  <(iq+-l, 
ir  endlich,  wenn  -  ^  X  gesetzt  wird,  die  Wahrscheinlich- 
t,  dass 

ä  -  -K  ■;  < « + ^• 

Poisson'e  Prohlem. 
56.  Eine  Grösse  A  ist  aller  zwisclien  a  und  b  gelegenen 
erthe  fähig;  die  Walirscheinlichkeiten  dieser  Wcrthe  sind 
(er  einando'  versdiiedea  hei  demselben  Versuche,  und  sie  an- 
■n  sich  überdies  von  einem  Versitche  lum  andern;  nach  fi  Ver- 
ität bestimme  man  1)  die  Wahrschänlidikeit  F,  dass  die 
mnie  der  Werfhe  von  A  einer  gegi^enm  Grösse  S  gleich- 
mne;  3)  die  Wahrsclieinlichkeit  II,  dass  diese  Summe  zwisclien 
ei  gegätenen  Grenzen  eingeschlossen  sei. 
LÖBang.  Wir  denken  uns  das  endliche  Intervall  von  a 
b  in  unendlich  kleine  gleiche  Intervalle  dg  getheilt  und 
zen 

adz  =  a,  ßdz  =  b; 

1  möglichen  Werthe  von  A  sind  dann 

adz,  (^a-\-l)da,---nds,---(ß~  1)  dz,ßdji!. 
Nun  seien  beziehungsweise 

pt\P2'^'\---p^:\--p't"KpT-^ 


I   Wahrscheinlichkeiten    dieser    Werthe    im    1.,   2,, 
rsuche. 
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Nimmt  mau  S  =  mdg  und 


a  a  a 

SO  ist  P=  ?7m. 


Da  Um  unabhängig  ist  von  t,  so  kann  t  =  e^V-^  gesetzt 
werden,  wobei  x  einen  endliehen  Werth  vorstellt;  nimmt  man 
überdies  ndz  =  Zy  so  wird 

a  a  a 

und  daraus  folgt  nach  dem  bekannten  Vorgange: 


=  f^»'  =  hß 


Xe—x^-'y-^dixäs) (a) 


—7t 

Die    Wahrscheinlichkeit,    dass    die    Summe    S=^mdz 
zwischen  zwei  Grenzen  ids  und  idz  oder  dass  die  Zahl  m 
•*  zwischen  den  Grenzen  i  und  i    enthalten  ist,  leitet  sich  hier- 
aus leicht  ab;  es  ist 

n 


77  =  ^  jXdixdg)  V,,,  e-"'(^''')'^=» 


(b) 


•7t 


Die  unter  diesem  Integral  auftretende  Summe  lässt  sich 

wie  folgt  schreiben: 

.1 

^^  m 

i 

^  ^ixdzV-ifl  _j_  fr-xdz}^^  _^  (j-2xdzy-i  _j 

, ^-(i'-i+i)xdzV::i.      . 

__  ß—ixdzy—i  _r ~~  ^ 

^-xdzV-i  _  ^ 

^—{i—l)xdzy~i_  ^—i'xdzY^^ 
^xdzV^^\_^ 
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g^a;d*}/=l  __  ^-\xdzV^ 


^  |/-1  \-iji''\-^)xdzy-l_-{i-\)xdzV^^ 


{^-^'-^-VxdzV-l  _    ^-{i-\)xdzV^^\ 


2  8in^(a;c22r) 

Nachdem  x  eine  endliche  Grösse  bedeutet,  so  kann  der 
Sinus  durch  den  Bogen  ersetzt  werden,  und  da  femer  i  und 
runendlich  grosse  Zahlen  vorstellen  müssen,  sollen  idz  und 

Vdß  endliche  Werthe  sein,  so  kann  —  gegen  i  und  %    ver- 

nachlässigt  werden;  dadurch  wird 

.^m  Xdz   \  )' 

i 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  (b)  unter 

Beachtung,  dass 

d{xdz) dx 

xdz  X  ^ 

und  dass  den  Grenzen  +^  ^^^  ^^^  j®^®  ib  T"  "^  i  ^^  ^^^ 
X  entsprechen,  und  indem  man  idz  durch  c  +  £,  idz  A^xrch, 
c  —  £  ersetzt,  so  übergeht  letztgedachte  Formel  in 

oo 

|/— 1     r^dx     ^cxY^\\  -^x^/^\  «a:V=^"| 


—  OO 

oo 


-/ 


dx    —cxV^^     .  . 

X —  e  sm  £0?; (c) 


— oo 
es  ist  dies  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  S  =  mdz 
der  Werthe  von  A  nach  ft  Versuchen  enthalten  ist  zwischen 
den  Grenzen  c  —  e  und  c  +  f. 

Zunächst  handelt  es  sich  um  einen  Ausdruck  für  X.  * 

Die  Wahrscheinlichkeit^^,     des  Werthes   ndz  =  z   von 

A  im  i*®^  Versuche  ist  eine  Function  von  z,  und  zwar  von 
unendlich  kleinem  Betrage,  vorausgesetzt,  dass  die  Anzahl 
der  möglichen  Werthe  von  A  unendlich  gross  ist;  man 
kann  daher 
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setzen  und  hat  folglich 

a 

und 

//;  (0)  dz  =  1. 

a 

Durch  diese  Bemerkung  wird 

6  b  b 

X  =  //;  (e)  de  (f'y-^  -Jf^  {z)  dB  ^'  ^- '•  •  •//;, {z)dz<f'y^\  (d) 

a  a  a 

Auf  Grund  der  Relationen 

h  b  6 

Jfi  iß)  dz  ef''^-^  =  ffi  (z)  dz  cos  xz-\'  {/—  ijfi  (z)  dz  sin  xz  (e) 

a  a  a 

ffi  (e)  dz  =  1 

a 

erkennt  man  leicht,  dass 

b  .  b 

Jfi  (z)  dz  cos  xz  <  1         und        ffi  (z)  dz  sin  xz  <i\y 

a  a 

und  dass  daher  gesetzt  werden  kann: 

b 

Jfi  {z)  dz  e^^y^^  =  Qi  cos  q>i  +  V^  Qi  sin  9),-  =  Qi  t^iy~^  (f) 
der  Ausdruck  für  X  nimmt  dadurch  folgende  Gestalt  an: 

^=  9i92"  Qfi  [ cos  ^i  ^i  +  V—  1  sin  2:»  9),- } • 

1  1 

Mit  den  Abkürzungen 

(>i  ^2  •  •  •  Q/ic  =  i^>         -^/9^i  =  y 

wird  weiter  ^ 


X  =  r(cos  y  +  >/—  1  .  sin  y)  =  Fe^V^; 
und  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Formel  (c): 


00 


^  =  i  /  Ye^y-'-)y-^  sin  £^  .  '^'' (g) 

—  CX) 

Man    überzeugt   sich   leicht,    dass    bei    einem   Zeichen- 
wechsel von  X  die  Function    Y  ungeändert  bleibt,   während 


n  Zeichen  ändert;  man  ersieht  dies  aus  den  Furmelo, 
le  sich  durch  Vergleichung  von  (e)  und  (f)  ergebeu, 
ich: 

Qi^  =  \ffi  (ß)  dz  cos  xz  \   +  \jfi  (z)  dz  sin  xs  \  , 

f^z)dz^mxz 
tg  qci  =  —^ —— ^    . 

ß,{z)dzco^xz 

Nun  kann  Formel  (g)  wie  folgt  zerlegt  werden: 

P  -  P° 

Yaoa{y  —  cx)  sin  f :c  ■  ^  +  ^-^  ^-jYam(i/  —  ex)  sin  sx-i 

>  — 30 

den  vorhin  gemachten  Bemerkaugen  ist  die  unter  dem 
«D  Integral  stehende  Function  ungerad,  dasselbe  ver- 
indet  also  mit  Rücksicht  auf  seine  Grenzen;  d^egen 
iie  Function  unter  dem  ersten  Integral  gerad,  die  In- 
,tion  von  —  oo  bis  0  ergibt  daher  dasselbe  wie  jene 
0  bis  -{-  oo:  es  bleibt  also 
oo 
n=^  J'Ycob  (y^  ex)  Sinex  ^ (h) 

Zum  Zwecke  der  Ausführung  dieser  Integration  ist  die 
ittelung  von  Näherungswerthen  für  Y  und  p  nothwendig. 
1,  Berechnung  von  Y. 
Zunächst  ist  klar,  dasa  pi  <  1  ist.     Denn 

pi*  =   Jfi  {z)  dz  cos  a:«     -f"    fft  (ß)  dz  sin  xz 
)  ds  cos  xzffi  (z')dz'  cos  xz  + //<  (ß)  dz  sin  xzjfi  (z)  d/  sii 
[z)  fi  {z')  dz  dz'  cos  x{z-  z)  <JJfi  {z)  fi  {/)  dz  dz 

=jn{z)dzjn(z')dz'=\. 

a;  ^  0  ist  pi  =  1. 
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Hieraus  folgt,  dass  für  ein  sehr  kleines  x  der  Ausdruck 
Y  =  Q^  Q^  * '  '  Q^  einen  unmerklichen  Werth  annehmen  wird, 
dass  man  daher  die  höheren  Potenzen  von  x^  mit  der  vierten 
angefangen,  wird  vernachlässigen  dürfen;  dann  ist 


cos  xz  —  1 g— , 

sin  xz  = 

} 

folglich 

1 

I. 

• 
• 

0                                                      o 

QiCOsg)i —  1  fi{z)d0cosxz —  ifi{ß)dz\l 

a                                         a 

x^z^\ 

b 

-=Jniz)dz- 

a 

-fmdz^f 

a 

dz—  1 

^7.' 
2    ^^^ 

wenn 

h'  =  ß'  fi  («)  dz 

ff 

gesetzt  wird. 

ferner 

» 

Qi  sin  tpi  = 

0 

="  ifi  iß)  dz  sin  xz 

a 

b 

—  Ifi  {^)äz  (xz  — ' 

a 

Z^Z^\ 

6 ; 

b 

—  ^  l ^fi{^)dz- 

a 

a    • 

fi  (^)  ^^ 

—  xhi  — 

6   *••' 

wenn 

b 

6 

- 

ft,. 

—  Jzfi(z)dz, 

h"  = 

=J^fi{z)dz 

a 


genommen  wird. 

Daraus  ergibt  sich,  immer  bis  auf  Glieder  mit  der  dritten 

Potenz  von  x  einschliesslich  gerechnet, 

^i  cos^  9>i  =  1  —  x^hl^  Qi^  sin^  q)i  =  ci?h?, 

also 

wobei 

A/j  —  A/j   =  Zhi, 

Nimmt  man  beiderseits  hyperbolische  Logarithmen,  so 

wird 

2Z .  9,  =  Z .  (1  -  2hiX^)  =  -  2hia? 

l»  Qi  =  —  hi  x^, 
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woraus  weiter  folgt 


Z  •  r  =  2:,-  Z  •  9,  =  —  0^  Zi  hi  =  ~  ^hx^, 


indem  gesetzt  wird: 


/' 


Uhi  =  ftÄ, 


so  dass 


Ä  = 


K+h-i y-^/u 


1  /^ 

Durch  Uebergang  zu  den  Zahlen  erhält  man 

und  damit 

00 


2    /* 

n  =  —  I  e—^^'^''  sin  hX  co8(t/  —  cä;) 


dx 

X 


(b) 


0 


2.  Berechnung  von  q)i  und  y. 

Aus  der  schon  früher  gewonnenen  Näherung 

h 

9/  sin  q)i  =   I  fi  (js)  dz  sin  xz  =  rci,-  — —  hi 


u 


ergibt  sich  mit  Benützung  des  oben  abgeleiteten  Näherungs- 
werthes  für  (>/ 


X  K-  —  K 


sm  g)i 


Qi 


-  =  ^-5V')(l+M') 


Setzt  man  für  den  Augenblick  sin  q>i  =  v,  so  folgt  dar- 

lUS 

r  dv        r    f      v^\  *^ 

9,  =  arc  sin  v  =j  y£^ri^=J  ^»'(1  +  YJ  =  »'  +  T 
=  smy,-  +  —  sm^ 9),- =  r»Ä,  ~  l^"6"  ""  "  i~  +  T"/ ^  +  y ^'^'^ 


wenn  noch 


t  t    1         I        »     

"6  3~    '    T"'^'' 


genommen  wird. 

Bei  der  Bildung  von  y  werden  wir  auf  Summen  stossen, 


[  ,•.- 
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für  welche  wir  im  Vorhinein  Abkürzungen  einführen  wollen ; 
wir  setzen  nämlich 

Zi  ki  =  fik,  Zi  Qi  =  ft^; 

1 

es  wird  dann 

^  fX  [J. 

y  =  Zi  q)i  ==  X  UiJci  —  oc^ Z^iQi  ==  jikx  --  ^gx^ 
111 

und 

y  —  ex  =  ((iJc  —  c)x  —  iigx^, 
also 

cos  (y^cx)  =  cos (iik  —  c)x  •  cos  ^gx^-^-  sin  ([iJc — c)x  •  sin  fi^rc^ 

=  cos(ftfc  —  c)a:  +  (igx^  sin  (^Jc  —  c)Xj 

wenn  man  immer  die  Potenzen  von  x  von  der  vierten  an 
vernachlässigt. 

Dies  in  den  letzten  Ausdruck  für  77  eingesetzt,  gibt 

77=—  I  e~^ '**'' sin crc •  —  { cos {^k  —  c)x  +  i^9^^ sin (^ik  —  c)x\.,  (1) 

0 

als  Wahrscheinlichkeit,  dass  S  zwischen  c  +  £  enthalten  ist. 
Wird  nun  c  =  ^k  genommen,  so  vereinfacht  sich  der  obige 

Ausdruck,  es  wird 

cx> 

77=  ^  /V/'Ä^'sin^a:.— (m) 

0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  in  ft  Versuchen 
beobachteten  Werthe  von  A  zwischen  den  Grenzen  ^k  -\-^a 
liegt. 

Um  integriren  zu  können,  setzen  wir 

|2  =  ^hx^y        d^  =  y^h  '  dx,  sx  =  -^ 

Yfi  h    - 

und  erhalten 

CX) 

1  r^.  „.„   s^    di 


"=ij- 


sm  — =  '  ~z- (n) 

0 


Von  der  bekannten  Formel  (Nr.  55) 

■^«  cos -^=  (ig  =  4- >^«    *"* 


J 


0 


L 


r 


i 


i. 
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/In 

ausgehend;   erhält  man  durch  Multiplication  mit  — =-r     und 
nachherige  Integration  innerhalb  der  Grenzen  «{;  = 


da 


C  %  fe-"  cos  4L  dl  =  i-  >^  A'J^ 

M  \i  0 


Ü  0  U 

nachdem   links    die  Integration   in  Bezug    auf  a  ausgeführt 
worden,  hat  man  weiter 

e   *   sm  -  -^  •  -r-  =     \ /  e  *^'*  da, 

Ylih     5  2>^   / 

0  0 

Bei  der  Substitution 

^  =  t\  da  =  2  Yiih  dt 

entsprechen    den   früheren  Grenzen  a  f     nunmehr  die  Gren- 


2yiuh 


=  u 


iz  y  Uli 
und  die  vorhergehende  Gleichung  übergeht  in 
0 

OO  u  u 

fe-^'  sin  4_L  ^  =  -^^  /"^-'^  2y/:Äd^  =  -^n  fe-'^dt 

J  VfjLh  6      2y[jLhJ         ^  ^  ^  j 

0  0  0 

po 
=  y^  (y  |/ir  —  /e-''  cZA 


OO 


=  \  —  -^%i^^'dt. 


u 


Das  linksstehende  Integral  ist  dasjenige,  welches  in  der 
Gleichung  (n)  aufgetreten  ist;  ersetzt  man  es  dort  durch 
seinen  Werth,  so  ergibt  sich 

u  OO 

77  =  -4  fe-'"  dt=l—    %  fe-'"  dt  ...  ,    (o) 


u 
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als  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  5  der  in  einer  grossen 
Anzahl  [i  von  Versuchen  beobachteten  Werthe  von  Ä  zwi- 
schen den  Grenzen 

s 

oder  dass  der  Mittelwerth  —  der  beobachteten  Werthe  zwi- 
sehen  den  Grenzen 

enthalten  ist. 

Ertheilt   man   dem  u   einen   nicht   sehr   beträchtlichen 

Werth,  so  wird  — pr-^  sehr  klein,  —  unterscheidet  sich  nur  um 

ein  Geringes  von  i;  für  w  =  3  wird  77=  1  —  0000022091, 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  jene  Grenzen  eingehalten  wer- 
den, steht  also  der  Einheit  sehr  nahe. 

Zur  Erklärung  dieses  Resultates  suchen  wir  die  Bedeu- 
tung von  jfc.    Wir  setzten 

6  b    fi 


a 

b 


=fifie)d0; 


bei  dieser  Transformation  wurde 

i/.  (/)  dz 

m  dz = ^—^ 

genommen;  f{z)dz  bedeutet  also  die  mittlere  Wahrscheinlich- 
keit des  Werthes  z  in  allen  Versuchen,  mithin  h  die  Summe 
aller  möglichen  Werthe  der  beobachteten  Grösse,  jeder  dieser 
Werthe  mit  der  ihm  zukommenden  mittleren  Wahrschein- 
lichkeit multiplicirt. 

Das  Resultat   unserer  Untersuchung  besagt  also,  dass, 

er 

indem  —  für  h  genommen  wird,  der  dabei  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit  77  zu  fürchtende  Fehler 

Meyer,  Wahnoheinlichkeitsrechnang.  9 


n 
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beträgt;  da  u  nicht  gross  genommen  zu  werden  braucht,  um  77 
der  Einheit  sehr  nahe  zu  bringen,  so  lässt  sich  das  Ergeb- 
niss  folgendermassen  formuliren: 

Bedeutet  k  die  Stimme  aller  Producte,  welche  man  erhält^ 
indem  man  jeden  der  möglichen  Werthe  einer  Grösse  A  mit 
seiner  mittleren  WahrscheinlicMeit  multiplicirt,  so  kann  be- 
hauptet werden:    1)  Man  hat  immer  eine  der  Gewissheit  sdir 

nahe  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Mittelwerth  —   von   A 

^     S 
sich  sehr  wenig  von  k  unterscheidet     2)  Die  Differenz k 

vermindert  sich  beständig  in  dem  Masse,  als  f*  wächst,  und 
wird  Null,  wenn  f*  unendlich  gross  geworden  ist 

Anmerkung.     Der  Werth   von  —  nähert  sich  beständig 

der  Abscisse  des  Schwerpunktes  der  Fläche,  welche  von  der  Curve 

fj, 

der  Abscissenaxe  und  den  den  Abscissen  a  und  b  entsprechen- 
den Ordinaten  begrenzt  wird. 

Aus  der  Beziehung 

b 


Sfi  {z)  de  =*=  1 


folgt  nämlich 

h  b 


Cyä^  =  Cj  ^fi(dz)  d0^^  ß{z)dz+---+ p,{0)dJ[^^^='\. 


a  a 


Der  Ausdruck  für  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  ist  aber 

b 

fzydz 


^1  = 


b 
fydz 

a 

für  unseren  Fall  also 

b  ^  b 

a  a 

was  behauptet  wurde. 
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lY.  Oapitel. 

Von  der  mathematisclieii  Hoffnnng. 


57.  Definition.  Die  mathematische  Hoffnung  ist  das  Pro- 
dud  am  dem  erwarteten  Gewinn  mit  der  Wahrscheinlichheit 
ihn  zu  erlangen.  Man  nennt  sie  auch  die  Erwartung  oder  den 
Vortheil  des  Spielers. 

Tritt  an  die  Stelle  des  Gewinnes  ein.  Verlust,  so  be- 
zeichnet man  das  ähnlich  gebildete  Product  als  mathemati- 
tische  Furcht  oder  als  Nachtheil  des  Spielers.  In  die  Rech- 
nung werden  diese  Producte,  Hoffnung  und  Furcht,  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  einzufuhren  sein. 

Bezeichnen  daher  p,  Piy'*'Pi  die  auf  die   Gewinne  g^ 

ffif  '  '  '  9i  ^^^  ^7  Q.X}' ' '  ^i   ^i®    ^^f  d^®  Verluste  h^h^,' '  -  Tci 
bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten,  so  ist 

E  =  P9+Piffi-\ bPi9i  —  i^^  +  iiK-i bQi  h) 

der  Ausdruck  fiir  die  mathematische  Erwartung. 

Sind  die  Gewinne  g^' ' '  gi  erst  nach 

9^,  •  •  •  ni  Jahren   zahlbar,    so    müssen 
sie  auf  ihren  gegenwärtigen  VS^erth  reducirt  werden. 

Wenn  r  den  Jahreszins  von  1  und  y,  •  •  •  y»  die  gegen- 
wärtigen Werthe  von  gf,  •  •  •  gf»  bezeichnen,  so  hat  man 

g  3i      . 

Y  = r ,  '  *  '  Vi  = —  7 

(l+r)«'  ^  {i+rp 

und  der  gegenwärtige  Werth  der  mathematischen  Hoffiiung  ist 

E  =  yp  -{- 1-  ViPi  =  — — h  •  •  •  H '—^  •  •  •    (a) 

Verpflichtet  sich  eine  Person  A,  einer  andern  Person 
B  nach  nf  *  '  •  ni  Jahren  die  Summen  ^,  •  •  •  ^t  zu  zahlen, 
welche  von  Ereignissen  abhängen,  deren  Wahrscheinlichkeiten 
p,  *  '  *  Pi  sind,  so  muss  A  heute*  den  Betrag 


an  B  entrichten,  wenn  E  positiv,  .^   erhält  dagegen  diesen 

Betrag  von  B,  wenn  E  negativ  ist. 

9* 
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58.  Tlieorem.  Es  sei  g  ein  Gewinn  y  welchen  die  Perso- 
nen Ay  B,  C, '  - '  zu  erwarten  haben  mit  den  Wahricheinlvch- 

keiten  p,  q,  r  •  •  •,  so  dass  l>  +  ä'  +  »"H =  1.    Ängenom- 

ineHy  sie  kommen  überein,  den  Gewinn  g  unter  sich  zu  theilen, 
bevor  das  Loos  entschieden,  so  muss  die  Theilung  im  Verhält- 
nisse der  Zahlen  p,  Q,  f,-  -  •  erfolgen,  so  also,  dass  der  Theil  für 
A  gleich  pg,  jener  für  B  gleich  qg,  jener  für  C  gleich  rg 
tvird,  u.  s,  w. 

Beweis.  Wir  setzen  voraus,  dass  unter  der  Gesammt- 
zahl  m  der  Fälle,  deren  jeder  gleich  leicht  den  Gewinn  g 
herbeiführen  kann,  a  dem  A,  b  dem  B,  c  dem  C  u.  s.  w. 
günstig  sind;  es  ist  dann  klar,  dass  der  Antheil  jeder  Per- 
son proportional  sein  muss  der  Anzahl  der  ihr  günstigen 
Fälle,  so  zwar,  dass,  unter  x,  y,  z,- '  -  die  bezüglichen  An- 

theile  von  A,  B,  C,  -  •  -  verstanden, 

a 
X  :  g  ^=  a  :  m,       woraus       x  =  —  g, 

y:g  =  b:m,  „  y  =  m^> 

z:g==c:m,  „  ^  =  ^9^ 


Nun  sind  aber  — ,    — ,    — ,   •  •  •  die  respectiven   Wahr- 

scheinlichkeiten,    dass   A,   B,   (?,•••  gewinnen  werde;   der 
Satz  erscheint  also  bewiesen. 

Zusatz  L  Die  Summe  der  Antheile  gibt  den  ganzen 
Gewinn;  denn  es  ist 

Zusatz  IL  Die  vorangehende  Regel  dient  auch  dazu, 
die  Einsätze  der  Spieler  zu  bestimmen,  die  ebenfalls  den 
Wahrscheinlichkeiten  des  Gewinnens  proportional  sein  müssen. 

Zusatz  III.  Sind  p  und  q  die  Wahrscheinlichkeiten  des 
Gewinnens,  a  und  ß  die  Einsätze  der  Personen  A  und  B,  so 
muss,  jp  +  g  =  1  vorausgesetzt,  die  Beziehung  stattfinden: 

p:q  =  cc:ß,  pß  =  qa (1) 

In  einer  billigen  Wette  müssen  also  die  mathematischen 
Hoffnungen  der  beiden  Gegner  einander  gleich  sein. 
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Beispiel.  Es  sei  p  die  Wahrscheinlichkeit  für  den  Ein- 
sturz eines  Gebäudes,  v  der  Werth  desselben,  x  die  zu  zah- 
lende Versicherungsprämie,  so  sollte 

vp  =  x(\  — p) 

sein.  Nachdem  aber  die  Prämie  im  Vorhinein  gezahlt  wird 
und  verloren  geht,  was  auch  eintreflFen  mag,  so  ist 

vp  =  x{l  —  p)  -{-  X 

zu  setzen;  in  dieser  Weise  werden  die  Versicherungsprämien 
festgestellt,  allerdings  abgesehen  von  den  Kosten  und  dem 
Gewinn  der  Versicherungsgesellschaft. 

« 

59.  Erstes  Problem.  Bas  Eintreffen  eines  Ereignisses  bringt 
einen  Gewinn  v,  sein  Nichteintreffen  verursacht  einen  Verlust 
f*;  eine  Person  A  erwartet  das  Eintreffen  einer  Anzahl  s  von 
ähnlichen  Ereignissen,  die  untereinander  völlig  unabhängig 
und  gleich  wahrscheinlich  sind ;  wie  gross  ist  ihre  mathematische 
Erwartung? 

Lösung.  Es  bezeichne  q  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Eintreffen  eines  jeden  der  Ereignisse,  1  —  q  die  Wahr- 
scheinlichkeit seines  Gegensatzes.     Wird 

gesetzt,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  s  Versuchen 
i  der  erwarteten  Ereignisse  eintreffen, 

der  Gewinn  von  A  beträgt  in  diesem  Falle  iv,  sein  Verlust 
ist  (s  —  i)/LC.     Wir  setzen  daher 

iv  —  (s  —  i)ii  ==  ^i  =  i(y  +  ft)  —  Sfi] 

es  ist  dann: 

Ili^i  die   dem   Eintreffen    von  i  Ereignissen   entsprechende 

Erwartung  von  J.;  also 
/ZiZ/j  die  dem  Eintreffen  eines  der  Ereignisse  entsprechende 

Erwartung, 
iZj^2  die  dem  Eintreffen  von  zwei  Ereignissen  entsprechende 

Erwartung, 


L. 
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n^^g  die  dem   Eintreffen    von  s  Ereignissen  entsprechende 

Erwartung; 
da  die  einzelnen  Ereignisse  unter  einander  unabhängig  sind 
und  in  s  Versuchen  0,  1,  2,  •  •  •  s  derselben  eintreffen  können, 
so  ist  die  gesammte  Erwartung 

Zur  Bestimmung  der  letzten  Summe  führt  die  Identität 
mit  Rücksicht  auf  dieselbe  kann  nämlich  geschrieben  werden: 


/S'ir(fc^'V(i-2)-- 


%\{s — »)!     ^  ^         ^' 


dt 


<=i 


l  dt  i<=i 


=  {«?[?<+ (l-2)]'-')<=,  =  S2. 
Demnach  wird 

Die  fragliche  Erwartung  ist  also  der  Anzahl  der  erwar- 
teten Ereignisse  proportional. 

Man  wäre  zu  demselben  Resultate  übrigens  auch  durch 
folgende  einfache  Betrachtung  gelangt:  Für  das  einzelne 
Ereigniss  ist  der  Gewinn  v  mit  der  Wahrscheinlichkeit  q 
zu  erwarten,  der  Verlust  fi  mit  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  q 
zu  befürchten,  die  Erwartung  beträgt  also  qv  —  (1  —  q)^. 

Da  jedes  Ereigniss  von  den  übrigen  unabhängig  ist,  so 
verschafft  jedes  für  sich  diese  Erwartung;  die  gesammte,  von 
s  Ereignissen  herbeigeführte  Erwartung  ist  daher 

N=s{qv  —  {\—q)iL]' 

Für  qv  =  {\  —  q)iiL  wird  ^=0,  die  Person  A  befindet 
sich  weder  im  Vortheil  noch  im  Nachtheil;  für  qv  < 
(1  ■—  g')ft  wird  ^  <  0,  der  Person  A  erwächst  aus  der  ganzen 
Erwartung  ein  NachtheiL 

60.  Zweites  Problem.  Unter  den  gleichen  Voraiissetgungen 
tvie  vorhin  suche  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Bein' 


j 
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gewinn  der  Person  A  (nämlich  der  um  den  Verlust  verminderte  Ge- 
winn) zunschen  zw^  gegebenen  Grenzen  eingeschlossen  ist,  wenn 
man  s  sehr  gross  voraussetzt 

LöSTing.  Für  das  i-malige  Eintreffen  des  fraglichen  Ereig  - 
nisses  oder  den  Reingewinn  ^i  wurde  die  Wahrscheinlichkeit 

iJ.  =  .,/^    ■,  qi  (1  —  g)-* 

gefunden. 

Für  i  ^==  qs  erlangt  dieser  Ausdruck  seinen  grossten 
Werth,  indem  er  zum  maximalen  Gliede  der  Entwicklung 
von  (2  +  1  —  Oy  wird,  welches  wir  mit  Mi  bezeichnen 
wollen;  dem  BemouUi'schen  Theorem  zufolge  ist 


Z.I  V^J  1^28^2  (1-3)'    V        1/252(1-3)/  ^  ^ 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl  der  eintreffenden 
Ereignisse  zwischen  i  +  ?  =^  g^s  +  ?  oder  der  muthmassliche 
Gewinn  zwischen  ^,-  -|- 1  und  ^i  _  i  enthalten  ist. 

Aus  dem  vorigen  Problem  ist  bekannt,  dass  beim  Ein- 
treffen von  i  Ereignissen  die  Person  Ä  den  Reingewinn 

^i  =  i  (v  -{- 11)  —  Sil 
erzielt;  für  i  =  qs  wird 

Ji  =  s{qv  —  (1  —  q)ii}', 
ferner  erhält   man  durch  Vertauschung  von  i  mit  qs  —  Z, 
dann  mit  qs  +  l: 

Ji-i  =  s{qv  -  (1  -3)^}  —  K^  +  /*); 
Ji^i  =  s{qv  -  (1  —3)^}  +Hv-\'  (i), 

und  die  Formel  (a)  gibt  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  an, 
dass  diese  Grenzen  den  Reingewinn  der  Person  Ä  ein- 
schliessen. 

Um  die  Resultate  besser  deuten  zu  können,  setze  man 


l=^r  yT,         woraus         y  = 


r 


y2g(i-3)' 

es  wird  dann 


=  )Ä/ 


>^^^^^       f^TÜ^) 


e-^dt  + 


y28nq(l-q) 
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die  Wahrscheinlichkeit;  dass  der  Reingewinn  von  A  zwischen 
den  Grenzen 

sWv-0^-q)l^]±ryJ(y  +  iC) (2) 

enthalten  ist. 

Das  zweite  Glied  der  Formel  (1)  kann  seines  geringen 
Betrages  wegen  vernachlässigt  werden. 

Erste  Anmerkung.  Ist  qv>  {\  —  q)^,  so  wächst  der 
Gewinn  mit  s. 

Zweite  Anmerkung.     Das   erste   Glied  der  Formel   (2)* 

wächst  proportional  mit  s,  das  zweite  proportional  mit  ]/s; 
das  Intervall  der  beiden  Grenzen  vergrössert  sich  und  es  wird 
immer  wahrscheinlicher,  dass  dieselben  den  Reingewinn  ein 
schliessen. 

Wird  s  unendlich  gross ,  so  wächst  auch  der  Gewinn 
über  alle  Grenzen  und  wird  gewiss. 

Daraus  schliesst  man,  dass  für  einen  grossen  Werth  von 
s  der  Reingewinn  mit  sehr  grosser  Wahrscheinlichkeit  nur 
unmerklich   von   dem  Betrage  s{qv  —  (1  —  q)ii}    abweicht. 

61.  Drittes  Problem.  Unter  den  gleichen  Voraussetzungen^ 
wie  sie  dem  vorangelienden  Problem  zu  Grunde  lagen,  nehmen 
wir  an,  dass  die  WährscheinlichJceiten  der  s  Ereignisse,  ebenso  die 
mit  ihnen  verknüpften  Gewinne  und  Verluste  verschieden  sind; 
es  ist  die  WährscheinlichJceit  zu  suchen,  dass  der  Beingewinn 
zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  eingeschlossen  sein  wirdj  wenn 
man  s  sehr  gross  voraussetzt 

Lösung.  Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  kann  man 
von  den  Verlusten  ^,  welche  durch  das  Nichteintreffen  der 
Ereignisse  verursacht  werden,  absehen;  man  kann  nämlich 
zu  dem  Gewinn,  welchen  das  EintrejQfen  eines  jeden  Ereig- 
nisses herbeiführt,  den  Verlust  hinzufügen,  welcher  durch  sein 
Nichteintreffen  veranlasst  wird,  und  von  dem  so  erhaltenen 
Gesammtvortheil  die  Summe  der  Verluste  in  Abzug  bringen. 

Dass  dieser  Vorgang  richtig  ist,  erkennt  man  augen- 
blicklich aus  der  Identität 

2:[qiVi  —  (1  —  q^  |x,}  =  i:qi  {vi  +  |x,)  —  IJ/«-.-, 

in  welcher  den  einzelnen  Buchstaben  die  ihnen  früher  unter- 
legten Bedeutungen  zukommen.     Es  sind  nämlich 


J 
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qi  '  ' '  ^s  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Eintreffens, 

Pi  * '  'Pa  die  Wahrscheinlichkeiten  des  Nichteintreffens  der  s 

Ereignisse, 
v^'  •  *  Vs  die  mit  ihrem  Eintreffen  verknüpften  Gewinne, 
[ii ' ' '  (la  die  durch  ihr  Nichteintreffen  verursachten  Verluste. 
Setzt  man 

so  ist 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Reingewinn  den  Betrag  m 
erreicht. 

Wird  in  dem  Ausdrucke  für  X  m  mit  i  +  ?,  m^*  mit 
^v^tüY^^i  ^^  g^  ^^  vertauscht,  was  erlaubt  ist,  nachdem  Um 
von  den  v  nicht  abhängt,  so  nimmt  derselbe  die  Gestalt  an: 

=  C/o  +  •  •  •  +  ?Zl  +  ,  e(^  +  ')-^  H 

Durch  Multiplication  mit  ö-(^  +  Oß>v^  ^ß,  mij  Integra- 
tion innerhalb  der  Grenzen  +  ^  ergibt  sich  weiter 


n 


fXe-(^  +  '^'"y-^dc3  =  2n  UL  +  ,  =  2nP, 


—  TT 


woraus 


P  = 


2^J- 


Xe-(^+o«>^t;(ö 


—  TT 


iTcJ 


Xe-i^V^ie-i"'V=idci) 


(a) 


folgt.    Nun  ist  aber 

^  ==  ^  (i>.-  +  3.-  e'« ""  »^O  =  ^  ((1  -  «.  (1  - «"'  "''^*))' 


daraus 


l'X 


^'«•{l-«^! 


Vv  ft) 


e*^» 


V=^)\ 


-     138 
somit  ist  weiter 


EqiVi  —  L 

K  1 


CD«' 


ioY=i-\Eq,{\^q^vi 


Nimmt  man  L  =  UqiVi,  so  verschwindet  das  erste  Glied 

1 

der  rechten  Seite  und  es  ergibt  sich 


ofl    * 


*  2 

ist  5  sehr  gross^  so  gilt  dies  auch  von  der  Summe  EqiPiVi, 

1 

welche  gleichfalls  von  der  Ordnung  s  ist,  und  man  kann  im 
Exponenten  die  höheren  Potenzen  von  o  von  der  zweiten 
an  vernachlässigen;  dadurch  wird 


n 


e  ^  1 


— Ä 


Mit  demselben  Rechte,  weil  nämlich  die  Exponential- 
grosse  für  höhere  Werthe  von  o  einen  unmerklichen  Werth 
annimmt,  können  die  Grenzen  bis  +  oo  ausgedehnt  werden; 
es  ist  dann 


-^/' 


,2   « 


da  e  ^  1  (b) 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Summe  der  Gewinne  gleich 

8 

^qiVi  +  l  ist. 
1 

Die  Integration  des  Ausdruckes  (b)  gelingt,  indem  man 
den  Exponenten  von  e  zu  einem  Quadrate  ergänzt.  Sei  für 
den  Augenblick 

Zpi  qt  V?  =  a, 
1 

so  kann  geschrieben  werden: 
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d(D 


«    .    L  1/2^   ^      ^    2  J 


restituirt  man  für  a  seinen  Werth,  so  ist  weiter 


y^nZ^iPiv] 


2-2^V/i (c) 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Gewinn  2JqiVi  +  l  beträgt. 

1 

Zur  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Ge- 

s 

winn  durch  die  Grenzen  Upi  Vi  +  l  eingeschlossen  wird,  hat 

man  den  Ausdruck  (c)  mit  dl  zu  multipliciren  und  zwischen 
den  Grenzen  +  ?  zu  integriren;  dadurch  ergibt  sich 


^"77~7~~^  /  ^   4'*'''''^' 


y2nZ!q.py. 


—i 


Y'^nZaiViv] 


e    22q^p^v]dl (d) 
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Die  Formel  vereinfacht  sich,  wenn 


l=^ry2£qiPiV*i,    dl  =  dry2  SgipM 


gesetzt  wird;  man  erhält  dann 


"'¥' 


e-'^dr 


0 

als    Wahrscheinlichkeit,    dass    der    Gewinn    zwischen    den 
Grenzen  

L±l  =  kqiVi±  ry2  ^qiPiv] 

enthalten  ist. 

Nach  der  Art,  die  Verluste  in  Rechnung  zyi  ziehen^ 
welche  zu  Beginn  der  Lösung  erklärt  wurde,  hat  man  in 
dem  Ausdrucke   für  L   i/,-  mit  vi  +  ^,-  zu   vertauschen   und 

hierauf  S  (li  abzuziehen;  sodann  ist 
1 


"-¥' 


er-'-'dr (e) 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Reingewinn  zwischen 


1  1      ~"     r       1 


oder  zwischen 


V' 


enthalten  ist. 

Daraus  schliesst  man: 

Wenn  qiVi>  (1  —  g,)  /it,,  wenn  also  die  mathematische 
Hoffnung  bei  dem  einzelnen  Ereigniss  die  Nulle  übersteigt, 
so  wächst  der  Reingewinn  mit  der  Vervielfachung  der  Er- 
eignisse, da  das  erste  Glied  der  Formel  (f)  von  der  Ord- 
nung s,    das   zweite    blos  von  der  Ordnung  yT  ist,  und  er 


J 
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wird  unendlich  gross  und  gewiss^  wenn  die  Zahl  der  Er- 
eignisse unendlich  wird. 

Im  vorliegenden  Problem  wurde  die  Wahrscheinlichkeit 
des  Reingewinns  berechnet,  welcher  aus  einer  Anzahl  ein- 
facher und  von  einander  unabhängiger  Ereignisse  hervorgeht; 
wir  gehen  jetzt  daran  die  Wahrscheinlichkeit  des  Vortheils 
zu  bestimmen,  der  aus  der  Wiederholung  eines  Ereignisses 
entspringt,  welches  auf  mehrere  verschiedene,  Gewinne  oder 
Verluste  verursachende  Arten  zu  Stande  kommen  kann.    ' 

62.  Viertes  Problem.  Eine  Urne  enthält  Kugeln  verschie- 
dener Farben  (1),  (2)y  •  •  •;  eine  Person  Ä  zieht  eine  Kugel  und 
legt  selbe  nach  der  Ziehung  in  die  Urne  zurück;  ihr  Gemnn 
ist  Vi,  wenn  die  gezogene  Kugel  von  der  Farbe  (1)  war;  1/2, 
wenn  sie  von  der  Farbe  (2)  war^  u,  s.  w.  Unter  der  Vor- 
aussetzung einer  sehr  grossen  Zahl  t  von  Ziehungen  bestimme 
man  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Gewinn  von  A  gleich  ist 
ö  =  tii  -{-l 

Lösung.  Die  Wahrscheinlichkeiten  des  Ziehens  einer 
Eugel  (1),  (2),  •  •  •  mögen  mit  pi,  P2,  •  •  •  bezeichnet  werden; 
dieselben  unterliegen  der  Bedingung  jpi  +  JP2  +  *  * '  =  !•  Die 
den  Ziehungen  entsprechenden  Erwartungen  sind 

pi  Vi  für  eine  Kugel  (1), 
P2  Vi    „       „         „       (2),  u.  s.  w. 

Wir  gehen  von  der  Function 

X  =  OpiM»''   +i?2M''»   H y  =  -2;  UaU"" 

aus  und  haben  in  Ua  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Ge- 
winn von  A  den  Betrag  6  erreicht.  Bei  der  Unabhängigkeit, 
die  zwischen  den  Grössen  Ua  und  u  herrscht,  kann,  unbe- 
schadet für  den  Werth  der  ersteren, 

gesetzt  werden,  wodurch 

X  =  (jpi  e''»  ^>^i  +  JP2  e^'^^y^^  -I — y  =  zUo  ^^y^' 

wird;  hieraus  folgt  aus  bekannten  Gründen 

n 


''  -  ^y' 


r 


1 
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« 

Durch  Vertauschung  von  6  mit  tfi  -}-  l  wird  weiter 

n 


—n 

st 


==  J^  i'dm  e-'-y^'^  A, 

2 


V 


—  n 

wenn 


gesetzt  wird,  woraus 

= tii.&y-l  +  tl'{pt{l  +  vimy-i  —  '^ ) 

+  P«  (1  +  ^2  CXJ  ■)/—  1  —  ^V^ )  H } 

= — tfüfa  y —  i  -\'  th  \\  -{-  {pivi  +i^2  yi-\ — )  <ö  y —  1 

—  (pivf+Pa^aH )^ } 

—  (jpi  Vi  +  Pi  1/2  H — )*}  H — 

Nimmt  man 

^  =  1>1  Vi  +  JP2  V«  +  •  •  • 

und  setzt 

l>ii'i+l>2vl-j (jpiVi+i'äVaH )^  =  2Ä;2, 

—  letzteres  ist  gerechtfertigt,  da  die  linksstehende  Differenz 
wesentlich  positiv  ist,  nachdem  sie  gleichkommt  dem  ulus- 
drucke 

{piv\  +p^v\  +  ...)  Ol  +JP2  +  --)  -  {pWi  +^v\-\ h  2piPiViVi\"] 

=  P1P2  {Vi  —  V2y  +  P1P3  (vi  —  Vsf  H , 

—  so  folgt  für  i--4  der  Ausdruck 

daraus  ist 

wenn  man,  mit  Rücksicht  auf  den  hohen  Werth  von  t,  der 
vorausgesetzt  wurde,  die  Glieder  mit  cxj*,  •  •  •  vernachlässigt; 
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mit  demselben  Rechte  können  die  Grenzen  des  Integrals^ 
welches  Ua  ausdrückt,  bis  +  oo  ausgedehnt  werden;  man 
hat  dann 


r,  =  JL /j^e-('*'-^+'-V-i) 


-^'ß 


-'i(-*'m-mr\ 


— oo 


=  7i-  I  ^ 


— oo 


oo 

2 


'••(•+'4^)' 


rfcoe  , 


— oo 

dt 


oder,  wenn  r  =  Ä;  VTf  cxj  +    Lf.2  )?  cio  =  rwT=  gesetzt  wird: 

oo 


2nkyt 

—  OO 


= -y=^e    ^'*'5 (a) 

es  stellt  dies  die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  der  von  Ä  er- 
zielte Gewinn  gleich  0  =^  tfi  -{- 1  ist. 

In  zweiter  Reihe  handelt  es  sich  um  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  Gewinn  zwischen  tfi  ^l  enthalten  ist. 

Um  diese  zu  finden,  lasse  man  in  dem  Ausdrucke  (a) 
die  Grösse  l  sich  ändern  von  —  Z  bis  +  ^  ^iid  nehme  die  Summe 
aller  so  entstandenen  Werthe,  was  darauf  zurückkommt^  den 
Ausdruck"  (a)  mit  dl  zu  multipliciren  und  innerhalb  der 
Grenzen  +lz\i  integriren;  man  erhält  auf  solche  Weise 

i  i 

2kynt  J  kynt  J 


0 
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als  Wahisdieinliehteit ,  dass  A  einen  zwischen  den  Grenzen 

/^4-/      oder      t  Pi^i+piri-l •)  ±  ^ 

befindlieKen  Gewinn  erzielt.   Die  Fonnel  Tereinfacht  sich  durch 
die  Sabstitotion 


Sir)  t 
indem  dann 


=  r,       rf/  =  2lr|7rfr. 


dr 


0 

die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  der  Crewinn  Ton  A  zwischen 
die  Grenzen 

^iPiVi  -^PiVi  -i )  -h  2riyT 

faUt 

Nachdem  die  Grenzen  sich  immer  mehr  erweitern  in  dem 
Masse,  als  t  wächst,  so  wird  es  immer  wahrscheinlicher,  dass 
der  Gewinn  Yon  A  zwischen  denselben  enthalten  ist;  und 
es  wird  der  Gewinn  unendlich  gross  und  gewiss,  wenn  die 
Zahl  der  Ziehui^n  unendlich  gross  wird. 

Von  den  Glucksspielen. 

63.  In  den  Glucksspielen  yersteht  man  unter  dem  Vor  - 
theile  eines  Spielers  seine  mathematische  Hoffiiung.  Die 
Theorie  dieser  Spiele  besteht  in  der  Bestimmung  des  Vor- 
theils  f&r  jeden  einzelnen  Fall. 

Im  Folgenden  soll  die  Durchführung  dieser  Bestimmung 
an  dem  bekannten  Pharaospiele  erklärt  werden. 

Regeln  des  Spiels. 

1)  Der  Banquier  hält  mit  52  Blättern  (des  französischen 
Spiels)  Bank. 

2)  Er  legt  nach  und  nach  alle  Karten  auf,  und  zwar 
immer  je  zwei,  die  eine  zu  seiner  Rechten,  die  andere  zur 
Linken;  jedes  solche  Paar  von  Karten  heisst  ein  Abzug  (TaiUe) 
oder  ein  Stich. 

3)  Vor  Beginn  des  Spieles,  sowie  nach  jedem  Abzug 
steht  es  dem  Pointeur  (Spieler)  frei,  eine  oder  mehrere  Kar- 
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ten  zu  bezeichnen  und  auf  dieselben  eine  gewisse  Summe  zu 
setzen. 

4)  Der  Banquier  gewinnt  den  Einsatz  des  Spielers, 
wenn  die  Karte  des  Letzteren  auf  der  rechten  Seite  oder  an 
ungerader  Stelle  erscheint. 

5)  Der  Banquier  verliert  eine  dem  Einsätze  des  Spielers 
gleiche  Summe,  wenn  die  von  diesem  bezeichnete  Karte  auf 
der  linken  Seite  oder  an  gerader  Stelle  erscheint. 

Durch  die  beiden  Spielregeln  4)  und  5)  sind  Bankhalter 
und  Spieler  einander  vollkommen  gleichgestellt,  keiner  befindet 
sich  dem  andern  gegenüber  im  Vortheile.  Dagegen  bedingen 
die  beiden  folgenden  Regeln  einen  Vortheil  des  Bankhalters. 

6)  Der  Banquier  zieht  die  Hälfte  von  dem  ein,  was  der 
Spieler  auf  eine  Karte  gesetzt  hat,  wenn  diese  in  demselben 
Abzu^  zweimal  erscheint  (z.  B.  Ass). 

7)  Die  letzte  Karte,  wenn  sie  die  vom  Spieler  bezeichnete 
sein  sollte,  zählt  nicht,  d.  h.  der  Banquier  zahlt  in  diesem 
Falle  nicht  wie  in  den  anderen  Abzügen  an  den  Spieler  eine 
dem  Einsatz  gleiche  Summe  aus;  der  letzte  Abzug  verschafft 
ihm  also  einen  Vortheil,  indem  er  zwar  den  vollen  Einsatz 
des  Spielers  gewinnen,  aber  nichts  verlieren  kann. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Vortheil  des  Bankhalters 
in  diesem  Spiele  zu  ermitteln. 

Ein  erster  Vortheil  besteht  darin,  dass  der  Spieler  die 
Hälfte  des  Einsatzes  verliert,  wenn  seine  Karte  zweimal  in 
einem  Abzug  erscheint;  wir  haben  daher  das  folgende  Pro- 
blem zu  lösen: 

Erstes  Problem.  Ber  Banquier  hält  p  Karten  in  der 
Hand,  v/nter  welchen  sieh  solche  des  SpielerSy  die  noch  nicht  ge- 
bogen totirdefiy  in  der  Anzahl  q*)  vorfinden;  es  soll  die  Wahr- 
scheinlichlceit  P  gefunden  werden  ^  dass  zwei  der  Karten  des 
Spielers  in  dem  1.,  2.,     -  -  r*®"  Abzüge  erscheinen, 

Lösung.  Es  seien  öi,*Ö2)  *  *  *  Qr  die  Wahrscheinlich- 
keiten, dass  die  Karten  des  Spielers  zweimal  im  1.,  2.,  •  •  •  r*®" 
Abzug  eintreffen;  man  hat  dann 

*)  Offenbar  kann  q  einen  der  Werthe  1,  2,  3,  4  annehmen. 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechniing.  10 
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1)  Bestimmung  von  Q^^ 

Die   Wahrscheinlichkeit,    dass    die   erstgezogene   Karte 

dem  Spieler  gilt,  ist  - ;  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlich- 
keit ist  1 —  1  =  " — ?•    die   Wahrscheinlichkeit,   dass   auch 

die  zweitgezogene  Karte  dem  Spieler  gilt,  ist  ^^r- 

Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Karte  des 
Spielers  in  der  ersten  Taille  zweimal  erscheint, 

2)  Bestimmung  von  ^g- 

Die    Wahrscheinlichkeit,    dass,    wenn    die  Karten    des 

Spielers  im   ersten   Abzug  nicht   erschienen    sind,    zwei   im 

zweiten  Abzug  eintrejQfen,  ist 

g       g  — 1 
p  —  2'  p  —  s' 

Die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  keine  der  Karten  des 
Spielers  im  ersten  Abzug  zum  Vorschein  kommt,  beträgt 

(l  _  IWi  _  _-?_\  =  P^J.,P^lr:A. 

\       p)  \       p  —  y        p        i?  —  1' 

folglich  hat  man  als  WaRrscheinlichkeit  für  das  Zusammen- 
treffen der  beiden  Ereignisse  (des  Nichterscheinens  im  ersten 
und  des  Erscheinens  von  zwei  Karten  im  zweiten  Abzug) 

O  =       g(g--^)        (j?  —  g)  (f?  —  g  -  1) 

^'         (p-2)(p-3)  p(p-l) 

3)  Bestimmung  von  Q^. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  nachdem  die  Karten  des 
Spielers  in  den  zwei  ersten  Abzügen  nicht  erschienen  sind, 
sie  in  dem  dritten  Abzug  eintreffen,  ist 

g(g  - 1) 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dags  im  ersten  Abzug  kein 
Blatt  des  Spielers  gezogen  wird,  ist 

(' - 1)  (^  -  ,-^i> 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  weder  im  ersten  noch  im  zwei- 
ten Abzug  ein  Blatt  des  Spielers  erscheint,  ist 
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(' -f)  (■-.--.)  ('-?ii)('-f^)- 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 
4)  Ganz  in  derselben  Weise  findet  man 

und  endlich 

<?'• = ör=:2Fil)(^-27+r) (l  - f )  (1  -^il) - (1  -p-2r+3)    (-^^ 

Bringt  man  die  einzelnen  Ausdrücke   auf  gemeinschaft* 
liehen  Nenner  und  addirt,  so  ergibt  sich 

p^gCg—i)  fi    I  (P— g)(j>-g— 1)  I  (j>-g)---(p— g— 3)  , 

P(l>-l)l     "^      (1>~2Kp-3)     "^     (^_2)...(p-5)     "T 

(p  —  g) . . .  (^  — g— 2r+3)    ,  I 

^      (l>-2)...Cp-2r+l)     ^         j 

Es  handelt  sich  nun  darum  ^   das  letzte  Glied  der  ein- 
geklammerten Summe  zu  bestimmen.     Durch  Vertauschung 

von  r  mit  r  +  1  erhält   man  das  r  +  1*®  Glied: 


(i>  — 2)-..(i3— 2r  — 1)       ^^ 

Karten  des  Bankhalters,  jene  nämlich,  auf  welche  der 
Spieler  nicht  gesetzt  hat,  sind  in  der  Anzahl  p  —  q  vor- 
handen. 

Das  Spiel  endet,  wenn,  nach  r  —  1  Abzügen,  die  zu- 
rückbleibenden Karten  nur  aus  den  q  Blättern  des  Pointeurs 
bestehen,  was  nur  möglich,  wenn  q  gerad  ist,  oder  wenn 
sie  aus  den  q  Blättern  des  Pointeurs  und  einer  Karte  des 
Banquiers  zusammengesetzt  sind,  wenn  q  ungerad  ist.  Denn 
in  dem  folgenden,  r^^,  Abzüge  erscheinen  im  ersten  Falle 
zwei  Karten  des  Spielers,  wodurch  der  Bankhalter  gewinnt; 
im  andern  Falle  werden  entweder  zwei  Blätter  des  Pointeurs 
oder  nur  ein  Blatt  desselben  und  das  eine  des  Banquiers 
abgezogen,  wodurch  der  eine  oder  der  andere  gewinnt;  jeden- 
falls schliesst  mit  dem  r^^  Abzüge  das  Spiel. 

Das  letzte  Glied  der  Reihe  in  (a)  entspricht  daher  einem 

10* 


(a) 


l 
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80  beschaffenen  Werthe  von  r,  dass  nach  r  —  1  Abzügen 
entweder  q  oder  q  -}-  1  Karten  zurückbleiben,  je  nachdem  q 
gerad  oder  ungerad  ist. 

Zunächst  sei  q  gerad;  damit  nach  r  —  1  Abzügen  q 
Blätter  übrig  bleiben,  müssen  ihrer  p  —  g  =  2  (r  —  1)  ge- 
zogen worden  sein;  daraus  ist 

P  — 9  +  2  /  \ 

Dann  sei  q  ungerad;  damit  nach  r  —  1  Abzügen  g  +  1 
Blätter  übrigbleiben,  müssen  ihrer  p  —  q  —  1=2 (r—  1) 
gezogen  worden  sein;  daraus  ist 

.=^1+1. (d) 

Im  ersten  Falle  lautet  das  Glied  (b): 

{p  —  q)-"XOX-l  ,  X 

(|>-2)...(g-2)to-3)' ^  ^ 

im  zweiten  Falle 

(p_2). ..(2-1)0-2)' ^^ 

im  Allgemeinen  verschwindet  dasselbe  also,  so  dass  sich  die 
Reihe  in  (a)  von  selbst  schliesst. 

Nur  die  Fälle  q  =  2  und  g  =  1  bedürfen  einer  beson- 
deren Untersuchung,  weil  für  sie  (e),  respective  (f)  die  un- 
bestimmte Form  —  annimmt.    Doch  folgt  für  q  =  2  aus  der 

Formel  (c) 

r=^,   also  2r=|); 

ferner  für  g  =  1  aus  der  Formel  (d)  ebenfalls 

r  ==^     und  2r  =jp; 

in  beiden  Fällen  sind  also  mit  r  Taillen  alle  Blätter  ab- 
gezogen und  man  wird  daher  nicht  daran  denken,  die  Reihe 
in  (a)  über  das  r^   Glied  hinaus  fortzusetzen. 

Das   Ergebniss .  lautet   also:      Man    setze    die  Reihe    in 

Formel  (a)  so  lange  fort,  bis  ein  Glied  0  oder  —  wird. 

Zweites  Problem.  Die  mathematische  Hoffnung  des  Bank- 
halters m  bestimmen,  wenn  g  >  2. 


j 
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LösTing.  Wenn  q>  2,  so  erschöpft  der  r*®  Abzug  nicht 
alle  Blätter^  weil  vor  demselben  noch  q  oder  g'  +  1  Karten 
vorhanden  sind;  die  letzte  Spielregel  kommt  daher  bei  der 
Untersuchung  der  mathematischen  Hoffnung  des  Bankhalters 
nicht  in  Betracht. 

Ist  a  der  Einsatz  des  Spielers^  so  entfallt  bei  dem  Ein- 
treffen  des    durch    die   Wahrscheinlichkeit    P  [Formel   (a)] 

charakterisirten  Ereignisses  —  a  auf   den    Bankhalter,   seine 

mathematische  Hoffnung  ist  also 

T-    (p  _  2) . . .  (f>  —  5)    ^      p  •  •  ^g; 

die  eingeklammerte  Reihe  schliesst  sich,  wie  oben  nach- 
gewiesen wurde,  von  selbst. 

Drittes  Problem.  Die  mathematische  Hoffnung  des  Bank- 
halters  für  den  Fall  q  =  2  m  bestimmen, 

Lösung.  Setzt  man  in  der  Formel  (g)  g  =  2,  so  über- 
gehen  sämmtliche  Glieder   in    die  Einheit   und   ihre  Anzahl 

ist  nach  früheren  Bemerkungen  ^;  daher  ist 

Doch  stellt  der  Ausdruck  (k)  nicht  die  volle  für  diesen 
Fall  geltende  mathematische  Hoffnung  des  Bankhalters  vor; 
denn  erscheinen  die  beiden  vom  Spieler  bezeichneten  Karten 
in  der  letzten  Taille,  so  ist,  der  letzten  Spielregel  zufolge, 
die  letzte  davon  ungültig  und  der  Bankhalter  gewinnt  nach 
der  4.  Spielregel  den  vollen  Einsatz.  Die  diesem  Falle  ent- 
sprechende Wahrscheinlichkeit   ergibt   sich    aus    der  Formel 

(A),  wenn   man  darin  r  =^  und  j  =  2  setzt;  es  wird  dann 

^'*  ~  2  . 1  '  p  (p  —  1)  •  • .  3  ~  p  (i?  —  1)  ' 

und  die  Hoffiiung  des  Banquiers  in  Bezug  auf  das  Gewinnen 
des  vollen  Einsatzes  a  ist 

a  -y-'—.A (I) 
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die  Hälfte  dieses  Werthes  ist  jedoch  in  (k)  bereits  enthal- 
ten ^  die  yallstandige,  auf  den  vorliegenden  Fall  bezügliche 
Hofinnng  des  Bankhalters  ist  daher 

«+|a)=«(i-(^-i)+^7^)=«2/(^-  ••  M 

Viertes  Problem.  Bk- mathematische  Hoffnung  des  Bank- 
halters 0U  bestimmen,  wenn  q  =  list 

Lösung.  In  jedem  Abzüge  ist  die  mathematische  Hojff- 
nung  des  Bankhalters  gleich  der  Null,  weil  er  ebensoleicht 
die  Summe  a  gewinnen  als  verlieren  kann;  nur  der  letzte 
bildet  eine  Ausnahme  und '  bringt  dem  Bankhalter  einen  Vor- 
theil;  indem  er  hier,  der  letzten  Spielregel  zufolge,  den  vollen 
Einsatz  a  gewinnen,  aber  nichts  verlieren  kann,  und  zwar  ge- 
winnt er  ihn,  wenn  die  einzige  Karte  des  Spielers  in  diesem 
letzten  Abzüge  an  erster  Stelle  erscheint.  Da  aber  jedes  der 
p  Blätter  an  dieser  Stelle  eintreffen  kann,  so  ist  die  fragliche 

Wahrscheinlichkeit  —  und  die  mathematische  Erwartung  des 
Bankhalters 

JE?  =  ^. 

P 


Y.  Oapitel. 

Von  der  moralisclieii  Hoffnung. 

64.  Nach  den  Grundsätzen  des  vorigen  Capitels  ist  der 
Werth  einer  ungewissen  Summe  abhängig  von  ihrem  abso- 
luten Betrage  und  der  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses^ 
durch  dessen  Eintreffen  ihr  Gewinn  oder  VerlusH  bedingt 
wird.  Das  Product  aus  den  beiden  genannten  Grössen  wurde 
als  mathematische  Hoffnung  bezeichnet. 

Soll  jedoch  auf  die  zahlreichen  Umstände  Bücksicht  ge- 
nommen werden,  welche  die  Bedeutung  oder  Wichtigkeit 
einer  Summe  für  eine  Person  beeinflussen,  so  kann  nicht 
der  absolute,  sondern  nur  ein  relativer  oder  moralischer 
Werth  der  gedachten  Summe  in  Rechnung  gebracht  werden. 


j 
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Wie  dieser  Werth  för  jeden  einzelnen  Fall  zu  bestimmen 
wäre,  dafür  lässt  sich  bei  der  grossen  Zahl  massgebender 
Umstände,  von  denen  viele  unbekannt,  die  meisten  der  Rech- 
nung unzugänglich  sind,  keine  Regel  angeben.  Wie  dem 
aber  auch  sei,  den  grössten  Einfluss  auf  die  Wichtigkeit 
oder  den  moralischen  Werth  einer  Summe,  um  deren  Ge- 
winn oder  Verlust  es  sich  handelt,  wird  das  Gesammtver- 
mögen  der  interessirten  Person  äussern;  mit  der  Zunahme 
dieses  Vermögens  wird  der  relative  Werth  derselben  ab- 
nehmen. 

Nach  Daniel  Bernoulli's  Grundsatz  ist  der  relative 
Werth  einer  unendlich  kleinen  Vermögensänderung 
proportional  dem  Quotienten  aus  ihrem  absoluten 
Betrag  und  dem  Totalvermögen  der  davon  betroffe- 
nen Person. 

Ist  demnach  x  das  Vermögen  einer  Person,  dx  eine 
Aenderung  desselben,  so  ist  der  relative  Werth  dieser  Aen- 
derung 

dG^m^-^', (1) 

geht  die  Aenderung  von  dem  Anfangswerthe  x^=^v  durch 
derlei  unendlich  kleine  Incremente  bis  zu  dem  Werthe  x  =V, 
so  ist  ihr  relativer  Werth 

V 

G=   Cm^  =  ml'^ (2) 

V 

Aus  der  Formel  (2)  geht  hervor: 

1)  Dass  G  mit  V  wächst; 

2)  dass  G  desto  grösser  wird,  je  geringer  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  v  ist; 

3)  dass  für  F=  i;  sich  (r  =  0  ergibt; 

4)  dass  6r  negativ  wird,  wenn   V<iv  ist. 

In  dem  Ausdrucke  (2)  dürfen  die  Grössen  V  und  v  weder 
der  Null  gleich  noch  negativ  vorausgesetzt  werden,  soll  G 
seine  bestimmte  Bedeutung  nicht  verlieren.  Thatsächlich  darf 
aber  auch  das  Vermögen  einer  Person  im  moralischen  Sinne 
niemals  für  Null,  noch  weniger  als  negativ  angesehen  werden; 
denn  auch  Derjenige,  der  im  physischen  Sinne  nichts  besitzt, 
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hat  doch  wenigstens  seine  Existenz,  die  er  einer  Summe  gleich 
erachtet  und  daher  gegen  eine  niedrigere  Summe  als  diese 
nicht  vertauschen  würde.  Nur  von  Demjenigen^  der  eben 
den  Hungertod  stirbt,  bemerkt  Bemoulli,  kann  man  sagen, 
er  besitze  absolut  nichts. 

Hängt  die  Vermögensänderung  von  v  auf  V  von  dem 
Eintreffen  eines  Ereignisses  ab,  dessen  Wahrscheinlichkeit  j? 
ist,  so  ist  der  relative  oder  moralische  Werth  dieser  Erwartung 

G=pml.^- (3) 

In  allen  diesen  Formeln  bedeutet  m  eine  von  dem  Orte, 
der  Zeit  und  anderweitigen  Umständen  abhängige  Constante. 

Erwartet  eine  Person,  deren  Total  vermögen  v  ist,  Ge- 
winne Qif  ^g,'«-mit  den  Wahrscheinlichkeiten  p^^  P%r  "^ 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  l>i  +P2  +  *  •  •  =  1;  s^  '^^ 
der  moralische  Werth  dieser  ihrer  Erwartung 

ö=i)xm.i.?±^>-  +  p,mr^  +  ......    (4) 

Bezeichnet  V  dasjenige  physische  Vermögen,  welches, 
wenn  es  gewiss  wäre,  für  die  Person  denselben  moralischen 
Werth  hätte,  wie  er  aus  den  obigen  Erwartungen  hervor- 
geht, so  hat  man 

G  =  ml  — : 

die  Zusammenhaltung  der  beiden  Werthe  für  G  führt  zu 
der  Gleichung: 

*•  ^  =J>i*-— ^ — rlh^'  —- 1 y 

aus  welcher  Eunächst 

y  _^t^+(f^)''Hi'+9,)'^"^ 


und  wogen  J>|  +  l>i  +    •  •  »=  1  weiter 

y~{^+ffi)^(r  +  g,)^" (5) 

folgt 

Zieht  mwi  von   V  das   ursprüngliche  Vermögen  v 
aü  ist  dor  UnU^rsohiiHl 


J 
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diejenige  Vergrösser ang  des  materiellen  Vermögens,  welche, 
wenn  sie  gewiss  wäre,  der  Person  denselben  moralischen 
Werth  verschaflfen  würde,  wie  er  aus  ihren  Erwartungen 
für  sie  hervorgegangen  ist.  Es  stellt  die  eben  betrachtete 
Differenz  denjenigen  Werth  vor,  welchen  Laplace  als  mora- 
lische Hoffnung  der  Person  bezeichnet  hat,  während  die 
mathematische  Hoffnung  ausgedrückt  wird  durch 

Sind  die  Gewinne  g^,  5^2,  ••  •  sehr  klein  in  Ansehung  des 
ursprünglichen  Vermögens  v,  so  unterscheidet  sich  die  mo- 
ralische Hoffnung  nur  sehr  wenig  von  der  mathematischen; 
denn  aus  der  Formel  (5)  folgt 

wenn  auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzung  die  höheren 
Potenzen  der  Verhältnisse —,  — ,  •  •  •  vernachlässigt  werden; 
daraus  ist 

V-v=p,g,+p,g,-i f-  Ä  i>2  ^  +  Ä  i>3  ^  +  •  •  • . 

ein  Werth,  welcher  sich  nur  wenig  von  E  unterscheidet. 

Folgerungen  aus  den  vorangelLenden  Formeln. 

65.  L  Die  moralische  Bedeutung  einer  Summe  g  ist  kleiner, 
wenn  sie  einen  Gewinn  als  wenn  sie  einen  Verlust  vorstellt 

Beweis.  Ist  g  ein  Gewinn,  so  ist  sein  moralischer 
Werth 

Q  =  ml'  ^-^  =  m{l*  (v  -\-  g)  —  l'v}] 

bedeutet  dagegen  g  einen  Verlust,  so  ist  sein  moralischer 
Werth 

G'  =  ml '  ^"~^  =  m { Z  •  (v  —  g)  —  l  -  v]. 

Nachdem  nun 

(v  '\'g)(v  —  g)<  v\ 
so  folgt 

l'iv-^  g)  —  l'V<l'V  --1-  (v  —  g), 


i 
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also  ist  dem  absoluten  Betrage  nach 

IL  Ein  Spiel  oder  eine  Wette,  auch  wenn  sie  nach  den 
Hegeln  der  mathematischen  Billigkeit  geordnet  sindy  erweisen  sidi 
stets  als  moralisch  nachtheüig. 

Beweis.  Es  sei  v  das  Vermögen  von  A  vor  dem  Spiele, 
p  seine  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen,  s  sein  Einsatz;  da- 
gegen sei  X  der  Einsatz  des  Gegners,  q=  1  —  p  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  er  gewinnt.    Die  Billigkeit  erfordert,  dass 

x:  s  =  1  —  p  :  p,         X  == s. 

Gewinnt  -4,  so  ist  sein  Vermögen  nach  dem  Spiele 
V  -j s,  und  die  Wahrscheinlichkeit  hiefur  ist  p. 

Verliert  Ä,  so  ist  sein  Vermögen  nach  dem  Spiele  v  —  s, 
und  die  Wahrscheinlichkeit  hiefur  ist  (1  — p). 

Das  dieser  Erwartung  entsprechende  Vermögen  V  von 
A  ist 

und  es  soll  gezeigt  werden,  dass  F<v,  oder  dass 

(v  +  ^s)''(v-sy-p<v, 
oder,  unter  Beachtung,  dass  t)P  +  ^—p  =  v: 

oder  endlich 

l,.?(l+^p-^J)  +  (l-l,)?.(l-^)<0.  ..   (a) 
Nun  ist 

^      \  P      ^J  vi    ^      l—p  s' 

tJ  p        V 

a-P)!(i-i)--W^r. 

daher 
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wie  es  zum  Beweise  des  vorliegenden  Satzes  gefordert 
wurde. 

IIL  Der  Werfh  des  Einsatzes  ist  so  m  bestimmen  j  dass 
der  Nachtheil  im  Vergleich  mm  Vermögen  v  des  Spielers  un- 
merklich ausfalle. 

Für  das  durch  die  Erwartungen  geänderte  Vermögen  V 
wurde  vorhin  der  Ausdruck  gefunden: 

''-'('+^^)'(i-7n 

s  ist  unbekannt;  doch  wird  sein  Werth  im  Vergleich  zu  v 
gewiss  sehr  klein  ausfallen,  so  dass  man  bei  der  Entwicke- 
lung  der  beiden  Binome  die  höheren  Potenzen  des  Verhält- 

nisses  —  von  der  zweiten  an   wird   vernachlässigen  dürfen; 

man  findet  so 


2po       ' 


\-p 


2pv 

s' 

V 

n 

=  i)  \j 

/_ 

2p 

ist  — — -  ^  ein  sehr  kleiner  Bruchtheil  von  v.  so  ist  der  aus 

2pv  \ 

der  Wette  entspringende  Nachtheil  nur  gering;  wir  setzen 
daher 


und  finden 


V  n{l—py 

Das  durch  das  Eingehen  in  die  Wette  geänderte  Ver- 
mögen ist  jetzt 

also  von  dem  ursprünglichen  Vermögen  unmerklich  verschie- 
den, wenn  n  sehr  gross  ist. 

IV.   Welche  Wahrscheinlichkeit  muss  eine  Person  für  das 
Gewinnen  haben,   um  ihr  ganzes  Vermögen  v  weniger  einem 

unmerklichen  Theile  —  desselben  wagen  m  dürfen,  ohne  dadurch 

einen  wesentlichen  NacJitheil  m  erleiden? 

Ersetzt  man  in  der  Formel  '^ 

\—p\p/  \i  —  p 


V={v  +  '--fs)'{v-s) 
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s  durch  V ,  so  wird 


das  durch  die  Erwartung  geänderte  Vermögen.  Andererseits 
soll  dasselbe  nur  um  ein  Geringes,  — ,  von  dem  ursprüng- 
lichen Vermögen  verschieden,  also 


n 


sein.     Die  Gleichsetzung  der  beiden  Werthe  von    V  liefert 
die  zur  Bestimmung  von  p  führende  Gleichung 

_  82303         .   _      1 


82304  ^  ^  82304 ' 

die  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnens  muss  also  der  Ge- 
wissheit nahe  kommen,  soll  aus  der  Wette,  bei  welcher 
nahezu  das  ganze  Vermögen  aufs  Spiel  gesetzt  wird,  kein 
merklicher  Nachtheil  erwachsen. 

V,  Es  ist  m  zeigen  y  dass  es  nicht  von  VortJieil  ist,  sein 
Vermögen  oder  einen  Theil  desselben  einer  einzigen  Gefähr  aus- 
zusetzen, dass  es  im  Gegentheil  vorzuziehen  ist,  dasselbe  auf 
mehrere,  unter  einander  unabhängige  Gefahren  zu  vertheilen. 

Angenommen,  ein  Kaufmann,  dessen  Vermögen  v  ist, 
erwarte  eine  Schiffsladung  im  Werthe  5,  welche  einem  ein- 
zigen SchifiPe  anvertraut  ist,  und  es  sei  aus  Beobachtungen 
bekannt,  dass  das  glückliche  Einlaufen  eines  Schiffes  dieser 
Art  die  Wahrscheinlichkeit  p  besitzt. 

Das   moralische  Vermögen   des   Kaufmannes,   in   Folge 

dieser  Erwartung,  ist 

V=(v  +  s)p, 
woraus 

l.V  =  pl'{v  +  s)=pf^^ (a) 

Nun  setzen  wir  voraus,  der  Kaufmann  habe  den  Betrag 
s  auf  r  Schiffe  derselben  Gattung  zu  gleichen  Theilen  ver- 
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theilt;  treffen  alle  ein,  so  wird  sein  Vermögen  v  +  5,  und 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist  p^;  laufen  r  —  1  der  Schiffe 

glücklich  ein,  so  wird  sein  Vermögen  v  -| s,   und   die 

Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist  rjf  —  ^  (1  —  p)\  treffen  r  —  2 

der  Schiffe  ein,  so  wird  sein  Vermögen  v  -j 5,  und  die 

Wahrscheinlichkeit  dafür  ist     ^    o    i^""^  (^  — pY  ^*   s-  ^' 

Das    gesammte   moralische   Vermögen   in   Folge    dieser 
Erwartungen  ist 


r=(t;  +  s>>'-(t;+l^s) 


r—l\rp*'-^{l'~p) 


woraus 


r(r-l)^,   c 


r— 2 


r=i)-Kt;+s)+ri>--Hl-i>)^(^+'7  5)+?^ 


,r-i.      ^.r_--las 


rp—^  (1  -p)- 


+ 


r(r—  1)   ^   9 

-IT2    P       (^-^)  ^« 


r— 2 
r 


,  r  — 2 

«7H 8 


+ 


.r— 2 


»^3 


(r-l)p'^-^(l— p)   ,  (r-^l)(r-2)p'^^(l-p)« 


+ 


K^+V^*) 


+ 


\ds  (b). 


Zur  Vergleichung  von  V  mit  F'  beachten  wir,  dass  im 
Hinblick  auf  die  Identität 

(l>+ 1  -P)^'  -]f-'  +  {r-l)^^{l  -p)^i^-^±=^pr-s(^l  -Pf 

_( ^  (1  —p)'-i  =  1 

die  Formel  (a)  auf  folgende  Gestalt  gebracht  werden  kann: 

l.V^pfl.-^ 

Subtrahirt  ipan  dies   von   der  Gleichung  (b),  so  ergibt 
sich 


i.r-hr='-^(i~p) 


sds\    y^-^           (^_2)i)>^^l-p)  . 
'     «ü-| — —-s  v-\ 8 


r 


r 


-     168 


die  Diflferenz  ist  positiv,  daher  J  •  F'  >  ü .  F,  also  auch 
V  >  F;  es  erscheint  also  die  Vertheilung  der  Summe  s  auf 
mehrere  gleichartige  Schiffe  moralisch  vortheilhafter. 

Der  Vortheil  wächst  mit  r  und  fällt  für  einen  unendlich 
grossen  Werth  von  r  mit  dem  mathematischen  Vortheil 
ülDerein. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  die  Formel  (b)  wieder 
auf  und  setzen  darin  v  =  1 ;  dadurch  wird 


lT=^p 


>wl 


,r— 2 


»^-3 


(r-l)p'-^(l-p)   ,  (r-l)(r-2)i)^(l-i>)« 


'       \-\ — « 


r 


-(■+^') 


+ 


J5. 


Die  eingeklammerte  Summe  lässt  sich  unter  die  Form 
eines  bestimmten  Integrales  bringen,  indem  man  die  Glei- 
chung 

,  (r— l)(r— 2)  ^   o,.         s2  -x(i-f-^*)    , 

nach  erfolgter  Multiplication  mit  dx  innerhalb  der  Grenzen 
0  und  00  integrirt,  wobei  wiederholt  von  der  Formel 

00 


j 

0 


e-»»*  dx  =  — 

m 


Gebrauch  zu  machen  ist.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 


00 


yr-\-s     /  a  \r—l 


p) 


8 


Ü 


(r  -  1)  (r  -  g)^'-^!  -  p)'    , 


1-2(1  +  -^») 

und  der  Ausdruck  für  l  •  F'  übergeht  in 


CJO 

l .  V  =  pj  dsj  e      ''      l  jpe 

u 


+  1 


y-i 
j>y       oa;. 


r 
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Zum   Zwecke   der  Integration    bemerken   wir^   dass  die 
Function 

r  •\-  *       I  8  \r  —  1 

y  =  e      *'      \pe    *'    +1—2?/ 

innerhalb  der  Integrationsgrenzen  x  =  0  und  a;  ==  cx)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  besitzt^  nachdem  der  erste 
Differentialquotient,  welcher  gleich  ist 

-  r~"^^  Ge"  '"'+  1  -pf     \PCi^  +  s)e~^'+(l  -p)  (1  +  ^ 

innerhalb  dieses  Intervalls  negativ  bleibt.  Es  ist  daher  er- 
laubt^ 

y  =  j/o  ß"' 

zu  setzen,  wobei  y^  der  Werth  von  y  für  x  =  0  isi  Nach- 
dem aber  für  ^  =  0  ebenfalls  y  =  yo  wird,  so  folgt,  dass 
^  =  0  auch  X  =  0  entspricht.  Für  a?  =  0  nimmt  aber  y  den 
Werth  1  an,  so  dass  also  yQ=  l  ist.     Mithin  hat  man 

Jydx=J^*dt^. 


0  0 


Es  kommt  jetzt  darauf  an,  -jr  als  Function   von   t  dar- 
zustellen.    Zunächst  ist  nach  der  Mac  Laurin'schen  Reihe 

^  =  ^(0  =  /-(O)  +  (^l^^t  +  i^l^^  i^  +  •  •  • ,  (1) 

y^  1 

und  weil  t  =  l  -^  =  l  — ,  so  findet  sich 

y  y' 

■j. dy dx      dx 

y  ydx         u ' 

dy 
wenn  man 

ydx 

dy 

setzt,  woraus  wieder  berechnet  wird: 

dx ^      d^x du   dx udu 

dt  '       dt^       dx    dt         dx 

Beachtet  man   ferner,   dass    die  Werthe    ^  =  0  und  a:  =  0 
einander  entsprechen,  so  folgt  weiter: 
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die  Versicherung   nicht  geändert  worden  sein,   so  muss  die 
Gleichung  bestehen: 

(v'\'sy  =  v  -{-ps  —  u, 

aus  welcher  für  u  der  Werth 

w  =  t;  +  jp  s  —  (v  +  5)^  ....«-...  (c) 

fliesst;  dieser  Werth  ist  immer  positiv,  denn  aus  der  selbst- 
verständlichen Beziehung 

/pds  r  pds 

V  +  8      ^   J    V+pS 

folgt 

pl'(v  +  s)    <    ü-(v+jps), 

(v-^-sy  <  v-\'ps, 

daher 

V  -{■■  ps  —  (v'\'sy  =  u  >  0. 

Der  Kaufmann  darf  also  einen  Betrag  über  die  nach 
mathematischen  Grundsätzen  geregelte  Prämie  (1  — p)s  leisten, 
ohne  dadurch  in  moralischen  Nachtheil  zu  gerathen;  er  be- 
findet sich  sogar  moralisch  im  Vortheil,  wenn  die  von  der  Ge- 
sellschaft geforderte  Ueberzahlung  kleiner  ist  als  der  durch 
die  Formel  (c)  angegebene  Werth;  erst  wenn  die  Ueber- 
zahlung diesen  Werth  übersteigt,  erwächst  ihm  aus  der  Ver- 
sicherung ein  Nachtheil. 

Petersburger  Problem. 

66.  Zwei  Personen  Ä  und  B  spielen  Wappen  und  Schrifl 
unter  der  Bedingung,  dass  B  dem  A,  wenn  dieser  Wappen  cmf 
den  erstem  Wurf  trifft,  2  Francs,  wenn  er  Wappen  auf  den 
zweiten  Wurf  trifft,  4  Francs,  •  •  •  wenn  er  Wappen  auf  den  n*^  Wurf 
trifft,  2^  Francs  zahlt;  es  ist  die  Frage  nach  dem  Einsätze, 
welchen  A  zu  leisten  hat 

Mathematische  Lösung.  Die  mathematische  Gleichheit 
des  Spieles  erfordert,  dass  der  Einsatz  von  A  gleich  sei  dem 
von  ihm  zu  erhoffenden  Gewinn  oder  seiner  mathematischen  Hoff- 
nung; nun  sind  die  Wahrscheinlichkeiten,  Wappen  auf  den 
1.,  2.,  •  •  •  M*®"^  Wurf  zu  treffen, 

JL     -1  Jl. 

die  mathematische  Hoffnung  von  A  ist  daher 
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Dies  also  der  Einsatz  von  Ä.  Ist  aber  n  sehr  gross, 
so  wird  Niemand  eine  gleiche  Summe  wagen  wollen.  Hier 
also  steht  die  Regel  von  der  mathematischen  Hoffnung  mit 
den  Eingebungen  des  gemeinen  Verstandes  im  Widerspruche: 
jene  lässt  die  Wette  annehmbar  erscheinen^  diese  rathen  da- 
von ab. 

MoralisclLe  Lösung  Daniel  Bemoulli's.  Es  sei  v  das  Ver- 
mögen, welches  Ä  vor  dem  Spiele  besitzt,  x  der  Einsatz, 
welchen  er  wagen  darf.  Fällt  Wappen  auf  den  1.,  2.,  •  •  • 
^ten  Wurf^  so  verwandelt  sich  sein  Vermögen  beziehungs- 
weise in 

i;  +  2  —  Xy      ir  +  2*  —  a;,  •  •  •  v  -j-  2"  —  X] 

die  diesen  Veränderungen  zukommenden  Wahrscheinlichkeiten 
sind  wie  vorhin 

2  '  2^'   *  *  *  2"' 

das  moralische  Vermögen,  in  dessen  Besitz  sich  Ä  in  Folge 
seiner  Erwartungen  befindet,  beträgt 

I  JL  — 

F=  (v  +  2  —  x)^  (v  +  22  -  xy^  ...  (v  4-  2«  —  xf"". 

Soll  dasselbe  seinem   ursprünglichen  Vermögen   gleich   sein, 
so  muss 

II  — 
t;  =  (v  +  2  --  a:)2  (t;  +  22  —  ir)^*  . . .  (v  +  2«  —  xy"" 

werden,  oder,  wenn  v  —  a?  «=  t;'  gesetzt  wird, 

11  — 

v  =  v'  +  x  =  iy'  +  2)«  (v'  +  2^)2' . . .  (v'  +  2»)2'* . .  (1) 

ist  aber  n  sehr  gross,  so  kann  annähernd 

Y  +  2^H 1-2^  =  1 

gesetzt  werden;  indem  man  dann  beide  Seiten  durch  v   divi- 

dirt  und  zur  Abkürzung  —  =  «  setzt,  ergibt  sich  endlich 

11* 


n 


-     164    - 

1  +  «a;  =  (1  +2ay  (1  +  2««)*'  •••(!  +  2««)^"   (2) 

als  zur  Bestimmung  von  x  führende  Gleichung. 

Zum  Zwecke  der  Auflosung  beachten  wir^  dass  die 
Factoren  der  rechten  Seite  gegen  die  Einheit,  ihre  Loga- 
rithmen also  gegen  die  Nulle  convergiren.     Denn  es  ist 

(1  +  2^ay  >  r+2.2«a 
oder 

2«+! 

(1  +  2^a)~2^  >  1  +  2"+i  a 
oder 


(1  +  2«a)2«  >  (1  +  2"+ia)2«+i  5 

damit  ist  vorderhand  das  Fallen  der  Factoren  nachgewiesen. 
Andererseits  ist 

^(l  +  2"«)?^=i,^(l  +  2"«)=i/.2«(^  +  «) 

=  ~~h2"  +  ~l'(^-  +  a\ 

=  -h2  +  -~h(-  +  a], 

und  man  überblickt  sofort,  dass  beide  Glieder  der  rechten, 
mithin  auch  die  linke  Seite  gegen  die  Nulle  convergiren, 
wenn  u  in's  Unendliche  wächst;  es  ist  also 

lim  (1  +  2«a)2"  =  1    für  lim  m  =  00. 

Der  vortheilhafteste  Fall  für  A  trifft  ein,  wenn  n,  d.  i. 
die  Anzahl  der  Partien,  unendlich  gross  wird.  Es  reicht  je- 
doch hin,  in  der  Formel  (2)  bis  zu  einem  genügend  grossen 
Werthe  t«  —  1  von  n  fortzuschreiten,  so  dass  das  im  nächsten 
Factor  auftretende  2"a  mindestens  gleich  10  wird.  Mit  Ver- 
nachlässigung der  übrigen  Glieder  hat  man  dann  die  näherungs- 
weise richtige  Gleichung 

log(l  +  aa;)  =  |log  (1  +  2«)  +  ^^logCl +2^a) 

+  ---  +  z^logH-\-2"-U), (3) 

aus   welcher   bei    bekannt  vorausgesetztem  v'  und  also  auch 
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a  =  —  der  Einsatz  x  berechnet  werden  kann;    dieser  gibt 

dann  v  =  v'  -{-  x. 

Beispiel.    Es  sei  t;'=100,   also   «  =  ^^^  =  001;     für 

diesen  Fall  berechnet  Laplace  x  =  7'89,  daher  t;  =  107*89. 
Besitzt  also  Ä  vor  dem  Spiele  107*89  Fr.,  so  schreibt 
ihm  die  Klugheit  ypr,  nur  7*89  Fr.  auf  das  Spiel  zu  wagen, 
um  dasselbe  moralische  Vermögen  zu  bewahren. 


VI.  Oapitel. 

Von  den  Wahrscheinliclikeiten  der  ürsaclien  und 

künftigen  Ereignisse. 


A.  Theorie. 
I.  Ursachen. 

67.  Definition  det^  Ursachen.  Die  Umstände,  welche  an 
der  Hervorbringung  eines  Ereignisses  theilnehmen,  sind  ent- 
weder constant  oder  stetig  veränderlich. 

Die  ersten,  welche  man  als  Chancen  des  Ereignisses 
zu  bezeichnen  pflegt,  können  bekannt  oder  unbekannt  sein, 
sie  sind  entweder  einer  genauen  Berechnung  fähig  oder  lassen 
nur  eine  näherungs weise  Schätzung  zu. 

Die  Umstände  der  zweiten  Art  sjnd  der  Rechnung  völlig 
unzugänglich. 

In  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bezeichnet  man  die 
Umstände  der  ersten  Art  oder  die  Chancen  als  Ursachen  der 
Ereignisse,  während  man  die  Gesammtheit  der  veränderlichen 
Umstände  Zufall  nennt 

Sind  die  Chancen  eines  Ereignisses  bekannt,  so  lässt 
sich  auch  seine  Wahrscheinlichkeit»  angeben,  und  man  sagt, 
dass  seine  Ursache  gewiss  ist. 

Kann  dagegen  ein  beobachtetes  Ereigniss  mehreren  Ur- 


L- 
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Sachen  zugeschrieben  werden,  ohne  dass  man  weiss,  welche 
sein  Eintreffen  herbeigeführt  hat,  so  bezeichnet  man  seine 
Ursache  als  ungeunsSy  und  die  verschiedenen  Ursachen,  denen 
es  zugeschrieben  werden  kann,  sind  mehr  oder  weniger  wahr- 
scheinlich,  jenachdem  sie  dem  beobachteten  Ereigniss  mehr 
oder  weniger  günstige  Fälle  zuweisen. 

Lässt  sich  über  die  unbekannten  Chancen  eines  beob- 
achteten Ereignisses  eine  gewisse  Anzaül  gleich  zulässiger 
Hypothesen  aufstellen,  wovon  aber  nur  eine  noth wendig 
wahr  ist,  so  können  diese  Hypothesen  als  mehr  weniger 
wahrscheinliche  Ursachen  angesehen  werden,  und  diejenige 
davon,  welcher  die  grösste  Wahrscheinlichkeit  zukommt, 
kann  einstweilen  als  die  wahre  Ursache  angesehen  werden. 

Die  Ursachen  oder  Hypothesen  haben  a  priori  entweder 
denselben  Grad  von  Möglichkeit  oder  erscheinen  als  in  ver- 
schiedenem Grade  möglich. 

Wir  wollen  nunmehr  die  eben  gegebenen  Erklärungen 
auf  analytisches  Gebiet  übertragen.  —  Sei  x  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  einfachen  Ereignisses,  y  ^=  f  ipc)  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  zusammengesetzten  Ereignisses  J?,  welches 
von  jenem  einfachen  in  irgendwelcher  Weise  abhängt;  man 
sagt  dann,  x  sei  die  Ursache  von  E  und  y  die  Wahrschein- 
lichkeit von  E  nach  dieser  Ursache.  Ist  x  bekannt,  so  ist 
die  Ursache  von  E  gewiss;  kennt  man  dagegen  den  wahren 
Werth  von  x  nicht  und  weiss  nur,  dass  es  einer  der  Werthe 
a,  6,  •  •  •  i  sein  muss,  so  kann  jeder  dieser  genannten  Werthe 
als  eine  Ursache  von  E  angesehen  werden.  Diesen  Ursachen 
kommen  im  Allgemeinen  verschiedene  Wahrscheinlichkeiten 
zu,  deren  Berechnung-  Gegenstand  der  folgenden  Unter- 
suchungen sein  soll. 

Grundsätze. 

68.  1)  Die  Wahrscheinlichkeiten  der  Hypothesen  oder 
Ursachen,  denen  ein  beobachtetes  Ereigniss  zugeschrieben 
werden  kann,  sind  proportional  den  Anzahlen  der  günstigen 
Fälle,  welche  sie  diesem«Ereigniss  ertheilen. 

2)  Der  wahrscheinlichste  Werth  der  unbek.annten  Ursache 
X  eines  beobachteten  Ereignisses  E  ist  derjenige,  welcher  die 
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Wahrscheinlichkeit  y  ''^  f(x)  desselben  zu  einem  Maximum 

macht 

3)  Bedeutet 

V  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  J?, 

F  jene  des  zusammengesetzten  Ereignisses  {E^  F), 

P  die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  indem  E  eintrifft,  auch 

F  sich  ereignet,  so  ist  offenbar 

woraus 

P  =  - (1) 

Diese  drei  Sätze  bilden  die  Grundlage  der  Theorie  der 
Wahrscheinlichkeiten  von  Ursachen  und  künftigen  Ereignissen, 
abgeleitet  aus  der  Beobachtung  vergangener  oder  stattgehabter 
Ereignisse. 

69.  Erstes  Theorem  (von  Bayes).  Ist  pi  die  Wahrschein' 
lichJceity  welche  die  Ursache  Ci  (i  Jcann  die  Werfhe  1^  2,  -  *  *  n 
annehmen)  einem  beobachteten  Ereigniss  E  ertheilen  würde, 
wenn  sie  getoiss  wäre,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  diese 
Ursache  Ci  bei  der  Hervorbringtmg  des  Ereignisses  thätig  war, 
ausgedrückt  durch 

Pi  =  ~ (2) 

1 
Erster  Beweis.  Es  sei  a,-  die  Zahl  der  günstigen  Fälle, 
welche  die  Ursache  Ct  dem  Ereigniss  E  verleiht,  ft  die  An- 
zahl aller  gleichmoglichen  Fälle;  letztere  wird  für  alle  Ur- 
sachen als  gleich  gross  vorausgesetzt*);  die  Wahrscheinlich- 
keit von  E,  wenn  c,-  thätig  ist,  lautet 


*)   Durch    diese    Voraussetzung    wird    die   Allgemeiiilieit    nicht 
beeinträchtigt.      Wären    nämlich    «j ,  otj,  •  •  •  a^.,  •  •  •  «^     die     den 

einzelnen  Ursachen  entsprechenden  Anzahlen  günstiger  Fälle  ^  (i^, 
!■*«»•*•  f*i>  ••*  f*n  *^®  Anzahlen  aller  möglichen  Fälle,  letztere  also 
unter  einander  nicht  gleich,  so  ersetze  man  sie  durch  irgend  ein  ge- 
meinschaftliches Vielfache  ft>  und  bestimme  die  Zahlen  der  günstigen 


üt        «1     tto        atn         ^-        '^' 


Fälle,  ai ,  o, ,  .  • .  a., . . .  fl  ,  so,  dass  r*L  =  ^!L!^  =  !!l..._'=«_i  wird. 
Die  Wahrscheinlichkeiten  bleiben  dadurch  ungeändert. 
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Dem  Grundsatze  1)  zufolge  verhält  sich 

Pi :  P2 :  •  •  •  :  P,- :  •  •  • :  P«  =  ai :  ag  :  •  •  • :  a, :  •  •  •  :  «nj 

•  

woraus  mit  Rücksicht  darauf^  dass  Pi  +  P2  +  •  •  •  +  Pn  =  1, 
da  eine  der  Ursachen  nothwendig  wahr  ist, 

P,  :  I  =-  a,  :  ai  +  ag  +  . . .  +  a„  =  ^'  :  ^  +  J  +  .  .  .  +  ^ 
folgt;  mithin -ist  thatsächlich 


Fi 


n 


Zweiter  Beweis  (nach  Laplace). 

Es  sei:  E  ein  Ereigniss,  herbeigeführt  durch  eine  der 
Ursachen  C;  (i  =  1,  2,  •  •  •  w); 

Pi   die   Wahrscheinlichkeit,   dass  c»   stattfindet, 
wenn  E  eingetroffen  ist; 

V  die  Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetz- 
ten Ereignisses  (J5?,  c,); 

V  die  Wahrscheinlichkeit  von  E. 

Nach  dem  Grundsatze  3)  hat  man  dann 

V 

Die  sämmtlichen  Ursachen  werden  a  priori  als  gleich 
wahrscheinlich  vorausgesetzt;  ihre  Anzahl  ist  w;  die  Wahr- 
scheinlichkeit  der  Ursache  d   ist   daher  — ;   und   ist  jp,   die 

Wahrscheinlichkeit  von  E,  wenn  die  Ursache  c,  gewiss  ist,  so 
hat  man  für  die  Wahrscheinlichkeit  des  zusammengesetzten 
Ereignisses  {Ej  c,)  den  Ausdruck 

Nachdem  das  Ereigniss  E  die  Folge  einer  der  Ursachen 
6'i,  Ci, '  '  '  Cn  sein  muss,  so  ist  seine  vollständige  Wahrscheinr 
lichkeit    gleich    der   Summe    der   Wahrscheinlichkeiten   von 

(Ey  ci),  (E,  C2I  •  •  •  (^,  Cn),  also 
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Folglich  ist  das  gesuchte 


1 
Die  Wahrscheinlichkeit  einer  der  Ursachen  ist  also  gleich 
der  Wahrscheinlichkeit,  welche  diese  Ursache  dem  beobach- 
teten Ereigniss  verleihen  würde,  wenn  sie  gewiss  wäre,  divi- 
dirt  durch  die  Summe  aller  ähnlichen  auf  die  einzelnen  Ur- 
sachen bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten. 

70.  Anmerkung  I.  Die  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  das 
Ereigniss  E  in  Folge  der  Wirkung  einer  der  Ursachen 
Ca  '  ' '  Ci ' ' '  €(,  eingetroflfen  ist,  lautet: 

p=  p«  + . . .  +  p,  + . . .  +  p,  =  SP,  =  V--  •  •  (3) 

SPi 

Anmerkung  IL  Bei  der  Mehrzahl  einfacher  Ereignisse 
ist  die  Wahrscheinlichkeit  unbekannt  und  erscheint  aller 
Werthe  zwischen  0  und  1  gleich  fähig. 

Ist  X  einer  dieser  Werthe,  y  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
von  dem  betreffenden  Ereigniss  abhängigen  zusammenge- 
setzten Ereignisses  Ä,  das  beobachtet  wurde,  so  hat  man 
y==zf(x),  und  es  kann  x  als  Ursache  von  A  angesehen 
werden;  bezeichnet  P,-  die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Ursache, 
so  ist  dem  vorigen  zufolge 

Ky        ^f(^)         dxSf{x) 

0  0  0 

nun  ist  bekanntlich,  wenn  b  =  a  -{-  nda, 

b 

j  f{x)dx^dx[{a)  +f{a  +  da)  -f- . .  .  +  /*(a+n-^rfa}; 

a 

1 

man  kann  also  dxSf(x)  durch   f  f{x)dx  ersetzen,  wodurch 
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p.  =  _f(ps)dx_  ^   ydx    .  ,^v 

ff{x)dx        fydx 

0  0 

wird. 

Für  denjenigen  Werth  von  x,  —  er  heisse  w,  —  welcher 
y  zum  Maximum  macht;  wird  auch  Pi  am  grössten;  man 
nennt  daher  m  die  Wahrscheinlichkeit  des  einfachen  Ereig- 
nisses nach  der  wahrscheinlichsten  Hypothese. 

Im  Hinblick  auf  Gleichung  (3)  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit;  dass  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  enthalten  ist; 

b 

ff{x)  dx 

.    ■?  =  "-! (5) 

f  f{x)dx 

0 

Anmerkoüg  III.  Es  sei  u  =  f  (a?,  y)  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  Ereignisses  ^;  welches  aus  zwei  einfachen  Ereig- 
nissen in  irgend  welcher  Art  zusammengesetzt  ist,  deren  Wahr- 
scheinlichkeiten mit  X  und  y  bezeichnet  werden;  x  und  y  sind 
demnach  als  Ursachen  von  E  anzusehen  und  die  Wahrschein- 
lichkeit ihrer  Coexistenz  ist 

p  u       udxdy        udxdy 

S  S^u         dxdyS  S^u         ffudxdy 

die  Wahrscheinlichkeit;  dass  x  zwischen  a  und  b  und  y 
gleichzeitig  zwischen  a  und  ß  enthalten  ist;  hat  zum  Ausdruck 

•     /*       * 
fd  yfu  dx 
p «       g 

•^  11 

f  fudxdy 

0   0 

Die  obige  Betrachtung  lässt  sich  leicht  auf  ein  Ereig- 
niss  E  von  der  Wahrscheinlichkeit 

ausdehnen;  welches  aus  einfachen  Ereignissen  in  irgend  welcher 
Art  zusammengesetzt  ist,  deren  Wahrscheinlichkeiten  x^y^^w 
sein  mögen;  die  Wahrscheinlichkeit;  dass  diese  Grossen,  als 
Ursachen  von  E  aufgefasst,  zwischen  den  Grenzen 
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enthalten  sind^  ist  gegeben  durch 

'  b         ß  d 

fdx  fdy  •  •  \fu  dw 
p g         « Y_ 

■^  11      1 

SX' '  'fudx  dy-"  dw 

0   0         0 

Anmerkung  IV.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass 
vor  der  Beobachtung  alle  Ursachen  Ci  denselben  Grad  von 
Wahrscheinlichkeit  besitzen.  Nun  soll  angenommen  werden, 
dass  jeder  Ursache  vor  der  Beobachtung  von  E  eine  andere, 
und  speciell  der  Ursache  Ci  die  Wahrscheinlichkeit  qi  zu- 
kommt; alsdann  ist,  wenn  unter  pi  wieder  die  Wahrschein- 
lichkeit von  Ey  die  Ursache  d  als  gewiss  vorausgesetzt,  ver- 
standen wird,  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 
der  Ursache  d  mit  dem  Ereigniss  E: 

und  die  Wahrscheinlichkeit  P/,  dass  bei  der  Hervorbringung 
von  E  die  Ursache  c»  thätig  war: 

T> '  ___^     ■^»       ■^i  "i 

*  n  n 


Sp:         Sp.  g. 

Ebenso  ist,  wenn  js  =  q)(x)  die  Wahrscheinlichkeit  von 
X  vor  der  Beobachtung  und  y  =  f{x)  die  Wahrscheinlich- 
keit des  beobachteten  Ereignisses  E^  gefolgert  aus  der  Ur- 
sache x,  bedeutet,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  unbe- 
kannte X  zwischen  den  Grenzen  a  und  h  gelegen  ist, 

b  b 

fy  z  dx        ff(^x)  '<p(x)dx 
P=« 


1  1 

Syz  dx        ff{x)  •  9  {x)  dx 

0  0 

71.  Zweites  Theorem  (von  Laplace)  Die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  die  aus  einem  beobachteten  Erfolg  abgeleiteten  un- 
beJcannten  Wahrscheinlichkeiten  der  diesen  Erfolg  zusammen- 
setzenden einfachen  Ereignisse  ztvischen  Grenzen  eingeschlossen 
sind,  welche  sich  beständig  und  zwar  in  dem  Maasse  zusammen- 
ziehen,  als  die  Zahl  der  einfachen  Ereignisse  wächst ,  nähert 
sich  immer  mehr  der  Einheit  und  wird  zur  Gewissheit,  wefin 
jene  Zahl  unendlich  gross  geworden  ist,  wobei  gleichzeitig  die 
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erwähnten  Grenzen  mit  denjenigen  Werthen  der  gesuchten  Wahr- 
scheinlichkeiten  zusammenfallen,  welche  die  Wahrscheinlichkeit 
des  beobachteten  Erfolges  mm  Maximum  erheben. 

Beweis.  Der  beobachtete  Erfolg  hänge  von  einem  ein- 
fachen Ereigniss  ab,  dessen  unbekannte  Wahrscheinlichkeit 
mit  X  bezeichnet  werden  soll,  und  seine  Wahrscheinlichkeit 
sei  y  «a  [f(x)Y]  /i  wird  als  sehr  gross  vorausgesetzt.  Nun 
sei  m  derjenige  Werth  von  x,  für  welchen  y  ein  Maximum 
wird,  das  mit  y^  bezeichnet  werden  soll.     Wir  setzen 


y  =  ym€r*, 


woraus 


t  =  Vi '  Vm  —  l '  y 

abgeleitet  wird. 

Vorausgesetzt,  das  x  nur  innerhalb  sehr  enger  Grenzen 
a  und  ß  um  m  sich  bewegt,  welchen  die  Grenzen 

y  =  Vi  •  2/m  —  l^y^y       —y'^Vl-ym  —  l-ycc 

der  neuen  Variablen  t  entsprechen,  so  hat  man  näherungsweise 

Jy  dx  =  ym  Wm/e-'*  dt\ (A) 

in  dieser  Formel  ist 


-y 


u 


X  —  m 


V^-ym-^-y' 


U 


m 


(X  —  m        \ 
V^'yn7-^'y)x^m 


Bezeichnen  femer  a  und  b  jene  Werthe  von  x,  welche 
y  auf  Null  bringen,  so  ergibt  sich*) 

b 

Jydx  =  ym^nY^ (B) 


a 


Nach    diesen   Vorbemerkungen    wenden    wir    uns    dem 
Ausdrucke 

f  ydx 

N 


F  = 


fyd 


X 


für  die  Wahrscheinlichkeit  zu,  dass  der  Werth  von  x  zwischen 


*)  Für  die  Formeln  (A)  und  (B)  vergleiche  man  Note  IV.  am  Ende 
des  Baches. 
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den  Grenzen  m  —  9  und  m  +  9  enthalten  ist.    Wird  9  sehr 
klein  vorausgesetzt ,   so  kann  der  Formel  (A)   entsprechend 

y 

genommen  werden,  wenn  man  unter  y  und  —  y'  die  Werthe 


y  =  yi  *ym  —  l'  Vm+Q  ,         —  y'  =Vl  *ym  —  l  '  Vm-f^ 

versteht;  ferner  ist,  wenn  y,  wie  dies  fast  immer  geschieht, 
für  a;  =  0  und  a;  =  1  in  Null  übergeht,  der  Formel  (B) 
zufolge 

dadurch  wird 


,_  ,e-''  dt. 
Für  unseren  Fall  ist 


^»/* 


daher 

l .  y  =  (il .  fix),    (1) 

woraus 

hym-e  =  ^l'f(m  —  Q)  =  iil'f{m)  —  ^Q — S^T^ 

,  e"     d*l'  f{m)     . 

In  Folge  der  Gleichung  (1)  ist  aber 

ft  l '  f(rn)  =  l '  ym\ 

femer  ergibt  sich  aus 

dl^y  1  dy 

dx  y  dx 

mit  Rücksicht   darauf,   dass  x  =  m   aus   der    Gleichung  -~ 
=  0  gerechnet  würde: 

dm  ' 

endlich  folgt  aus 


dH'f(x)  ^      d^fjx) 
dx^  f{x)'dx^ 


(    df{x)    \2 
\fix)'dx  )  ' 


wieder  mit  Beachtung  des  ümstandes,  dass  —j" —  =  0   ist. 


dm^  \fisc)dx^  )^^^        (i\ydx*)^^^ 
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.   Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  hym-e, 
so  übergeht  derselbe  in 

In  gleicher  Weise  findet  sich 

,  ,  .   (le*  /  d^  fix)   \  , 

Durch  Zusammenhaltung  der  beiden  letzten  Formeln 
und  unter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  6  er- 
gibt sich: 

7  7  7  7  ßB^  /  d*f{x)  \ 

l-ym-l^  ym+e  =  l .  y,,  ^  l  ^  y^^^e  =  -  ~2~[f(x)dx*)^ 


also 


y'  =  y". 


Der   Ausdruck   für    die   gesuchte  Wahrscheinlichkeit  P 

nimmt  dadurch  die  Gestalt  an: 

y 


u 


e-^  dt, 


worin 


»■-»vs/^GTfcl -»»''*•*' 


daraus  berechnet  sich 


e  = 


kVfi 


P  stellt   also   die  Wahrscheinlichkeit   vor,   dass  x  zwischen 

den  Grenzen 

y 

1^  +  e  «=  w  H — ^  . 

"  —  kVii 

enthalten  ist;  und  man  sieht,  dass  sich  diese  Grenzen  in  dem 
Masse  zusammenziehen,  als  fi  wächst,  üeberdies  strebt  P 
in  dem  Masse,  als  y  wächst,  der  Einheit  zu,  und  wird  y 
genügend  gross,  jedoch  endlich,  so  hat  man 

P=ly     e  =  0,    x  =  m, 
womit  das  Theorem  erwiesen  ist. 

72.  Anmerkung  I.    Regel  mir  Entscheidung,  ob  die  Ur- 
sache X  mit  grosser  WahrscheinlichJceit  stattfindet. 


j 
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Durch  Entwickelung  des  Ausdruckes  für  P  in  eine  Reihe 
erhält  man 


0  y 

Nun  war 

.2 „ 

daher  ist  weiter 


y«  =  _  9»  {.^y\ 


P  fiLllt   also  sehr   gross   aus,  wenn   —  ö^  \^dV     ©iiiiger- 

massen  beträchtlich  wird. 

73.  Anmerkung  IL  Es  ist  bei  dieser  Gelegenheit  leicht, 
die  Umkehrung  des  Bernoulli'schen  Theorems  nachzuweisen, 
mit  der  wir  uns  übrigens  später  eingehend  befassen  werden. 

Gesetzt,  mj,  m^  seien  die  Wiederholungszahlen  der  ent- 
gegengesetzten Ereignisse  A  und  B  in  einer  sehr  grossen 
Anzahl  s  von  Versuchen;  x^  stelle  die  unbekannte  Wahr- 
scheinlichkeit ven  Ä  vor.     Alsdann  ist 

P  =  -^le-^  dt 


2    r 

=  -^  16 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Werth  von  x^  zwischen  den 
Grenzen 

m  +  -7? 


Vit   k 
eingeschlossen  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  ist 

^1  (1  -  ^iT  1  ' 

daher  folgt  durch  Vergleichung  mit  y  =[f{po^]^ 

(i  =  m^. 
Weiter  hat  man 

Z  •  y  =  fWi  i  •  a?!  +  Wg  Z  •  (1  —  iCi), 
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woraus 

dly  1      dy  5i_  _      wi,      »n^  —  {m^  +  »>,)  x^ 

dxi  y  *  dxi         Xi         1  — rc,  x^  (1  —  a;,) 

Der  dem  Maximum  von  y  entsprechende  Werth  von  x^  ist 
also 

Wi  +  IW,  8 

Durch  nochmalige  Differentation  obiger  Formel  wird 

d^y  ^^i_  t       **h 

daraus  folgt 


2  \rfaji''/m  2  Kydx^/m         2    /»h^X*         /-  _^\2 


«» 


2m|  f/i,  ' 

Nun  ward  zur  Abkürzung 

Y         fi  \2ydxVm 

gesetzt;  für  den  gegenwärtigen  Fall  ist  also 


f    w»!      2  Wj 


a 


=  l/^ !! 

f    m^     2  m,  ^«  —  mj' 

folglich  stellt  P  die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  x^  zwischen 
den  Grenzen 


m  +  -^  =  "'^  + ^J. =ü?L+y y  2^t  (^-"O 

enthalten  ist. 


II.  Zukünftige  Ereignisse. 

74.  Drittes  Theorem.  2)ie  Wahrscheinlichkeit  IIi  für  das 
Eintreffen  eines  zukünftigen  Ereignisses  F  in  Folge  der  Ursache 
Ci  eines  heobachteten  Ereignisses  E  ist  gleich  dem  Producte  der 
Wahrscheinlichkeit  Pi  der  Ursache  Ci  mit  der  Wahrscheinlich- 
keit Wi,  welche  diese  Ursache  dem  künftigen  Ereigniss  ertheät. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  leuchtet  ohne  weiteres  ein, 


j 
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wenn  man  bedenkt,  dass  77»  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
zusammengesetzten  Ereignisses  vorstellt,  bestehend  in  dem 
Vorhandensein  der  Ursache  Ci  und  dem  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses i^,  wenn  diese  Ursache  als  gewiss  vorausgesetzt. wird. 
Daher  ist  thatsächlich 

n 

SPi 
1 

Anmerkung  I.  Nehmen  wir  pi  =  y  =  f(x),  wobei  x  die 
Ursache  und  y  die  Wahrscheinlichkeit  des  beobachteten  Ereig- 
nisses E  nach  dieser  Ursache  ist,  ferner  c^,-  ==;£?==  ^  (x\ 
wobei  car»  die  Wahrscheinlichkeit  des  zukünftigen  Ereignisses 
F  nach  derselben  Ursache  vorstellt,  so  ergibt  sich 

yz  yzdx 

11t  ^  1  • 

^xy       fydx 

0  0 

Für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  F  in 
Folge  eines  zwischen  den  Grenzen  a  und  6  gelegenen  Werthes 
von  X  eintreffen  wird,  findet  sich 

b 
fyzdx 

11  ^ 

fydx 

0 

Anmerkung  IL  Die  vorangehenden  Formeln  sind  unter 
der  stillschweigenden  Voraussetzung  abgeleitet  worden,  dass 
die  einzelnen  Ursachen  c,-,  oder,  was  dasselbe  bedeutet,  die 
einzelnen  Werthe  von  x  vor  der  Beobachtung  die  gleiche 
Wahrscheinlichkeit  aufweisen.  Kommt  jedoch  jeder  Ursache 
Ci  a  priori  ein  besonderer  Grad  g,  der  Möglichkeit  zu,  dann 
ist  (im  Einklänge  mit  Anmerk.  IV,  Nr.  70) 


77,  =  p;  ^,  = 


n 

Zi^iPi 
1 


Anmerkung  III.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereig- 
niss F  in  Folge  der  Wirkung  einer  der  Ursachen  c^,  Cgj-^c. 
eintreflten  wird,  ist 

Meyer,  Wahrsoheinlichkeitarechnung.  ]^2 
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n 


JT'  =  jJi  +  JT,  +  •  •  •  +  ^»  =  \— ; 


1 


lässt  man  die  in  Anmerkung  I  getroffenen  Annahmen  gelten, 
so  ist  die"  Wahrscheinlichkeit,  dkss  F  in  Folge  eines  der 
möglichen  Werthe  von  x  eintreflfen  wird, 

1 
Jyx  dx 
77'=  ? 

fydx 

0 

Allgemeine  Bemerkung. 

Es  empfiehlt  sich,  an  dieser  Stelle  einen  Rückblick  auf 
die  verschiedenen  Aufgaben  der  Theorie  des  Zufalls  zu 
machen;  dieselben  sind  von  dreifacher  Art.  • 

1.  Bas  Ereigniss  ist  iingewiss;  die  Ursachen  oder  ein- 
fauchen  Wahrscheinlichkeiten  sind  bekannt.  Man  verlangt  die 
Wahrscheinlichkeit  des  ungewissen  Ereignisses. 

Beispiel.  Eine  Urne  enthält  weisse  und  schwarze  Kugeln 
in  dem  gegebenen  Verhältniss  p  zu  g';  es  handelt  sich  imi 
die  Wahrscheinlichkeit,  in  s  aufeinanderfolgenden  Ziehungen 
mmal  eine  weisse  Kugel  zu  treffen. 

Die  Ursache  oder  die  einfache  Wahrscheinlichkeit  — -, — 

ist 'gewiss;  das  fragliche  Ereigniss  ist  ungewiss. 

2.  Das  Ereigniss  ist  gewiss;  die  Ursache  oder  einfache 
Wahrscheinlichkeit  ist  tmgewiss.  Man  verlangt  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  jeden  Voraussetmng ,  welche  ma/n  über  den 
Werth  der  Ursache  oder  der  unbekannten  einfachen  WaJir- 
scheinlichkeit  aufstellen  kann. 

Beispiel.  Eine  Urne  enthält  weisse  und  schwarze  Kugeln 
in  einem  unbekannten  Verhältnisse;  nach  s  aufeinanderfolgen- 
den Ziehungen  sind  m  weisse  Kugeln  zum  Vorschein  ge- 
kommen; welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  un- 
bekannte Verhältniss  gleich  ist  jenem  der  Zahlen  p  und  g? 

Das  Ereigniss  ist  gewiss;  die  Ursache    j^     ist  ungewiss. 
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3.  Das  heolxxchtete  Ereigniss  ist  gewiss;  seine  Ursache  ist 
tmgewiss,  ebenso  ein  mTcünftiges  Ereigniss.  Man  verlangt  die 
Wahrscheinlichkeit  des  letzteren. 

Beispiel.  Eine  Urne  enthält  weisse  und  schwarze  Kugeln 
in  einem  unbekannten  Verhältnisse;  in  s  aufeinanderfolgen- 
dan  Ziehungen  ist  mmal  eine  weisse  Kugel  zum  Vorschein 
gekommen;  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine 
künftige  Ziehung  eine  weisse  Kugel  bringen  werde? 

Das  beobachtete  Ereigniss  ist  gewiss;  seine  Ursache 
sowie  das  zukünftige  Ereigniss  sind  ungewiss. 

B.  Anwendungen. 

1.  Vermisclite  Beispiele. 

75.  Erstes  Beispiel.  Eine  Urne  enthält  weisse  und  schwarze 
Kugeln,  zusammen  in  der  Anzahl  r;  hei  einer  vorgenommenen 
Zidiung  Jcam  eine  weisse  Kugel  zum  Vorschein,  Wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Urne  n  weisse  Kugeln  enthält? 

Lösung.  Die  verschiedenen  Ursachen  des  Ziehens  einer 
weissen  Kugel  sind: 

1  weisse,  r —  1  schwarze  Kugeln;  Ursache  c^; 


^  ;?  "  })  ))  ??  (^r* 

Die    nach    diesen   Hypothesen   gerechneten    Wahrscheinlich- 
keiten des  Ziehens  einer  weissen  Kugel  sind 

1  2  r 

Pi  =  T>  P2=y?--^      Pr  =  —] 

insbesondere  ist  unter  Zugrundelegung  der  Ursache  c« 

n 

Pn    =-' 

Dem  Theorem  von  Bayes  zufolge  ist  also 

n 
p    .. I ___2n_  ,  . 

1-1-2    ,  ,    «•         ♦•('•+1) W 

r        r  r 

Zweites  Beispiel.     Von  zwei  Urnen  A  und  B  enthält  die 
erste  p  weisse  und  q  schwarze,   die  zweite  p'  weisse  und  q' 

12* 


L_ 
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schwarze  Kugeln.  Aus  einer  der  Urnen,  unbekannt  aus  welcher, 
werden,  nach  und  na^ch  m  -{-  n  Kugeln  gezogen^  m  davon  sind 
weiss,  n  schwarz.  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
Kugeln  aus  der  Urne  Ä,  beziehungsweise  aus  jener  B  stammen? 

Lösung.    Nach  der  ersten  Hypothese  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit des  beobachteten  Ereignisses 


m\n\     (jp -f.  2)*»+*»  I  "  ^ ' 
nach  der  zweiten  Hypothese  ist  sie 

p,  ^   (m  +  n)I     ^'»»l-i^'«|-i 


Daraus  berechnet  sich  die  Wahrscheinlichkeit  der  ersten 
Hypothese: 


^TO  I  -  1  ^n  I  —  1 


71  = 


(jp + i) 


m+n  1  —  1 


F+P' 


^m  I  —  1  ^n  I  —  1  ^fm  |  —  1  ^/n  |  —  1 


und  in  gleicher  Weise    die  Wahrscheinlichkeit  der  zweiten 
Hypothese: 


7J'  = 


P+P' 


Drittes  Beispiel.  Eine  Urne  enthält  weisse  und  schwarze 
Kugeln,  im  Ganzen  r  an  der  Zahl;  bei  einer  vorgenommenen 
Ziehung  kam  eine  weisse  Kugel  zum  Vorschein.  Wie  gross  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  zweite  Kugel,  welche  man 
zieht,  weiss  sein  wird? 

Lösung.  Es  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenach- 
dem  die  erstgezogene  Kugel  in  die  Urne  zurückgelegt  wurde 
oder  nicht. 

Erster  Fall.  Das  beobachtete  Ereigniss  E  ist  das  Ziehen 
einer  weissen  Kugel,  das  künftige  Ereigniss  F  ebenfalls.  Ent- 
hält die  Urne  n  weisse  Kugeln,  so  sind  die  Wahrscheinlich- 
keiten von  E  und  F  beziehungsweise 


n 


n 


demnach  hat  man 
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_Pl®l  +i>2®2  H h  Pr^r 


12  +  2*H h»-' 


Pi+Pi-i \-Pr  — (r  +  1) 

r(r+l)(2r+l)  1_ 

1.2.3-r*  2r  +  l  """r 


Diese    Wahrscheinlichkeit     convergirt    in    dem    Masse 
gegen  den   Werth  ---,  als  r  zunimmt.     Setzt   man  letztere 

o 

Zahl  unendlich  gross  voraus  und  bezeichnet  mit  x  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ziehens  einer  weissen  Kugel^  so  kann 
diese  alle  zwischen  0  und  1  gelegenen  Werthe  annehmen. 
Man  hat  daher 

Jxdx 

0 

Zweiter  Fall,  Wurde  die  erstgezogene  Kngel  nicht  wieder 

zurückgelegt,  so  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  von  E  und  F 

beziehungsweise 

n  n— 1 ^ 

Pn  —  "jr>  ^n  —    r—l'^ 

daher  wird  jetzt 

1  ■2  +  2-3  H (r  — l)r         (r~-l)r(r+  1)1-2 

jj (r— l)r  1  '2'3»(r—  l)r     2  ^ 

1  +  2H h^  "^  r+1  T ' 


r  2 

die  Wahrscheinlichkeit  ist  in  diesem  Falle  von  der  Zahl  der 
Kugeln  in  der  Urne  unabhängig. 

Viertes  Beispiel.  Die  Zahl  der  in  einer  Urne  enthaltenen 
Kugeln  beträgt  höchstens  drei;  in  n  Ziehtmgen,  wobei  die  ge- 
zogene Kugel  jedesmal  in  die  Urne  zurückgelegt  wurde,  sind  x 
weisse  Kugeln  zum  Vorschein  gekommen.  Es  ist  die  Frage 
nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  nächste  Ziehung  uneder 
eine  weisse  Kugel  bringen  werde, 

Lösung.  Die  Ereignisse  E  und  F  sind  beide  das  Ziehen 
einer  weissen  Kugel;  unter  der  Voraussetzung,  dass  x  weder 
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Null  noch  n  ist^  können  über  ihre  gemeinschaftliche  Ursache 
nur  drei  Hypothesen  aufgestellt  werden: 

1  weisse  und  1  schwarze  Kugel;  Ursache  q; 

2  weisse  und  1  schwarze  Kugel;  Ursache  c^] 
1  weisse  und  2  schwarze  Kugeln;  Ursache  c^. 

Die   aus   diesen  Ursachen  •  gefolgerten   Wahrscheinlich- 
keiten von  E  sind: 


Ä 


Pa 


l  \x    /  2  \  n  —  X 


n  —  X 


Die   aus   denselben   Ursachen   gefolgerten  Wahrschein- 
lichkeiten von  F  sind: 


ÖT, 

/ 

1 

2 

• 

^2 

2 

3 

• 

•STj 

1 
3 

• 

Die  Wahrscheinlichkeit  der  Ursache  q  ist  demnach 


p,= 


1 

2^ 


3' 


12^         gn-a; 
2^*3'*  3« 


3» -|_  2^* +*  +  2* *•  ■"  *  ' 


in  gleicher  Weise  findet  man  die  Wahrscheinlichkeiten  für  c, 


2 


und  c^: 


^2  = 


yU+X 


i2n  — X 


nn    I    rt»  -j-a?  _|_  f)2n  —  o? ' 


Ps  = 


3»_^2**+*  +  2^" 


damit  ergibt  sich  schliesslich  das  gesuchte 


n  =  Pi^i  +  p^^^  +  P3©^3  = 


12  1 

2'^^3  ^3 


3»_^  2**"^*  +  2^"~* 

Fünftes  Beispiel.  Eine  Urne  enthält  eine  unbegrenzte 
Anzahl  weisser  und  schwarzer  Kugeln;  hei  einer  ausgeßihrten 
Ziehung  unirde  eine  weisse  Kugel  getroffen;  welche  Wahrschein' 


LI 
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lichkeit  hat  man,  nachher  n-mal  nach  einander  eine  schwarze 
Kugel  zu  ziehen,  wenn  die  gezogene  jedesmal  meder  zurück- 
gelegt mrd? 

Bezeichnet  x  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ziehens  einer 
weissen  Kugel,  so  ist  1  —  x  die  für  das  Ziehen  einer  schwarzen 
Engel,  und  man  findet  das  gesuchte 

1 

TT_0 - 

^^ i (n  +  1)  (n  +  2) 

fxdx 

0 

Sechstes  Beispiel.  Zwei  Spieler  A  und  B,  deren  Wahr- 
scheinlichJceiten  für  das  Gewinnen  einer  Partie  unbekannt  sind, 
spielen  unter  der  Bedingung,  dass  demjenigen  von  beiden, 
welcher  zuerst  n  Partien  gewonnen  haben  wird,  der  Einsatz  a 
mfällt,  Sie  sind  bemüssigt,  das  Spiel  zu  einem  Zeitpunkt  auf- 
zugeben, wo  dem  Ä  noch  b  Partien,  dem  B  noch  c  Partien 
zum  Gewinnen  fehlen.  Wie  soll  der  Einsatz  unter  die  Spieler 
vertheilt  werden? 

Lösung.  Es  bezeichne  x  die  Wahrscheinlichkeit  für  das 
Gewinnen  einer  Partie  bei  Ä,!  —  x  die  analoge  Wahrschein- 
lichkeit bei  B]  X  kann,  nachdem  es  völlig  unbekannt  ist, 
alle  Werthe  zwischen  0  und  1  annehmen. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  von  2n  —  b  —  c  abgeführ- 
ten Partien  n  —  b  von  Ä  und  n  —  c  von  B  gewonnen  wer- 
den, ist 

p  =  Gx""-^  (i  —  xy-^ 

und  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes  x  der  Ursache, 
dieses  beobachteten  Erfolges  ist  (Nr.  70) 

•  x''-^{l^x)''-"dx 

n  =  -j . 

fx''^^{\—xf'^''dx 

0 

Die  Summe  S,  welche  B  nach  dieser  Hypothese  x  =  x 
zu  erhalten  hätte,  kommt  gleich  dem  Producte  aus  a  und 
der  Wahrscheinlichkeit,  welche  B  für  das  Gewinnen  des 
Spieles  besitzt;  letztere  wurde  in  Nr.  30  berechneb;  man  hat 
hiernach: 
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X»      (6+c— l)(6+c— 2) 


,  x*-^        {b  +  C-1)..  ■(fi±l)\ 

"*"(! -«)*-'       1-2.  ..(6-1)       I 


1-2 


+  -| 


Die   auf  Grund   aller   Hypothesen   dem  B  gebührende 
Summe  ist  demnach 

0 


(a) 


0 


.n  —  b 


fx^'-'^il-x) 

0 


n  —  c 


dx 


Durch  Ausfuhrung  der  in  diesem  Ausdrucke  angezeigten  In- 
tegrationen mit  Hilfe  der  Formel 

1 

•  (w  —  c) 


0 


6(l_^)n-cj^_ 


1  .2 


(n  — 6 +  !).••  (2»  — &  — c  +  1) 


ergibt  sich 


h  +  c  —  l    n  —  b  +  1 
1         '  n  +  b  — ~i 

(6  -|.  c  -  1)  (6  +  c  -  2)  ^  (n^&  +  l)(^— ^  +  2)    , 


^  "     (2n  — &  — c  +  2)...2n    1       ' 


1  •  2 


(n  +  &  — l)(n  +  6  — 2) 


,    (6  +  c  —  1)  '  •  •  (c  +  1)    (n  — &+  l)---(n-  1)\ 
J  1 .  2  • . .  (ö  — 1)  (n  +  6  —  1) . . .  (w  +  1)  J  * 

Den  Rest,  nämlich  a  —  S%  erhält  Ä. 

2.   Probleme  über  das  Verhältniss  der  männliclien  und  weib- 
lichen Geburten. 

76.  Erstes  Problem.  Es  sei  beobachtet  worden,  dass  von 
einer  sehr  grossen  Anzahl  jo  +  g  von  GeburtsfäUen  p  auf 
Knaben-  und  q  auf  Mädchengeburten  entfallen.  Mit  welcher 
Wahrscheinlichkeit  P  sind  unter  m  -j-  n  künftigen  Geburten 
m  Knaben  und  n  Mädchen  m  erwarten? 

Lösung.  Bezeichnet  x  die  unbekannte  Wahrscheinlich- 
keit einer  Knabengeburt,  folglich  1  —  x  die  .einer  Mädchen- 
geburt, so  gilt  für  die  Wahrscheinlichkeit  des  beobachteten 
Erfolges:  unter  i?  +  g  Geburten  p  Knaben  und  g  Mädchen 
—  der  Ausdruck 
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der  erwartete  künftige  Erfolg:  unter  m  -\-  n  Geburten  m 
Knaben  und  n  Mädchen  —  hat  mit  Zugrundelegung  der- 
selben Ursache  die  Wahrscheinlichkeit 

oT   =  ^    T  ,-  af"  (1  —  xY. 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 

1  «  1 


1  '"^  1  > 

fadx  fx^{l^xy^dx 


1  0 

,  _(w  +  n)! 
m\  n! 
Nun  ist 


0 

1  -2  •  •  »g 


ferner,  nach  Anwendung  derselben  Reduction: 
1 

0 

daher 

P  =  ^t  (g  +  ^) '  •  •  (g  +  »^)  •  (JP  + 1)  "  •  (JP  +  w)^ 
(P  +  2  +  2)  • .  •  (iJ^+  g  +  w  +  n  +  1)  ' 

eine  weitere  Vereinfachung  erfährt  dieser  Ausdruck,  wenn 
man  mit  Bücksickt  darauf,  dass  p  und  g  sehr  gross  sind, 
von  den  Näherungsformeln*)  Gebrauch  macht: 

(2  + 1) . . .  (2  +  „)  =  l:liii(i+J!0  _  (i+.»C^V- 


y>+  i)---(p  +  'w)  =  ^^^^^^ 


3' 


(^+g+l)...(p-|-g-|-^.t-^)^(P+g+m+n)'^^'»+"+^^^) 

(P  +  3)*+«+* 


*)  Siehe  Note  I.  am  Ende  des  Buches. 
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und  wenn  femer 


p  +  a  +  ^   .  p  +  ^ 


i?  +  g  +  m  +  »»+l        p  +  2  +  wt  +  n 

gesetzt  wird;  auf  diese  Weise  erhält  man 

Anmerkung.  Sind  p  und  q  sehr  gross  ^  erstreckt  sich 
also  die  Beobachtung  auf  eine  grosse  Menge  von  Geburten, 
so  ist  der  wahre  Werth  der  Wahrscheinlichkeit  einer  Enaben- 

geburt  sehr  nahe     ^    ,  der  einer  Mädchengeburt  sehr  nahe 


p  +  a 

Vorausgesetzt,   dass   [i  und   5  nur  klein   sind  im  Ver- 
gleich zu  p,  so  hat  man: 

h{p  +  ii)p+^  =  (p  +  s)h{p+^)  =  (p  +  s)\^hp  +  h{l+^)^ 

=  ip  +  s)[hp  +  ^-^  +  '"] 
=  (p  +  s)hp  +  (p  +  s)^  +  '"-=={p  +  s)l-p  +  ^  +  -", 

woraus,  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  von  der  Ordnung 
—  angefangen, 

folgt.    Können  daher  m  und  n  neben  p  und  q  für  klein  an- 
gesehen werden,  so  ist  es  erlaubt  zu  setzen: 

(q  +  w)3+?+i  =  6»  g«+»+i, 

und    die    Formel    (a)    übergeht    durch    Substitution    dieser 

Werthe  in 

p^(m  +  n)!        p^q^ 
/  mini     («  +  ö)"*"^"' 

Dies  ist   aber  genau  jener  Ausdruck,  welcher  sich  far 
die  Wahrscheinlichkeit  des  erwarteten  Erfolgs  ergeben  würde, 

wenn      ,      die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knaben-  und     7     die 

p  +  a  p  +  9. 

Wahrscheinlichkeit  einer  Mädchengeburt  wäre. 


w 
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Es  ist  daher  natürlich  zu  schliessen,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeiten dieser  einfachen  Ereignisse  annähernd  im 
Verhältnisse  p  zu  g  zu  einander  stehen^  wenn  p  und  g  grosse 
Zahlen  sind,  dass  also  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knaben- 
geburt näherungsweise  gleich  ist  — x~* 

77.  Zweites  Problem.  Man  hohe  ieohachtet,  dass  unter 
einer  sehr  grossen  Anzahl  jp  +  g  von  Gehurten  die  Zahl  p  der 
Knaben  grösser  ist  als  die  Zahl  q  der  Mädchen,  Auf  Grund 
dieser  Beobachtung  ist  die  WahrscheinlichTceit  Q  zu  ermitteln^ 
dass  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt  grösser  ist  als 
die  einer  Mädchengeburt 

Lösung.  Wie  vorhin  sollen  mit  x  und  1  —  x  die  un- 
bekannten Wahrscheinlichkeiten  einer  Knaben-  und  Mädchen- 
geburt bezeichnet  werden.  Die  Wahrscheiulichkeit  des  be- 
obachteten zusammeifgesetzten  Ereignisses  ist  dann 

i^lmlf + 3L_  ^P  (1  _  ^y  =  cy, 

wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt     wird.       Die    Wahrscheinlichkeit    eines     besonderen 

Werthes  von  x  in  Folgfe  dieses  Ereignisses  ist 

cy  dx  ydx 

fcydx       fydx 

0  0 

und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Werth  von  x  den  Bruch 
—  nicht  überschreitet,  hat  zum  Ausdruck 

fydx 
fydx 

0 

Daher  ist  endlich  die  fragliche  Wahrscheinlichkeit  eines 

über  —  liegenden.  Werthes  von  x 

i 

fydx 

fydx 
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78.  Berechnung  von  Z^^fydx,  worin 

0 

y  =  ijjp  (1  —  xy. 

Bezeichnen  y^   und  t/i  die  Werthe    von  y  für  a;  =  0 
und  rc  =s  —   so  ist 

J/o  =  0,        J/i  =  ^,5 

wird  ferner  y  =  y^e"*  gesetzt,  so  entsprechen  den  Grenzen 

{    von  X  jene  {*    von  t\  nimmt  man  dagegen  y  =^  y±€^*  j 


SO  entsprechen  den  Grenzen  {    von  x  jene  {*  von  t 

Zerlegt  man  Z: 

1  1 

Z=^Jydx — fydXj 

und  führt  in  dem  ersten  Integral  die  erste,  im  andern   die 
zweite  der  obigen  Substitutionen  durch,  so  wird 

1  oo 


1) 


0  0 


oo 


2)  Jydx  =  y^Ctr  '^dt- 

i  « 

Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Ausdrttcke,  welche  in 

diesen  beiden  Integralen  für  -^  einzutreten  haben. 

Nachdem  x  eine  Function  von  t  ist,  entwickeln  wir  letz- 
tere nach  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  und  erhalten: 

~U«/o     """  \dtyQ  1-2  "T 

Für  den  Fall  1)  ist 


^  =  Z. 


y^  y 


dx 


y 


dx 
dy 


dx 

V 


wenn  man 
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dx 
^  dy 

setzt;  daraus  berechnet  sich 

dx ^      d^x dv  dv  vdv 

'^~^'      dH~~di~'dx~~dx^ 

folglich  hat  man  für  diesen  Fall 

fdx\        ld'^x\        {vdv\ 

Für  den  andern  Fall  2),  wo  y  =  y^~~*  genommen  wurde, 

ergibt  sich  nach  übereinstimmender  Rechnung 

(dx\         fd^o[\        /vdf)\ 

Demnach  ist: 
woraus 

1)  if-'.+(S)/+--''.i'+©...'+-). 

-  • 

abgeleitet  wird. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  die  beiden  Integrale 
1)  und  2)  ergibt  sich 

fydx  =  v,y,[fr-'dt  +  (^)_Jte-'dt  +  •  •  •} 

0  0  0 

=  ^oy«{i +  (£),_„  +  •••), 

^1  oo  CO 

i  0  0 
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weil   die  in   den  Klammern  eingeschlossenen   Integrale  den 
Werth  1  haben;  folglich  ist 

Zur   endgiltigen  Berechnung   von  Z  müssen   noch    die 

besondem,   darin  vorkommenden  Werthe  von  t?  und  3—  er- 
mittelt  werden. 

Aus  y  =  x^  {\  —  xf  folgt 

^  =  ^P-i  (1  _  xf-^  [^  -  (p  +  2)  ^] , 

und  damit  ergibt  sich: 

ydx  x{\  —  x) 


V  = 


dy  P—iP  +  q)^^ 

1 


.0  =  0;      .^=--^^-., 

ferner 

dv   ^  (2a;  —i)[p  —  (p  +  q)  x]  +  (p  +  q)x{x  —  1) 
dx  [p  —  {P  +  a)^Y  ' 

fdv\    ^  _  J. ,      /dv\     ^  _    p  +  q 
\dx)^  i>'     \dx)^  (p-qr 

Durch  Einführung   dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  für 
Z  ergibt  sich  endlich 

2P+^-^Hp-q)\        (p-qyl 

1 

79.  Berechnung  von  N=fx   (1  —  xy  dx. 

0 

Der  Werth  dieses  Integrals  ist  bekanntlich 

r(p  +  i)r(q  +  i)^ 

r{p  +  q  +  2)       ' 

doch  eignet  sich  dieser  Ausdruck  wegen  der  grossen  Zahl 
seiner  Factoren  zur  wirklichen  Berechnung  nicht.  Wir  wollen 
daher  für  das  Integral  einen  Näherungs werth,  und  zwar 
nach  dem  Vorgange  von  Laplace,  entwickeln. 

Es  sei  a  der  dem  Maximum  von  y  entsprechende  Werth 
von  X]  man  findet  ihn  aus  der  Gleichung 
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welche  für  den  vorliegenden  Fall 

'  jp(l  —  ä)  —  qa  ==  0 

lautet  und 

P 


a  = 


ergibt;  das  erwähnte  Maximum  ist  also 

^"  ^  \p  +  q)  \p  +  d  ' 

Wird  nun 

gesetzt^  so  entsprechen  den  Werthen  0,  a,  1  von  x  die  Werthe 
—  oo,  0,  cx>  von  ty  so  dass 

1  oo 

N=   iydx^yajer-^-^^dt 

0  — oo 

Nun  ergibt  sich  für  y  =  f{x)  =  f(a  +  {x  -—  a))  nach 
dem  Mac-Laurin'schen  Satze  der  Ausdruck 

y  -  »•+ (.'  - «)  es. + '^r-  m. +■  •  ■ 

oder  wegen  (^)^  =  0 

» — ^"^      1-2      \da;V«^  J^al^T^     1.2      XdxVa  y„^        j' 

hieraus  folgt  leicht 

nachdem  also  der  Ausdruck  für  fi  mit  dem  Coefficienten 
(x  —  ay  behaftet    ist  oder  für  x  =  a  verschwindet,    so   ist 

man  berechtigt,  t  = oder  x  =  a  -\-  vt  zu  setzen,  wobei 

t;  =  — 7—  =  =:  eine    Function    von    x   ist.      Ent- 

wickelt  man  mit  Beachtung  dieses  Umstandes  den  eben  an- 
geschriebenen Ausdruck  fürajnach  der  Formel  von  Lagrange  *), 
so  wird 


*)  Siehe  Note  II.  am  Ende  des  Bandes.  ^ 
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woraus 

Durch  Einführung  dieses  Werthes  in  den  Ausdruck  für  N 
nimmt  letzterer  folgende  Gestalt  an: 

0  l     — oo  — oo 


— oo 


+(w).V'*-"''+- 


1 


bekanntlich  ist 

oo  oo  •  oo 

Je-'^dt^y^'j  jfie-^dt  =  \Yn\  J t^''-^^  e-^  dt  =  0; 

— oo  — oo  — oo 

macht  man  von  diesen  Beziehungen  Gebrauch,  so  folgt  weiter; 

J^=y.  !/«{«. +  1(1^)^  +  ...}. 

Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  in  der  Klammer 
vorkommenden,  von  v  abhängigen  Grössen.     Zunächst  ist 

X —  a 

«  =  — r- 

und 


t=Vl'ya  —  l'V' 
Einer  früheren   Entwickelung   (S.  191)  zufolge   ist  all- 
gemein 
f:^hy^  —  hy=(x  —  ay[Ä  +  B(x-a)+C{x-'af  +  -']] 

durch  successive  Differentiation  dieser  Gleichung  ergeben  sich 
für  die  Coefficienten  derselben  die  Ausdrücke 

ferner  wird 

x  —  a  1 

^  =  -7-= ^' 

{A  +  B{x—a)'{ }*' 

woraus 
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1 


V-H^^l 


gefunden  wird.     Nun  ist 

l '  y  =  pl '  X  +^ql '  (1  —  x)y 
also 

dx*    ~a;«    »    (l—xy^ 
und  indem  man  a;  =  a  =  — ~ —  nimmt,  wird 

P  +  9.  ^ 

daher 

1        y^pq 


(d^  •  v^\ 
j   i   )    zu  bestimmen;  aus  einer  frühe- 
ren Gleichung  folgt 

ir'  =  [Ä  +  B  (x  —  a)  +  C (x  —  ay  -] }~"^ 

=  ^  +  J.1  (rc  —  a)  +  4j  (^  —  a)*  -I 

und  daraus  berechnet  sich 

so  dass  nur  die  Bestimmung  von  A^  erforderlich  ist.  A^  ist 
der  Coefficieut  von  (x  —  o)**  in  der  Entwickelung  von  «* 
und  diese  lautet: 

{A  +  B(x—a)  +  C(x  —  a)'-] }~t 

=  A-^  —^A-^  B{x  —  a) 

demnach  ist 

Früher  wurde  bereits  Ä  =  ^^~        gefunden;    in    ähn- 
licher Weise  ergibt  sich 

ji f_dn^iy_\  _/ ^  .  ___a \  _(p+g)*(p-g) 

■^  \1.2.3(iaj7^       1       3aj*    '    3(1— a:)»J^  3i)«2»       ' 

Meyer,  Wahrsoheixüiohkeitirechnimg.  13 
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\^l  .2.3-4dx*y  \4a;*  ~  4(1— ic)* 


1. 


8y.S 


4p»g 


Führt   man  diese  Ausdrücke  in  A^  ein^    so  findet  sich 
nach  einigen  Beductionen 

Dieser  Werth,  sowie  jene 


62>*g-i(p  +  g)^ 


y«  =  ( 


p 


p  +  a 


+  g)^ 


in  den  für  N  gefundenen  Ausdruck  eingesetzt,  ergeben 

1 


N 


=  fxPil- 


x)idx  = 


(P  +  i)"^^ 


l'+ 


12P2CP  + 


Pg  \ 
g)     1 


80.  Substituirt  man  die  in  Nr.  78  und  Nr.  79  für  Z 
und  ^  gefundenen  Werthe  in  den  Ausdruck  ^  =  1  —  ^ , 
so  erhält  man 


Ö  =  l- 


|^"f"       12p(z(p  +  g)     J       ' 


(l_    P+g   1 
1^         (p-g)*l 


X 


oder  näherungsweise,  da  j?  und  g  sehr  gross  sind: 


Ö=l 


(»+g) 


jH-4+I 


«^  h      p+g     (p+gr-i3j>gi 

1  (l'-g)*  12i)g(P  +  g)       ' 

Zum  Zwecke  der  numerischen  Berechnung  schreiben  wir 
diesen  Ausdruck  in  der. Form 

P  +  g  (P  +  g)'— 13pg 


wobei 


«=:-ii- 


Q>-g)' 


1^ 


(P  +  g)* 


12jP3(p  +  g)     I 


(^)' 


2(P  — g)  ySpgTT        p^  tj^ 

gesetzt  wurde;  daraus  folgt,  wenn  man  beiderseits  Brigg's 
Logarithmen  nimmt, 
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i>4"4\''+' 


logi  =  log-J^L 


+  0-43429448 1 


m 


pPq^ 


p  —  q 


l 


der  natürliche  Logarithmus  rechter  Hand  lässt  sich,  da  ^  ,  ^ 

ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  in  eine  rasch  convergirende  Reihe 
umwandeln;  man  hat  nämlich 

p  +  q\P-H 


m 


—  3 


pP  q^ 


^V^  +  a      ^[p+aJ  '^^{p+aJ      "j 

—  a(-^  P~g  _  i  (P  —  ^  __  i  (PZZS^  _       \ 
^V      JP  +  2        2  \p  +  q}  3  \p+3;  ; 


=  -(jp  +  q) 


m2 


— /»v4 


—  m6 


fp—qy      (P^zly      /p^gy 

\P  +  3/     I    \P  +  2/     .    \p  +  g/    I 


1  •  2 


+ 


3  •  4 


5  •  6 


Beispiel.  In  Paris  sind  innerhalb  eines  Zeitraumes  von 
40  Jahren,  vom  Beginn  des  Jahres  1745,  wo  man  anfing, 
in  den  Geburtsregistern  die  Kinder  nach  dem  Geschlechte 
zu  unterscheiden,  bis  zum  Ende  des  Jahres  1784 

jp  =  393  386  Knaben  und  g  =  377  555  Mädchen 

geboren  worden.    Mit  diesen  Zahlen  findet  inan 

log  ft  =  72-2511780 


und 


g  =  1  ~  -  { 1  -  0-0030761  -I }; 


mit  Rücksicht  auf  den  äusserst  geringen  Werth  des  zweiten 
Gliedes,  da  ft  eine  in  den  Ganzen  mit  73  Ziffern  geschrie- 
bene Zahl  bedeutet,  kann  Q  ohne  weiteres  mit  1  vertauscht 
werden.  Aus  den  vorangeführten  Beobachtungen  geht  also 
mit  einer  der  Gewissheit  sehr  nahe  stehenden  Wahrschein- 
lichkeit hervor,  dass  eine  constante  Ursache  existirt,  welche 
Knabengeburten  häufiger  eintreten  lässt  als  Mädchengeburten. 
81.  Drittes  Problem.  An  einem  Orte  A  umrde  eine  grosse 
Anmhl  p  +  ^  von  Gehirten  heohachtet;  davon  waren  p  mann- 

13* 


1 


^  I 
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lichf  q  weiblich;  hieraus  wurde  das  Verhältniss  r  der  Knaben- 
gebarten  zu  den  Mädchengeburten  abgeleitet.  An  einem  andern 
Orte  B  ergaben  sich  in  analoger  Weise  die  Zahlen  jp',  g',  r\ 
Ist  nun  r  >  r,  so  soll  die  Wahrscheinlichkeit  ermittelt  werden^ 
dass  eine  Knabengeburt  am  Orte  B  wahrscheinlicher  ist  als 
in  Ä. 

Lösnng.     Unter    Beibehaltung    der    Bezeichnungen    des 
vorigen  Problems  ist 


ydx 
fydx 


(«) 


die  Wahrscheinlichkeit  eines  besonderen  Werthes  von  x, 
desjenigen  nämlich,  welcher  der  WahrscheinUchkeit  des 
beobachteten  Erfolges  den  Werth  y  verleiht.     Insbesondere 

ist  a  =  ^  derjenige  Werth  von  x,  welcher  y  zum  Maxi- 
mum erhebt;  wir  setzen  daher 

und  es  entsprechen  dann  den  Grenzen 


t  =  l       jene    $  =  | 

P  +  9 


die  Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes  von  $  lautet 


P«  = 


_t±i+iMi-ii'_ 


1 

fydx 


N' 


Berechnung  von  Z.    Es  ist 


\p+a  '    /    ^p  +  a       '  (p-L^y'+i?  «  -^     \   ^    p     ) 


p+ff 


+  ,i.(l-^^,)=z. 


p^a^ 


(P  +  3)^ 
(P +  «)'«* 


I       P  +  3  A  (P  +  «)*  •' 


P 


2p' 


9 


2  3^ 


=  z. 


p^g« 


(P  +  g)^  .2 


wenn    man   mit   der   zweiten  Potenz  von  $  schliesst;   durch 
Uebergang  zu  den  Zahlen  ergibt  sich 


/   P       I    ^  (_3 öV  =  — ^ 

\P+9.~    /    \P  +  a         }         (p4 


(P^9)'  ^8 


+« 


2pq 


r 
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Berechnung  von  N.    Der  Werth  des  Integrals  fydx  wurde 

0 

bereits  in  Nr.  79  ermittelt;  nehmen  wir  denselben^  jedoch 
mit  Beschränkung  auf  das  erste  Glied,  wieder  auf,  so  wird 

0^  (p  +  «)^  +  «V(p  +  2)«' 

Durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  in  den  Aus- 
druck für  Pa  übergeht  dieser  in 

■^»     N     y^V    ipq  ^'*^ 

Derselbe  Weg  führt  zur  Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes 
ö'  am  Orte  B,  wenn  wieder  x'  =  .^  /  +  ^'  gesetzt  wird; 
man  erhält 

Die  Wahrscheinlichkeit  der  Coexistenz  der  Werthe  $  und 
$'  ist  daher 

^-^- ^r-y — i^i^' — ^    ''''        '^'      ' 

Setzt  man  jetzt 

p  +a    '  p  +  a  '      '    ' 

woraus  bei  der  Unabhängigkeit  der  Grössen  $  und  $' 

d$'  =  dt 

folgt,  so  muss  t  positiv  sein,  soll  der  Bedingung  x'  >  x  ent- 
sprochen werden.  Der  obige  x4.usdruck  verwandelt  sich  durch 
diese  Substitution  in 


n        f  4:pqp  q  ' 

darin  ist  zur  Abkürzung 

^        pq—pq         .  j  _  ( j>  +  qY     I    (P^  +gO° . 

{P  +  q){p+g.y  '^—      2pq       "^      2p   q'      ' 

t._(£3jl)!.        r_(J>^  +  gT 

2p  q      ^  2p  q 

Der  Exponent  kann  leicht  zu  einem  vollständigen  Qua- 


L 


drat«  er^nzt  werden;  bedient  man  sieb  dabei  der  weiteren 
Abkürzung 

ra  ^  (P  +  g)'(j>'+g')'     

ap'  9'iP  +  iY  +  ap9  (p'  +  3')' ' 
80  wird  nach  einiger  Reduction 

P  P'  =  liiif  -i/(p  +  9)'(y +g')'  g--*  [9+(^*'<'-*>]'e-*'<'-"' 
"   "         «     r        *P9P'  9' 

Integrirt  man  diesen  Änadmck  zunächst  innerhalb  der 
Grenzen 


und  hierauf  in  Bezug  auf  t  innerhalb  der  Grenzen 

—  dies  sind  offenbar  alle  Werthe,  welche  t  annehmen  kann, 
während  S  von ? —  bis  — % — ,  also  x  von  0   bis  l  sich 

p  +  a       jj  +  9 

ändert,  —  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit, 
dafür  nämlich,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Enaben- 
geburt  in  B  grösser  ist  als  in  Ä.     Ea  ist  also 


"  y      2pa-2i.  a     J      J 


Nachdem  jedoch  Ä  [■  ■  ■]'  sehr  gering  ausfällt  für  Werthe 
von  P,  welche  über  die  Integrationagrenzen  hinaus  liegen,  so 
men  letztere   unbeschadet  der  Genauigkeit  bis  4:  'x>  aus- 
lehnt werden;  setzt  man 

y^  (e +  ■-■)-=  ^. 


yä     y  cp+9)'(p  -1-9)* 

d  denmach 
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P  =  ^  Te-^rfr  re-*M«-Ä)^  dt 


—  oo  0 

1 

0 

Auch  in  diesem  Integral  kann  die  obere  Grenze  in  oo 
umgewandelt  werden,  indem  die  unter  demselben  stehende 
Function  bei  hohen  Werthen  von  p  und  q  sehr  rasch  fällt, 

so  dass 

oo 


p-^S^'-'-"'^^'^ 


t 

0 

nimmt  man  it  (^  —  Ä)  =  w,  so  werden  die  neuen  Grenzen 
—  hk  und  oo,  also 

oo  oo  oo  oo 

—  *A                                         — OO             *A  *A 

_   1    _   Jll!!!l_  /l 1 ,        1-3  \ 

darin  ist 

2k'h'         (p  +  q){p+q){p'q-pqy' 

Beispiel.      Die    schon    im   vorigen   Problem   erwähnten 
Beobachtungen  in  Paris  ergaben 

i>  =  393386,    g  =  377555;    r=^  =  g; 

dagegen  fand  man  in  London  in  dem  95jährigen  Zeiträume 
vom  Beginn  des  Jahres  1664  bis  Ende  1758 

/  =  737629,    ^'  =  698958;    r'=^  =  ig, 

also  r'  >  r.    Die  zuletzt  gefundene  Formel  liefert  angenähert 

P=l--i- 

328269 

als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  eine  constante  Ursache 
existirt,  welche  der  Knabengeburt  in  Londoif  eine  grössere 
Wahrscheinlichkeit  verleiht  als  in  Paris;  man  kann  also  auf 
das  Vorhandensein  einer  solchen  Ursache  328268  gegen  1 
wetten. 
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Zusatz.  Die  Lösung  des  vorliegenden  Prol^lems  findet 
auch  Anwendung;  wenn  es  sich  um  die  Yergleichung  zweier 
verschiedenen  Kategorien  von  Geburtsfallen  handelt^  z.  B. 
von  ehelichen  und  unehelichen,  von  lebend-  und  todl^ebor- 
nen  Kindern  u.  s.  w. 

Erstes  Beispiel.  Die  in  dem  zwölfjährigen  Zeiträume 
von  Beginn  1866  bis  Ende  1877  in  Oesterreich  lebend 
gebornen  ehelichen  Kinder  vertheilen  sich  wie  folgt: 

2)  =  4311076,       g  =  4052193,    daraus -|^  =  0-515485 

die  unehelichen  Geburten  derselben  Art  ergaben: 

p'  =  651303,      q  =  616621,     daraus  -X-,  =  0-51368; 

mithin  ist  r  ==  -  >  r'  =  ^.    Die   Wahrscheinlichkeit,   dass 

fär   diese  Ungleichheit   eine   constante  Ursache   existirt,   ist 

nach  der  Formel 

oo 

du 


P=l %te-^' 

kh 


zu  rechnen;  darin  ist  im  gegenwärtigen  Falle 

Ich  =   ^Pi'-P'^^y'^P+jnP+i)    _  2.6733_ 

1/2  {P'2'(P+a)'+l>9(p' +«')') 

Die  weitere  Rechnung  kann  mit  Hilfe  der  Tafel  I.  geffihrt 
werden;  es  ist  nämlich 


0 
kh 


^~  fe-^"  du  =  0-9998435; 

0 


daraus  folgt  durch  Subtraction 

oo 


-1=-  /V-"'  du  =  0-0001565, 

hk 


OO 


-4=-  /e-"'  du  =  0-0000782; 

kh 
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daher  ist  schliesslich 

P=0-9999218  =  l  — ^. 

Man  kann  also  nahe  12780  gegen  1  wetten,  dass  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Enabengeburt  unter  den  lebend 
gebomen  ehelichen  Kindern  grösser  ist  als  bei  den  unehe- 
lichen. 

Zweites  Beispiel.  Die  aus  demselben  Zeiträume  stammen- 
den Lebendgebornen   (ehelich  und  unehelich)  betrugen: 

p  =  4962379,       q  =  4668814,    daraus  -^  =  0-515245 

die  Todtgeborenen  (ehelich  und  unehelich)  vertheilten  sich 
in  folgender  Weise: 

p  =  127449,  q  =  97308,  daraus  -r^  =  0-56705. 

Es  ist  also  r'  =  ^  >  r  =  -:    die   Wahrscheinlichkeit, 

dass  diese  Ungleichheit  aus  der  Wirkung  einer  constanten 
Ursache  entsprungen  ist,  wird  aberjmals  nach  der  Formel 

P=l i=:/V"'rfW 

kh 

ZU  rechnen  sein.  Nun  findet  man  nach  Einführung  der  Zah- 
lenwerthe 

Jch  =     ^'^ ""  ^^'^  y^^+  g)  ^P  +  g^)    >  34. 

für  diesen  Werth  der  untern  Grenze  weicht  aber  das  obige 
Integral  von  der  Null  überaus  wenig  ab,  F  ist  von  der  Ein- 
heit unmerklich  verschieden. 

Mit  einer  hart  an  die  Gewissheit  streifenden  Wahr- 
scheinlichkeit kann  also  auf  Grund  des  vorliegenden  Beobach- 
tungsmateriales  geschlossen  werden,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeit einer  Enabengeburt  unter  den  Todtgebomen  grösser 
ist  als  unter  den  Lebendgebornen. 

82.  Viertes  Problem.  Die  Walwschdnlichkeit  P  m  he- 
stimmefiy  dass  die    Wakrscheinlic^Jceit    x  einer  Knabengeburt 

zwischen  den  Grenzen  -^ \-  VaZ  enthalten  ist;  z  bedeutet  einen 

Meinen  ZaMemoerth. 
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Lösung.  Bezeichnet  man  die  Grenzen^  zwischen  welchen 
man  x  erwartet  ^  kurz  mit  a  und  ß,  so  ist  die  fragliche 
Wahrscheinlichkeit 

fyäx 
p « _£ 

fydx 

0 

wobei  y  =  ÄiP  (1  —  xy, 

Berechnung  von  N.  Auf  dem  in  Nr.  79  eingeschlagenen 
Wege  findet  man  für  den  Nenner  den  Näherungswerth 

1 
N=Jydx  =»  yaVa  Yny 

0 

wenn  man  Potenzen  von 


-y; 


in  Anbetracht  der  grossen  Werthe  von  p  und  g  ausser  Acht 
lässt. 

Berechnung  von  Z.    Wird  x  =  a  -^  Va^  gesetzt,  so  ent- 
sprechen den  Grenzen  x  =  I     offenbar  jene 

'  a 

,—z y ^-r* 


«»a 


la  — a 


«'a  *a 


nimmt  man  ferner  den  in  Nr.  79  für  x  entwickelten  Werth 
wieder  auf  und  vergleicht  ihn  mit  dem  obigen 

X  =  a  -^  Va$y 

so  ergeben   sich  zwischen  den  Variablen  t  und  $  die  nähe- 
rungsweisen Beziehungen: 


t=^ 


j 
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durch  welche 


Z  =^Jydx  =  y«  v«  je  ^"'*"  »»a  i  ^'  /«  ^'  dö 


—  z 


-»-/-'•['+ i  (^)/>« w 


z 

r-9'dO 


=  2yaVaCe-^' 

0 

wird.  Setzt  man  die  für  Z  und  N  gefundenen  Werthe  in 
den  Ausdruck  für  P  ein,  so  folgt 

0 

Beispiel  nacli  Poisson.  Während  der  zehn  Jahre  1817 
bis  1826  sind  in  Frankreich  9656135  =i>  +  ä'  Kinder  ge- 
boren worden,  davon  waren  4981566  =  p  Knaben.  Es  ist 
demnach  mit  der  Wahrscheinlichkeit 

0 

zu  erwarten,  dass  x  zwischen  den  Grenzen  0*5159  +  000023 0 
enthalten  ist;  nimmt  man  ^  =  3,  so  findet  man  (s.  Tafel  I. 
am  Ende  des  Werkes) 

Ps=  0*999978  als  Wahrscheinlichkeit,  dasB  rz;  zwischen 

0-5159  +  00007 
enthalten  ist. 

Würde  man  mit  dem  Ausdruck  (a)  weiter  rechnen,  so 

würde  sich 

ergeben.    In  Nr.  79  wurde  für  v  der  Ausdruck 

1 

{^  +  J5(aj-a)  +  ...  }* 
gefunden;  daher  ist 

,2 1 


v 


ji^B(x  —  a)  + 


L 
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und 

dv*  B  +  (a;  —  o)  [•  •  •] 


dx  [Ä  +  B{X'-a)  +  '"]^' 

folglich 

\  dx  }a~       Ä*  ' 
da  nun  Va  ==  -t=i,  so  hat  man  schliesslich 

und  wenn    noch  für  Ä  und  B  die  in  Nr.   79  berechneten 
Werthe  eingesetzt  werden: 

1 .  (^L^\  = 4(p--g) 

Mit  diesem  Werthe  übergeht  die  Formel  (ß)  in 

Auf  die  Zahlen  des  vorliegenden  Beispiels  angewendet,  er- 
hält man 

* 

P  =  4-  /V-  *'  (1  -  0-00002  9»)  d6. 

83.  Pfinftes  Problem,  ö,  also  die  .  Wahrscheinlichkeit 
einer  Knabengeburt  als  gewiss  voroAAsgeset^t ,  soll  die  Wahr- 
scheinlichkeit n  ermittelt  werden ,  dass  unter  n  Gehurten  nicht 
mehr  als  u  Knaben  zur  Welt  Jcommen.    (Vergl.  Nr.  81.) 

Lösung.  Wie  in  den  vorigen  Aufgaben,  werde  mit  x 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt,  mit  1  —  oo  jene 
einer  Mädchengeburt  bezeichnet. 

Das  !Qreigniss  E,  um  das  es  sich  hier  handelt,  kann 
offenbar  auf  folgende  Arten  zu  Stande  kommen: 

1)  In  den  n  —  u  ersten  Geburten  kommen  nur  Mädchen 
zur  Welt,  die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 

(1  —  a?)«-^ 

2)  Unter  den  n  —  w  +  1  ersten  Geburten  sind  n  —  u 
Mädchen  und  1  Knabe,  dieser  jedoch  nicht  als  letztgeborner, 
weil  sonst  die  w  —  ti  Mädchen  schon  auf  die  w  —  u  ersten 
Geburten  entfallen  würden  wie  in  1);  die  Wahrscheinlichkeit 
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dieser  Combination,   da   der   eine  Enabe  jeden   der   n  —  u 
ersten  Plätze  einnehmen  kann^  ist 

(n  —  u)  (1  —  xy-""  X. 

3)  Die  n  —  w  +  2  ersten  Geburten  vertheilen  sich  auf 
w  —  w  Mädchen  und  2  Knaben,  ohne  dass  das  Letztgeborne 
ein  Knabe  wäre,  weil  sonst  der  Fall  2)  eintreten  würde;  die 
Wahrscheinlichkeit  dieser  Combination  ist,  da  die  2  Knaben 
jeden  der  n  —  w  +  1  ersten  Plätze  einnehmen  können, 


C^-^-^^-^y- 


x\ 


Allgemein: 

Ä  +  1«)  Di©  w  —  M  +  Ä  ersten  Geburten  vertheilen  sich 
auf  n  —  u  Mädchen  und  Je  Knaben,  ohne  dass  das  Letzt- 
geborne ein  Knabe  wäre,  weil  sonst  der  Fall  k)  eintreten 
würde;  da  also  die  h  Knaben  jeden  der  n  —  w  +  i  —  1 
Plätze  einnehmen  können,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
dieser  Combination 

Endlich: 


u  +  1.)  Die  n  —  u-\-u  Geburten  vertheilen  sich  auf 
n  —  u  Mädchen  und  tt  Knaben,  das  Letztgeborne  ist  ein 
Mädchen;  die  Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist 

(--')(l-a;)-«a^. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  dass  diese  Fälle  die  Möglichkeit 
von  mehr  als  tt  Knabengeburten  ausschliessen.    Demnach  ist 

wenn  man  1  —  x  ^s^  q  und  x  =  p  setzt. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kann  in  ein  bestimm- 
tes Integral  umgewandelt  werden.  Durch  fortgesetzte  An- 
wendung der  theilweisen  Integration  auf  das  folgende  Inte- 
gral erhält  man  zunächst  allgemein 


/'  fdy     ^  1  f  y" «_ 

(l  +  y)*+*       «l       (l+y)"       *•-! 
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y— 1  M(«_l)  y»-« 


+ 


(l+j,)«-i      (n— IK«— 2)(i+y)»-« 
u  (m  —  1>  •  •  •  (u  —  i  +  1) 


(«  —  1)  (n  —  2)  •  •  •  (n  —  J  +  1) 
und  für  l  =  u: 


u{u  —  1)  •  •  •  2  •  1 


(n  —  1)  (w  —  2)  •  •  •  (w  —  u)  (1  _|_  y)*"** ' 

Daraus  ergibt  sich,  da  wegen  w  <  w  f ür  y  ==  oo  sämmtliche 
Glieder  der  rechten  Seite  verschwinden  und  p  +  g  =  1  ist: 


femer 

oo 


.  u(u—l)'  "2    1         ] 

"^  (n  —  1 )  (n  —  2) . . .  (w  —  t*)  p 


/      y"  (fy ^  (m  -r-  1)  >  >  >  2  '  1 

^   (1 4-^)«+ 1        (n  —  1)  (w  —  2) . . .  (n  —  «*)  * 

0 

Dividirt   man    diese    beiden  Ausdrücke,   so    ergibt  sich 
rechts 

^-"  jl  -f  (w  -  tOi)  +  (^'^l^^^P^  H h  f*^  ^)r)' 

also  der  vorhin    für   FI  gefundene  Werth.     Demnach  kann 
jetzt  n  in  der  Form  geschrieben  werden: 


/. 


CX) 


y   dy 


(1+2/) 
71=  * 


n-\-l 


z 


0 


(1  +  yy 
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.u 


Setzt  man   zur  Abkürzuntr — ^-r  =  Y,  so  wird 

84.  Berechnung  von  N.  Zur  näherungsweisen  Auswerthung 
dieses  Integrals  schlagen  wir  einen  ähnlichen  Weg  ein  wie 
in  Nr.  79.  Es  bezeichne  nämlich  a  denjenigen  Werth  von 
y,  welcher  die  Function   Y  zum  Maximum  erhebt;  derselbe 

findet  sich  aus  der  Gleichung  -r—  =  0  und  ist 


a  = 


y 


«  +  1  —  f*' 

mithin  hat  man 

^«  -  (n  +  1)«+^ 

Wird   nun    Y=  Ya  €r~^   gesetzt,    so    entsprechen    den 

{oo  <oo 

a   die  Werthe   ^  =|0,  so  dass 

oo  oo 

fYdy=Yafe-^dt^. 

0  — OO 

Bei  der  für  die  Berechnung  von  ^  nöthigen  Reihen- 
entwickelung von  t  ist  zu  beachten,  dass,  nachdem  t  für 
y  =  a  Null  wird,  diese  Entwickelung  den  Factor  y  —  a  =  y' 
enthalten  muss;  daher  ist 

t'  =  y'  iÄ  +  By'  +  Cy'  +  •  •  0  =  ?  •  T«  -  Z  •  F 

zu    setzen.     Hieraus    findet    sich    durch    forigesetzte    Diffe- 
rentiation 

in    ^y'     )y=a  1-2. S[dy»   )^^J        ' 

die  Einführung  dieser  Werthe  in  den  obigen  Ausdruck  für  f 
liefert  die  Gleichung 

Nachdem  y    Null  wird  für  ^  =  0,  so  kann 
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y'  ==  a'  ^  +  ^  '  ^^  +  •  •  • 
gesetzt  werden;  damit  übergeht  die  vorausgehende  Gleichung  in 

'■[•+K^)/"] 

die  Coefficienten  der  Potenzen  von  t  einzeln  gleich  Null  ge- 
setzt;  wie  es  diese  Gleichung  erfordert;  erhält  man 

Darin  ist,  wie  oben  bereits  gefunden  wurde, 

u 

femer  ergibt  sich  aus 

rr=w.zy-(w  +  i)r(i  +  y) 

durch  aufeinanderfolgende  Differentiationen 

dy 


(^±T\   _  ___  (n  +  1  —  u)^      /l'J-A   _ 
V   dy'  )^—  u(n  +  l)    5    (^  dy^  l 


2  {n+l—uYJn+l+u) 


Mit  Benützung  dieser  Werthe  berechnen  sich  aus  den 
obigen  Gleichungen  die  Coefficienten  a,  a\  nämlich: 

i/2m(«  +  1)  /.         2  (n  +  1  + 1^)  ^ 

weiter  folgt 


daher  ist  endlich 


00  o 

N=jYdy=YaJi 


00 

—  00 


de 


(2^ 


=  r« 


00  00  00 

a  Ce-^  dt  +  2a"  fte-^dt  +  ^a"  Cfe-''dt  +  • 

-00  —00  —00 


wenn  von  den  bekannten  Formeln 
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— oo 


oo 


—  OO 

Gebrauch  gemacht  wird.     Sind  n,  u  und  n  —  w  sehr  grosse 
Zahlen,  so  kann  näherungs weise 

genommen  werden. 

oo 

85.   Berechnung  von  Z  =  l  Ydy.    Indem  wir  zur  Aus- 

werthung   dieses   Integrals    dieselben    Transformationen   an- 
wenden, handelt  es  sich   vor  Allem  um  die  Grenzen  von  t, 

welche  jenen  von  y  =  j     entsprechen-,   vorderhand    sei  der 


* 


9 


IQ 

ZU   y  =  —  gehörige  Werth  von  t^  mit  1^  bezeichnet. 

Allgemein  ist 

t^^l-Ya  —  l-Y, 
daher 

und  nachdem 

^"~'    (n+ir+i      ~U+i/  \  n  +  1  ; 

ist,  so  folgt 

1^  z=^ul'    ,  ^,  ,.  +  (w  +  1  —  w)  Z  •  ^—j—T-^y  .  .  (a) 

woraus  ^  =  -f-  fc  für  y  ==  —  gefunden  wird.     Beachtet  man, 

dass  den  Werthen 

y  •  • •      0,  a,  oo 

die  Werthe  ^ . . .  _  oo,        0,  oo 

entsprechen,  so  ^ist  +  Ä  zu  nehmen,  wenn  —  >  a,   dagegen 

X 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  14 
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—  Tc,  wenn  —  <  a  ist.     Man  hat  also   bezOglich  des  Zählers 
Z  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 


Erster  Fall.    —  >  a.     In  diesem  Falle  ist 
Z=  j'Ydy=  Yaf 6-^(11^=  Ya  fe-^la+2a't-^'" 


]dt 


=  rJ 


oo  oo  \  oo 

a'  i\-''dt+2a"  i\t-^dt\^  Yaü  Ce-^dt+  a"  r«e^*\ 


k  k 

Aus  Z  und  N  berechnet  sich 

oo 


ynj  a    yn 


Für  den  Quotienten 

a     _ 
a 


|/2  (n  +  1  +  u) 


3  Vw  («  +  1  —  «)  (n  + 1) 


kann  mit  grosser  Annäherung  — ^  _  gesetzt  werden, 


und  man  hat  dann 

oo 


8  yn  u  {n  —  u) 


,—fi 


dt  + 


(w  4-  u)vT 

3  Yn  w  (n  —  «)  xc 


e-**      für  £  >  o.  (b) 


Zweiter  Fall:    —  <Ca,    Diesmal  ist 

a 

oo                   oo 
Z  =  fYdy  =  Yafe-''  dt  (a'  +  2a"^  H ) 

OO  oo 

=  Ya  \a'Je-^dt  +  2a'Jte-*'dt\ 

-oo  -oo 

=  r„    -  a'/^''  rf^  +  2a'Jte-'^  dt\ 
^         k  k  > 

k  k 

=  Yalaje-'^  dt  +  a'J^^  d{—t^)\ 

y    — oo  — oo  ' 

oo  oo 


oo 


=  r„a'y«-i^a  aje-'^dt  +  rao"^**; 
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führt  man  diesen  Werth  sowie  den  für  N  gefundenen  in  den 
Ausdruck  für  11  ein,  so  wird 

oo 
\nj  a    yn 

k 

=  l--^r.-'^d^  +  -^±£^^*^für^<a....(c). 

Sechstes  Problem.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P'  m 
bestimmen,  dass  unter  n  Geburten  die  Zahl  der  Knaben  nicht 
hoher  ist  als  u, 

Lösung.  In  diesem  Problem  wird  ö,  d.  i.  die  Wahr- 
scheinlichkeit einer  Knabengeburt,  als  ungewiss  vorausgesetzt; 
nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  $  zwischen  den  Grenzen 
+  ^  enthalten  ist,  (Nr.  82), 


—  t 


daher  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 

P'  =  i7.P, 

worin  für  11  der  im  vorigen  Problem  bestimmte  Werth  zu 
nehmen  ist. 

86.  Siebentes  Problem,  ö,  d,  i  die  Wahrscheinliclikeit 
einer  Knabengeburt  als  geiviss  vorausgesetzt,  suche  man  die 
Wahrscheinlichkeit  Il\   dass   in   einer  grossen  Anmhl  n  von 

Geburten    die  Zahl    der  Knaben  u  ==  —  oder  u  ==  — - —  (je- 

nachdem  n  gerad  oder  ungerad)  nicht  überschreitet. 
Lösung.    Erster  Fall:    n  gerad.     Alsdann  ist 

a  =  — r-. ==  — j- -,  also  a  <  1, 

und  da  den  Beobachtungen  zufolge  !P>  Q.  ist,  so  folgt  —  >  1, 

daher  ~  >  a;   es    sind    also  ^die   Formeln  (a)    und  (b)    von 
Nr.  85  anzuwenden.    Dieselben  ergeben 

14* 
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oo 


dt  + 


1/2 


|/n  7C 


c-»'  .  . 


(bO 


n 


n 


TA :l  7 .  _ 

2         2i)(w+l) 


+  "   "2        ^  '  22(«  +  l) (^') 


Zweiter  Fall:    n  ungerad.     Diesmal   ist  te  = 
nehmen;  dies  gibt 


n—  1 
~~2 


zu 


n  — 1 


^  =  V+T'  ^^^^  «  <  1 7     dagegen  ~  >  1;  claher  ^  >  a. 

Es  sind  also  dieselben  Formeln  von  Nr.  85  in  Anwen- 
dung zu  bringen,  wodurch 

(X> 


"-r.ß 


j^  =  *^~^  i.    ** ~ ^ 


dt-\- 


+ 


n  +  3 


*» 


(b") 


r 


n  +  3 


. . .  (a") 


2p(n-\-l)    '         2  2g(w-f-l) 

erhalten  wird. 

87.  Achtes  Problem.  Die  WahrscheinlicKkeit  P  m  suchen, 
ddss  in  einer  grossen  Anisahl  n  von  Geburten  die  Zahl  der 
Knaben  jene  der  Mädchen  nicht  überschreitet. 

Lösung.  Diese  Aufgabe  wurde  in  Nr.  86  unter  der  Vor- 
aussetzung gelöst,  dass  $  gewiss  ist;  es  ergab  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit 77'.  Ist  dagegen  $  ungewiss  und  liegt  sein 
Werth  mit  einer  Wahrscheinlichkeit  P  (Nr.  82)  innerhalb 
gegebener  Grenzen  +  0,  dann  hat  man 

P'  =  P.  77'. 

Erstes  Beispiel.  Die  Zahl  der  jährlichen  Geburteti  in 
eitlem  französischen  Departement  von  mittlerer  Bevölkerung  be- 
trage 12000  =^  n;  für  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knaben- 
und  Mädchengehurt  mögen  die  in  Nr.  82  gefundenen   Werthe 

p  =  0-5159  -f  $ .  0-00023, 

q  =  0-4841  -  $  •  000023 

Geltung  haben. 

Nachdem  n  gerad  ist,  so  bat  man  die  Formeln  (a')  und 
(b')  in  Anwendung  zu  bringen.     Die  erste  derselben,   wenn 
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nam  darin   für  n,  p  und  q  die  besonderen  Werthe  einsetzt 
und  Glieder  von  der  Ordnung  —  vernachlässigt;  gibt 
ifc2  =  6-0998  +  0-1760  •  $  +  0-00127  •  ö^ 


woraus 

1 


0-2024  —  0-0029  •  $ 


2k 

gefunden  wird.     Der  zweiten  Formel  zufolge  ist 


<x>  — 

77'  =  4-  A-''  dt  +  l/—  6-*^; 
VnJ  ^     y  nit  ' 


da  nun 

CX) 


/V'^rf^^  V]^(l--i,  +  ^^  +  ...)  =  ^*^(0-1910-0-0020.ö), 

SO  wird  weiter 

77'  =  4=  ö-*'  (0-2039  -  0-0020  •  ö). 

Für  die  Grenzen  +  3  von  ö  wurde  in  Nr.  82  die  Wahr- 
scheinlichkeit 

3 

P  =  4-  A"  ^'  (1  —  0-00002  .  ö»)  rfö 

—  3 

gefunden,  folglich  ist 

3 

P'=P77'  =  -^  A- 0^(1-0-00002.0^^?^ 7^ e-*X0-2039- 0-0020. ö) 


—  3 

0-2039 


—  CX) 

die   Ausdehnung  der  Grenzen  bis   +  cxi   ist   mit   Rücksicht 
auf  den  sehr  geringen  Werth,  den  e— (**H-ö*)   ausserhalb   der 
Grenzen  +  3  annimmt,  erlaubt. 
Setzt  man 

Ö'  01760  ,^  dÖ' 


1/100127         2  .  1  00127  ^  l/röÖm  ' 

so  wird 
daher 
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p>  _  0-2039 e--"»»^'^,-,^^. 


«1/100127 


OO 


0*2039c— *'®®** 


=  0-0002599  = 


l/w- 1-00127  •  "  -^^00 

Man  kann  also  nahe  4000  gegen  1  wetten ;  dass  die 
Zahl  der  Knaben  jene  der  Mädchen  übertreffen  wird. 

Zweites  Beispiel.  Die  Wahrscheinlichkeit  P'  zu  finden^ 
dass  in  Paris  unter  den  unehelichen  Kindern  die  Zahl  der 
jährlichen  Knahengdmrten  jene  der  Mädchengeburten  flicht  über- 
schreitet. 

Lösung.  In  dem  Zeiträume  von  13  Jahren,  vom  Be- 
ginn des  Jahres  1815  bis  Ende  1827,  wurden  in  Paris 
122404  uneheliche  Kinder  geboren,  davon  waren  62239 
Knaben. 

Mit  diesen  Zahlen  findet  man  nach  den   Formeln   von 

Nr.  82: 

p  ==  0-50847  +  $  .  0-002021, 

2  =  0-49153  -ö -0-002021. 

Und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  erwartete  Ereig- 
niss  eintriflft,  indem  $  einen  zwischen  den  Grenzen  +  3 
liegenden  Werth  besitzt,  ist 

3 


P  =  Pn 


'  =  ^  fn'e-O'  (1  -  ö^ .  0-00009)  dö . 

—  3 


Wird  n  =  1000  als  Mittelzahl  der  unehelichen  Gebur- 
ten für  ein  Jahr  angenommen,  wie  dies  obigen  Beobach- 
tungen nahezu  entspricht,  so  sind  bei  der  Berechnung  von 
n'    die    Formeln    (a')   und    (b')    von   Nr.   86    anzuwenden, 

nämlich 

oo 


n' => -L  f^f  dt  +  l/± 


0- 


A« 


n 


n 


2        2i?  (n  +  1) 


,    n  +  2  ,       n  +  2 

i ^r-  t- 


2      "    2g[(n+l)* 
Zur  Erleichterung  der  Rechnung  setzen  wir 

0-00847  +  $  .  0-002021  =  -^  «, 


-     215     — 

es  ist  dann 

1,1  11 

^  =  2  +  2^'       2=2  — 2  «. 

Werden  Glieder  von  der  Ordnung  —  vernachlässigt,  so  liefert 
diese  Substitution 


k^^li.'+^4ii.  ' 


2         1+a    '        2  1— a 

2       ^     1+a^       2       \l— «^2         1— «  2^     1  +  a 


Setzt  man  ferner 


— —  a   -f-  a. 


^«^  =  /j% 


so  berechnet  sich 

ß  =  1/2  (w+T)  I  =  M979  +  ö  •  0-2858 ; 

ferner  folgt  für  h  der  angenäherte  Werth 

^  21/2  (n  + 1)2  »"^n 

Im  Hinblick  auf  den  hohen  Werth  von  n  kann  also 

(X)  <X>  ^  00  (X)  .    j'+-ß= 

re-''dt=j'e-^dt=j h  /*• /•••—/"... 

^+^      /»+-L      "         '"         ^     . 

CX) 

=  Ce-^'dt  —  —  ^^ 

J  l/2n 

geschrieben  werden;    damit  wird    bis    auf  Grössen    von    der 
Ordnung  — 

00  /5^--M, 

yitj  y2n     Vn  '     r     nn 
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(X> 

-hl' 


wenn  in  dem  übrig  bleibenden  Integrale  t  mit  ßt  vertauscht 
wird. 

Mithin  hat  man,  wenn  die  auf  $  bezüglichen  Integra- 
tionsgrenzen bis  +  ^50  ausgedehnt  werden, 


CX) 


oo 


?-/^-ö^rfö. 


1  — oo  — oo 

In  dem  Doppelintegral,  wenn  man  zur  Abkürzung 

a  =  1-1979,  6  =  0-2858 

setzt,  ist 

demnach  erhält  man  durch  Integration  in  Bezug  auf  $: 


oo 


A_.(^,»4.ö,)  ß^^  _  r 


(a-{-U)d9 


— oo 


—  oo 


—  OO 
OO 


a*  <*  <X)  OO 


—  oo 


rft; 


oo 


=  e    i  +  ö^'' 1,-75==; ^le-^'dv 


\Vl  +  bH^^       (l  +  bU')\ 

—  oo 


f  Ce-''^  dv) 


e    1+*"'^ 


aj/^r 


^V^  +  bH^        (l  +  6«<>)* 


(i]/w 


1 


a*f» 


e    iH-6*<'». 


Die  Integration   in  Bezug  auf  t  ist  nun  ohne  weiteres 


ausführbar,  wenn  man  für 


at 


y  1  +  6*  <« 


eine    neue  Variable  w 
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einfahrt;  den  Grenzen  1  und  oo  von  t  entsprechen  dann  die 

Grenzen 

a  .    a 

=  c    und 


für  Uj  so  dass 


a 


J  (1  +  6««')^  J 

1      ^      '  ^  c 

nachdem  jedoch  ^  >  4,  so  kann  unbeschadet  der  hier  er- 
forderlichen Genauigkeit  die  obere  Grenze  bis  oo  ausgedehnt 
werden. 

Durch  einen  ähnlichen  Vorgang,    wie  er  oben  befolgt 
wurde,  ergibt  sich 

—  oo 
Führt  man  diese  Werthe  in  die  Formel  für  P  ein,  so  wird 

oo  g^ 

1      r  e    ^  +  *' 


ß 


>/2n  «(!  +  &«) 


Mit  Hilfe  der  am  Schlüsse  des  Werkes  beigefügten 
Tafel  I.  findet  man  durch  Einsetzung  der  Zahlenwerthe  für 
a,  b  und  c  nach  leichter  Rechnung 

r  =  0-0537  =  ~ . 

19 

Es  ist  demnach  nahe  18  gegen  1  zu  wetten,  dass  in 
Paris  die  Zahl  der  in  einem  Jahre  geborenen  unehelichen 
Knaben  jene  der  Mädchen  überschreitet. 

Anmerkung.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einem  Zeit- 
räume von  dreizehn  Jahren  die  Zahl  der  unehelichen  weib- 
lichen Geburten  mindestens  einmal  jene  der  männlichen  Ge- 
burten überschreiten  wird,  ist 

Q  =  l-  r'^  =  1  -  (0-9463)1^  =  0-512. 

88.  Neuntes  Problem.  Die  Wahrscheinlichkeit  P  m  be- 
stimmen,  dass  die  Ueberlegenheit  der  männlichen  Geburten  über 
die  weiblichen  durch  i  Jahre  anhält 


L. 
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Lösung.  Es  seien  p  und  q  die  beobachteten  Anzahlen 
männlicher  und  weiblicher  Geburten ,  auf  welche  die  Be- 
rechnung von  P  sich  stützen  soll;  femer  bedeute: 

2n  die  Anzahl  der  jährlichen  Geburten; 

X  die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt,  1  —  x 
die  einer  Mädchengeburt.  Endlich  sei  unter  Zugrundelegung 
eines  bestimmten  Werthes  von  x: 

y  die  Wahrscheinlichkeit  des  beobachteten  Erfolges,  der 
Geburt  von  p  Knaben  und  q  Mädchen  nämlich; 

z  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einem  Jahre  die  Zahl 
der  männlichen  Geburten  jene  der  weiblichen  Geburtsfälle 
übersteigt; 

^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  diese  üeberlegenheit 
durch  i  Jahre  anhält. 

Mit  Einführung  dieser  Bezeichnungen  ist 

Sz^y'dx 


Syd 


X 


0 


der  Ausdruck  für  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit.    Da  nun 
y    das  mit  x^  (1  —  x)^  =  y  behaftete  Glied  der  Entwickelung 

(x  -{-  1  —  xY"^^  ist,  so  hat  man  y\=  cy,  daher 

1 
fz^ydx 

T>  0 

fydx 

0 

Für  die  Berechnung  von  z  verweisen  wir  auf  Nr.  83. 
Dort  bedeutet  11  [Formel  (A)]  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
unter  n  Geburten  höchstens  u  Knaben,  oder,  was  dasselbe 
besagt,  mindestens  n  —  ti  Mädchen  geboren  werden. 
Dagegen  stellt  0  die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  von  den 
2n  in  einem  Jahre  erfolgten  Geburten  mehr,  also  minde- 
stens w  +  1,  auf  Knaben  entfallen.  Man  erhält  also  den 
Ausdruck  für  0,  indem  man  in  der  citirten  Formel  n  durch 
2w,  u  durch  n  —  1,  q  durch  x  und  p  durch  1  —  x  er- 
setzt; dadurch  wird 
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oder  nach  Anwendung   derselben  Transformationen;   wie   sie 
in  Nr.  83  für  77  vorgenommen  wurden 

r  u»-^  du 


(1 + 1*)^ 

1  — « 


0=  * 


(X) 

Führt  man  hierin  eine   neue  Variable   s   ein    mit  Hilfe 
der  Gleichung 

1  --  5  \         T  ds 

^  = woraus  s  =  7-1 — ,  aw  =  -0 , 

SO  entsprechen  den  Werthen  0, ,   00  von  u  die  Werthe 

1,  a?,  0  von  5,  so  dass 


0  =  ' 


fs^'il  —s)""-^  d8 


1 

I 
0 


j5«(l-_«)»--l  d8 


Für  das  spätere  Bedürfniss  verschaffen  wir  uns  gleich 
einige  von  0  abhängige  Functionen;  mit  Beachtung^  dass 
der  Nenner  constant  ist;  ergibt  sich  zunächst 

0 

,n— 1 


d2  dx  x'^iX  —  xy 


Js«  (1  _  s)«-i  ds         /«"  (1  -  s)"""  ^  « 
0  0 

d'z        n  a;"  "  ^  ( 1  --  a;)"  -  ^  —  (n  —  1)  a?^  (1  —  a;)^  -  ^ 
da;*  "^  1 

0 
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ferner  erhält  man  hieraus 

dz  aj^Cl  — a;f~^  d^z  dz    n--(2n— 1)« 


zdx 


/«»•(l-Äf-^els 


zdx^ 


zdx       x{l  —  x) 


Zur  weiteren  Vereinfachung  des  Ausdruckes  für  P  setzen 
wir   Y  «=  ;?*«/  =  ;8f*  x^  (1  —  a?)«  und  haben  dann 

1 
fYdx 
p_o _Z^. 

fydx 

0 

wenn  man  mit  a  und  a  die  Werthe  von  x  bezeichnet 
werden,  welche  beziehungsweise  Y  und  y  zum  Maximum 
machen,  so  können  auf  die  beiden  Integrale  die  Transforma- 
tionen von  Nr.  79  angewendet  werden,  wodurch  man  er- 
hält : 

1  1 

jYdx  =  Ya  Y^t  Va'y        fydx  =  ya  Vn;  v, 
und 


0 


0 


p  =  -^  =  ^^'''^' 

89.  Berechnung  von  Z.     Dieselbe  erfordert  zunächst  die 
Bestimmung  von  a',  iSa',  Va'. 

1)  Berechnung  von   a\     Die   dazu   dienliche   Gleichung 

wird  erhalten,  wenn  man  in  ^^  =  0  die  Variable  x  mit  a' 

'  dx 

vertauscht;  man  findet  so 

0  =1,^  (1  -  a')  +  ia'  (1  -  a')  {^\,  -  qa' z 

'=p-{p  +  q)a'  +  ia'  (1  -  a')  {^\, 


und  hieraus  folgt 


0 


ta      *     (1  —  a  ) 

_  . 
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Wird  nun    ö  =  s^  (1  —  5)"""^    gesetzt   und    mit  a  der- 
jenige Werth  von  s  bezeichnet,  welcher  dem  Maximum  von 

ö  entspricht,  so  folgt  für  a  der  Werth  _  ,  welcher  nahe- 
zu —  ist;  mithin  ist,  wenn  n  sehr  gross  vorausgesetzt  wird, 

öa  und  umsomehr  6  ein  sehr  kleiner  Bruch,  man  kann 
daher,  unbeschadet  der  hier  erforderlichen  Genauigkeit,  die 
obere  Grenze  des  Integrals  mit  1  vertauschen  und  hat 
dann 


a 


Js'^  (1  —  s)«  -  ^  ds  =f6  ds  =  CaYn  v«. 


0 


Mit  Beziehung  auf  Nr.  79  ist  nun 

r  (j,  _  Z .  <y  =  (s  _  af{A  +  B{s  —  a)'\ )\ 

darin 

_  £  r dl^<, -1  , 
1 


"«  =Tt> 


VA 

l'  6  =  nl'  s  -\-  {n  —  1)  i  •  (1  —  s); 
mit  Hilfe  dieser  Formeln  ergibt  sich 

l/2n(n  — 1)     p  ..^  vC^in—iy-^ 

durch  Einsetzung  dieser  Werthe  erhält  man 

/^  ^«+1  (ti  —  1)**  ""i  1/2^  >/« 

s»  (1  -  s)«- » rfs  =     (2w_,32„+i     =  2i-7-; 

0 

dadurch  übergeht  der  Ausdruck  für  a    in 

a  =  -~ ^ y= — ^— (1) 

oder  in 

«'  =  ^  +  ^; (2) 

(i  ist  ein  sehr  kleiner  Zahlenwerth. 

Berechnung  von  ft.  Um  einen  Schluss  auf  die  Grosse  /t 
ziehen  zu  können,  setzen  wir  den  Werth  für  a  aus  Glei- 
chung (2)  in  (1)  ein  und  erhalten 
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'{^M*'{jl-,-')'"-y' 


(p  +  qy  Vn 

(P  +  2)*  V«  ' 

im  vorletzten  Factor  des  Zählers  kann  1  gegen  n  im  Ex- 
ponenten vernachlässigt  werden;  die  beiden  letzten  Factoren 
vereinigen  sich  dann  zu 

A  __  {p  +  Q)(p-q)     _  (P  +  g)*    2\». 
\  i>g  ^  pa     ^  J  ^ 

entwickelt   man   den  Logarithmus    dieses  Ausdruckes   unter 

Vernachlässigung    der  Potenzen    der  Glieder   mit  ft  und   ^* 

und  übergeht  dann  wieder  zu  den  Zahlen^  so  ergibt  sich  für 

denselben  der  Näherungswerth 

wird  dieser  in  die  Formel  für  ft  eingesetzt^  so  folgt 


2)  Berechnung  von  je?«'.     Es  ist 


1 


j 


0 ^    a^ 

./«"  (1  -  5)«  -  ^  ds  /«"  (1  -  s)*»  -  *  ds 

0  0 

führt  man  hier  mit  Hilfe  der  Gleichung 

die  neue  Variable  ö  ein,  so  kann  die  Formel  (/3)  von  Nr.  81 
angewendet  werden,  sobald  man  darin  p  durch  n  und  q  durch 
n  —  1  ersetzt;  dieselbe  gibt 

1  y^  K2n(n-1) 


s»{l-sr-U$    _d$^/{2n--ll^-^^^ 


0 


4 

Ca 
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woraus 

1 !L_ 

1  2n  —  l 


Js^'il  —  sf-^ds 


a 


1  •     v- 


l_T/(2n-l)»     f-^^O^ 


n 
a'  — 


0  2n  — 1 

, /»       (2n-l)' 


a    — 


2n—  1 


gefolgert  wird;  die  Ausdehnung  der  oberen  Grenze  bis  oo 
wurde  mit  Rücksicht  auf  die  äusserst  kleinen  Werthe  vor- 
genommen, welche  die  Exponentialgrösse  für  ^  =  -^  und  für 

über  —  hinaus  liegende  Werthe  annimmt.    Setzt  man  endlich 

(2n-l)»    2  ^  ,2 
2n{n—l)  ^ 

SO  entsprechen  den  Grenzen  a  —  - — ^^  und  oo  von  ö  die 
Grenzen 

-(»»-■)yrip^(?i-?+'-»^) 

und  oo  von  t\  nach  diesen  Transformationen  übergeht  der 
Ausdruck  für  Za'  in 

^-  =  1-^/-"'^' w 

y 
3)  Berechnung  von  Va',    Wird 

r=  a:^;^*  (1  —  xy  =  r«'  e-'* 

gesetzt,  so  kann  auf  die  Entwickclung  dieser  Function  der 
in  Nr.  79  befolgte  Vorgang  angewendet  werden;  man  findet 

t^  =  l.Ya'^l'Y={x  —  aj  [A-\-Bix^a')-\ ], 
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darin  ist 

Nun  folgt  aus 

l '  Y  =i pl  -  X  '\'  il  -  SS  -{-  ql  •  {1  —  x) 

durch  zweimalige  Differentiation 

dx^  a;*    '       zdx^  \zdx)  (1 — xY  ^ 

woraus 

1  1 


V, 


a 


VÄ 


z= 


2(l-a'*) 

sich  ergibt. 

Substituirt  man  die  Werthe  für  Ya'  und  Va'  in  den  Aus- 
druck für  Z,  so  wird  ^ 

Ya'Va'Vn;  = 


Aus  der  bei  Gelegenheit  der  Berechnung  von  a'  (Nr.  89) 
benutzten  Gleichung 

0  =  i>  -  O  +  g)  a'  +  i  a'  (1  —  «')  (^)^, 
findet  sich  zunächst 

\^£r  d5  icy^.  i  a'  (1  —  a)    ' 

und  wenn  man  im  Zähler  a    durch  seinen  in  Gleichung  (2) 
(Nr.  89)  gefundenen  Werth  ersetzt,  so  wird 

\z d xj^.       i a  [l  —  a'Y 

Weiter  ergab  sich  in  Nr.  88 

d^  z  dz      n  —  (2n—l)x 


zdx" 


folglich  ist 


\zdx'J^. 


zdx         x{\  —  x) 


^(l)  +  g){w  — (2n-l)a'} 


ia'*(l  — aT 

Werden  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  Z  eingeführt 
und  schreibt  man  im  Nenner  dieses  Ausdruckes  statt  a  durch- 

wegs  — ^^  +  f*;  so  gelangt  man  nach  einigen  Reductionen 
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zu  der  Formel 

^_  «•'+!  4,(1 -«')»+ Vä^ 


Noch  bleibt  für  a>+i  (1  —  a>+i  ein  Näherungswerth 
abzuleiten;  man  gelangt  zu  demselben,  wenn  man  in 

für  das  Product  der  beiden  ersten  Factoren  ,  ^^  ,,  nimmt, 
in  dem  Producte  der  beiden  andern,  nämlich  in 

«■'(!-.>- (^;-,)'(4-5)'l  •+ -J' "11 ' -f'"!' 

die  von  fi  abhängigen  Theile  nach  Potenzen  von  \k  entwickelt, 
bei  den  Quadraten  jedoch  stehen  bleibt;  auf  dem  angedeute- 
ten Wege  gelangt  man  zu  dem  Resultate 

«         ^1      aj-^   --  (p  +  3)«  l^p  +  2;   Vi'  +  gj  "^     ^^^     ' 
so  da^s  schliesslich 


90.  Berechnung  von  N,   Die  Auswerthung  dieses  Integrals 
erfolgte  bereits  in  Nr.  79,  woselbst 

1 

JV=   lydx  =  yaVaY^f 
0 

(p  +  i^Vp+i 

gefunden  wurde;  daraus  berechnet  sich 


\P  +  ^/     \P  +  a/    r    p  +  q     p  +  q 

Setzt    man   nun  in  der  Formel  für  P  an  Stelle  von  Z 

Meyer,  Wahnoheinlichkeitsreohnung.  15 
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und  JV^  die  gefundenen  ApproximaÜTwerthe,   so  ei^bt  sich 
die  verlangte  Wahrscheinlichkeit 

P^     ,  '"■"      '^'  (c) 

Was  den  Gang  der  Rechnung  für  die  Anwendung  auf 
einen  besonderen  Fall  betrifft,  so  wird  man  zunächst  mit 
Hilfe  von  (a)  die  Grösse  ft  berechnen ;  hierauf  ergibt  Formel 
(b)  den  Werth  für  0a'  tind  mit  diesem  schliesst  man  nach 
Formel  (c)  auf  P. 

Beispiel.  In  dem  40jährigen  Zeiträume  von  Beginn 
1745  bis  Ende  1784  wurde  in  Paris  beobachtet  (siehe  Bei- 
spiel in  Nr.  80): 

p  =  393386,        q  =  377555; 

daraus  ergibt  sich  als  mittlere  Zahl  der  jährlichen  Geburten 

2w  =  ^^tl  =  19273-5, 

folglich  ist  im  vorliegenden  Falle 

n  =  9636-75. 

Nimmt  man  i  =  100,   so  findet  sich  auf  dem  angedeuteten 

Wege 

P=  0-782. 

Nach  dem  Stande  der  Beobachtungen  am  Schlüsse  des 
Jahres  1784  konnte  man  also  nahe  4  gegen  1  wetten,  dass 
in  Paris  in  den  nächsten  100  Jahren  die  Zahl  der  Enaben- 
geburten  alljährlich  jene  der  Mädchengeburten  übertreflfen 
wird. 


YIl.  OapiteL 


I.  Die  Umkelirmig  des  BernouUf  sehen  Theorems 

oder  der  Satz  von  Bayes. 

91.  Bezeichnen  X  und  1  —  x  die  unbekannten  Wahrschein- 
lichJceiten  zweier  entgegengesetzten  Ereignisse  A  und  J5,  und  ist 
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in  einer  seJir  grossen  Anzahl  f*  =  l>  +  ?  vo»  Versuchen  das 
Ereigniss  A  pmal,  das  Ereigniss  B  qmal  eingetroffen,  so  liegt 
der  Werfh  von  x  mit  der  WahrscheinlichJceit 


c 


p-^l^'-dt 


ztvischen  den  Grenzen 

Beweis.    Die  aus  dem  beobachteten  Erfolg  geschlossene 
Wahrscheinlichkeit  eines  Werthes  von  x  ist  (Nr.  70) 

ydx 
fydx 

0 

worin  y  =  x^{l  —  a?)*,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der 

• 

Werth  von  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  eingeschlossen 
ist,  hat  zum  Ausdruck 

fr 

fydx 

0 

Berechnung  von  Z,    Zum  Behufe  der  Auswerthung  dieses 

Integrals  setzen  wir  x  =  —-{-z  und  nennen  a',  6'  die  Grenzen 

von  z,  welche  jenen  a,  b  von  x  entsprechen;  alsdann  ist 

fr  fr' 


^=/»^--'-^/C+¥)'C-t)'^ 


z. 


a 


Die  Factoren   unter   dem  Integralzeichen   können    wie  folgt 
entwickelt  werden: 

I  1  —  ^j    =  C^     V        qj  =e    ^        2     «        3    </»  ; 


15 
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dadurch  wird 


Z  = 


'/ß.e->H>ThT''-'-(i^-^)--- 


a 


Führt  man  eine  neue  Variable  ein  mittelst  der  Gleichung 

2      \p~^  qj         2pq 

aus  welcher 

'-'VW 

und 

'-l+'-l+'VW w 

gefunden  wird,  und  bezeichnet  mit  —  c  und  +  c  die  Grenzen 
von  t,  welche  jenen  a  und  V  von  z  und  a  und  h  von  x 
entsprechen  (letztere  Grenzen  sind  als  Functionen  von  c  dai> 
zustellen),  so  übergeht  der  Ausdruck  für  Z  in 

c 


<•  — 


—  C 


c 


(/») 


c 


dte-'', 


—  C 


wenn  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigt  werden. 

Berechnung  von  N.     Nachdem  den  Grenzen  0  und  1  von 

X  die  Grenzen  V  ^==  — 1/|^  und  1  =yw^  von  t  entsprechen, 

wie  man  sich  durch  Anwendung  der  Gleichung  (a)  leicht 
überzeugt,  so  ist  ^ 

sind  aber  l  und  V  einigermassen  gross,  dem  absoluten  Be- 
trage nach  etwa  grösser  als  4,  so  kann  man  die  Grenzen 
des  Integrals  bis  +  oo   ausdehnen  und  erhält 


j 
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oo 

_Ä]/Sy. w 

Durch  Einführung  der  Werthe  für  Z  und  N  in  den  Aus- 
druck für  P  ergibt  sich 


=  -^  fe-''  dt  =  ~  /V''  dt 


—  c 


als  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b,  oder  der  Formel  (cc)  gemäss  zwischen  den  Grenzen 

enthalten  ist. 

Erste  Anmerkung.    Für 

c  =  0-476936 

wird  P  =  — ;   es   ist  daher  1  gegen  1  zu  wetten,    dass  die 

unbekannte  Wahrscheinlichkeit  zwischen  den  Grenzen 


^  +  (M76936 1/?^ 
oder  zwischen 

^  +  0-674490 1/^ 

enthalten  ist.  Diese  Werthe  bezeichnet  man  als  die  wahr- 
scheinlichen Grenzen   der   gesuchten  Wahrscheinlichkeit. 

Zweite  Anmerknng.  1)  Bei  demselben  c,  also  auch  bei 
demselben  Werthe  von  P,  ziehen  sich  die  Grenzen  immer 
enger  zusammen,  wenn  (i  wächst.  Je  ausgedehnter  also  die 
Beobachtungsreihe,  auf  welche  sich  die  aposteriorische  Wahr- 
scheinlichkeit stützt,  mit  desto  grösserem  Rechte  darf  diese 
mit  der  objectiven  oder  matiiematischen  Wahrscheinlichkeit 
vertauscht  werden.  ♦ 

2)  Bleiben  die  Grenzen  mit  wachsendem  ^  unverändert, 
wozu  erfordert  wbrd,  dass  c  mit  ^  im  gleichen  Masse  wachse, 
so  nähert  sich  P  beständig  der  Einheit,  und  es  lässt  sich 
jederzeit  ein  so  hoher  Werth  von  fi  angeben,  damit  bei  einem 
der  Einheit  beliebig  nahen  Werthe  von  P  die  Grenzen  beliebig 
eng  ausfallen. 
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Auf  das  vorliegende  Theorem  und  seine  Folgerungen 
stützt  sich  die  Ableitung  unbekannter  Wahrscheinlichkeiten 
aus  Beobachtungen. 

Problem.  Von  1>  +  g'  =  f*  registrirten  Geburtsfällen  ent- 
fielen p  auf  Knaben^  q  auf  Mädchen.  Man  verlangt  die 
Grenzen^  innerhalb  welcher  die  unbekannte  Wahrscheinlichkeit 
:r  einer  Enabeugeburt  mit  einer  gegebenen  Wahrscheinlich- 
keit P  enthalten  ist. 

Lösung.    Aus  der  Gleichung 


P  = 


0 


,— «^ 


dt 


berechnet    sich  c   (am    bequemsten    unter   Anwendung    der 
Tafel  L^  soweit  selbe  ausreicht);  dann  sind  sofort 


t + .  ]/'iLj 


die  gesuchten  Grenzen. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  in  Nr.  82  auf  anderem 
Wege  abgeleiteten  überein,  wenn  man  dort  v«  durch  seinen 
Werth  und  g  durch  c  ersetzt.  Die  Uebereinstimmung  er- 
streckt sich  auch  auf  denjenigen  Ausdruck  für  P,  welcher 
sich  durch  Division  von  (ß)  durch  (y)  ergeben  würde,  wie 
man  sich  mit  einem  Blicke  auf  Formel  (ß')  der  citirten 
Nummer  überzeugt. 

Beispiel.  Die  in  dem  zwölfjährigen  Zeiträume  von  Be- 
ginn 1866  bis  Ende  1877  in  Oesterreich  (im  Reichsrathe 
vertretene  Länder)  beobachteten  Geburten  vertheilen  sich 
wie  folgt: 


Kategorie 

Männlich 

WeibUch 

(q) 

Zusammen 

0*) 

Lebendgebome  ^  ehelich 

4311076 

4052193 

8363269 

„                unehelich 

651303 

616621 

1267924 

Todtgeborne,  ehelich 

102496 

75696 

178192 

„             unehelich 

24963 

21612 

46565 

Summe 

5089828 

4766122 

9855950 
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Auf  Grund    dieses   Beobaehtungsmateriales    sind    die   wahr- 
scheinlichen Grenzen  der  Wahrscheinlichkeit  einer  Knaben- 
geburt für  die  vier  Kategorien  von  Geburtsfällen  zu  berechnen. 
Lösimg.   Die  Berechnung  erfolgt  nach  der  Formel 

^  +  0-674490  T/^ 
und  liefert  das  nachfolgende  Resultat: 


Kategorie. 

Es    ist    1  gegen  1  zu  wetten,    dass 
die  Wahrscheinlichkeit  einer  Knaben- 
geburt liegt  zwischen 

Lebendgeborne,  ehelich 

0-51548  4-  000012 

„              unehelich 

0-51368  +  0  00030 

Todtgeborne ,  ehelich 

0-57520  4-  000079 

„              unehelich 

0-53587  -f  000156 

Durch  Anwendung  derselben  Formel  auf  alle  Geburts- 
fälle ohne  Unterschied  der  Kategorie  ergeben  sich  für  die 
Wahrscheinlichkeit  einer  Knabengeburt  die  wahrscheinlichen 

Grenzen 

0-51642  4- 0-00011. 


IL  Theorem  von  Laplace  über  die  Wahrscheinlicli- 
keit  der  Miftelwerthe  von  Beobachtungen. 

92.   Zur  Bestimmung  des  Werthes  einer  unbekannten  Grösse 

sind  i>  +  i?i  +  •  •  •  +  i>i  =  f^  Beobachtungen  angestellt  worden; 

p  davon  ergäben   den    Werth  Wy  p^   den   Werth  w^,--  -pi  den 

Werth  Wii  der  angenäherte  Mittelwerth  dieser  Beobachtungen  ist 

pw  +  p,  w,  +'^'+PiW.        2p.w^ 

m  = , ^1 r = ; 

P+Pi-] \-Pi  ^ 

'bezeichnen  ferner  x,  x^,-  -  -  Xi  die  unbekannten  Wahrscheinlich' 
Jceiten  der  sich  ausschliessenden  Ereignisse  w,  w^,  ^  -  •  Wi,  so  dass 

^  +  ^iH \-Xi  =  l, 

so  ist 

V  =  WX  +  W^i  ^1  +  •      •  +  U^iXi  =  IJWiXi 

der  wahre  Mittelwerth  der  Beobachtungen;  dies  vorausgeschickt, 
besteht  eine  Wahrscheinlichkeit 
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0 


e-^dt 


dafür j  dass  der  Unterschied  v  —  m  zwischen  den  Grenzen 


oder  zwischen 


■A-c 


V. 


2  j  Sp^  w\ 


{-ri\ 


enthalten  ist,  vorausgesetzt,  dass  ^,  i?,  •  •  •  Pt  grosse  Zahlen  gleicher 
Ordnung  bedeuten. 

1)  Fall  zweier  Ereignisse. 

Beweis.    Die  vorhin  angeführten  Grössen  reduciren  sich 
in  diesem  Falle  auf 

,  P  ^  -\-  Pl  ^X  l  1  I 

j9+j9i  =  ft;   m  =  - — -^^ — -]  a;  +  ^i  =  l;  v  =  wx-\-Wia!i. 

Bezeichnet  Je  den  Coefficienten  von  x^x^^^  in  der  Entwicke- 
lung  des  Binoms  {x  +  x^^,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
des  jp-maligen  Eintreffens  von  w  und  des  ^^-maligen  Ein- 
treffens von  w^ 

y  =  Jcx^Xi^^  =  Jcxf'{l  —  xy^] 
ersetzt  man  hierin  x  durch —  und  1  —  x  durch 


W  —  Wi 


W  —  «7, 


—  Werthe,  welche  sich  aus  den  letzten  zwei  der  oben  an- 
geschriebenen Gleichungen  ergeben,  —  so  wird 


^  \w  —  w^  J    \w  —  Wi  J 


Gesetzt,  w^  sei  ^grösser  als  w,  dann  liegen  alle  Werthe  von 
V  zwischen  w  und  w^,  mithin  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
dieser  Werthe 


{v—  w^)^  {w  —  v)^*  dv 


w 


w 


und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  v  zwischen  den  Grenzen  a 
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und  b  enthalten  sein  wird; 

6 

•p        « ^ 

93.  Berechming  von  Z,     Wir  setzen  mit  Laplaee 

V  ^=m  -{-  0  =  - — !-^^-^^  -f-  0^ 
woraus 

av  =  d8\    z  =  V  —  m  =  V  — —^ — - 

folgt,  so  dass  0  den  Unterschied  zwischen  dem  wahren  und 
dem  angenäherten  Mittel werthe  bedeutet;  die  den  Grenzen 
a,  h  von  v  entsprechenden  Grenzen  von  0  mögen  a  und  ß 
heissen,  so  ist  - 

b 

z  =y(v  —  w^y  (w  —  vy^  dv 

a 
a 

Zur  näherungs weisen  Auswerthung  entwickeln   wir  die 
unter  dem  Integral  stehenden  Pactoren: 

'    p{w — Wi)j 

fxz  1         fi'^z^  1  /tf '  z* 

"^   3   «*  (vi  —  w.\* 


w — Wi        2  p  {to  —  Wj)*        3  j9*  (to  —  w,)' 

—  e  , 

\  1),  («0  — Wi)) 

fX  Z  1  /!*«*  1  fl^  Z* 


w  —  Wi        2pi(tt>  — Wi)*        3  pi* (10  —  Wi)» 


es  verwandelt  sich  dadurch  der  obige  Ausdruck  in 

Z  =  (w  —  WiY  ^^^^  /  d0e    2(«'-«'i)^  \p  ^  i>i/ ^  3  («,-«;,)»  Vp^    p,-I 

^^  J 


a 

setzt  man 


L 
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2(ir-«>.)'  U  ^P./~     ' 
SO  dass 

wird,  und  bezeichnet  mit  —  c,  +  c  die  neuen  Grenzen  des 
Integrals,  so  ergibt  sich 

c  ^(Pi— P)  ^, _^ 


'/' 


^-0 


=  kldter'' 


J.  1     ^3^2,^^      ^        j' 


—  C 

die   Glieder  innerhalb   der  Klammer  sind  höchstens   von  der 
Ordnung  -j:^]  bis  auf  diese  Ordnung  genau  ist  also 

Z  =  h^dte-^  '=  2TcJdt€-^. 

—  c  0 

Tc  wurde  zur  Abkürzung  für  den  Coefficienten  des  Integrals 
gesetzt. 

94.  Berechnung  von  N.  Auf  das  Nennerintegral  sind 
die  obigen  Transformationen  unmittelbar  anwendbar,  und 
man  erhält,  wenn  man  für  den  Augenblick  mit  V,  l  die 
Grenzen  von  t  bezeichnet,  welche  den  Grenzen  w,  w^  von 
V  entsprechen, 


N=hfdt 

i' 


e-^. 


Aus  den  Substitutionsgleichungen 

»  =  v  —  fn  =  v i ,     t  =  0 


P+Pl      '  (Wj  —  w)  V^ppi 

geht  hervor,  dass  den  Grenzen 

V  =  {  '    jene  z  =\      ^        und  endlich  t  =1 

U  \pO^  \r^J]/Pi 


—Vh^i^ 


entsprechen;  daraus  ersieht  man,  dass  l  und  V  sehr  grosse 
Zahlen  von  der  Ordnung  ]/^  sind,  man  kann  sie  daher  im 
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Hinblick  auf  die  Natur   der   unter   dem  Integral   stehenden 
Function  bis  +  oo  ausdehnen  und  findet  so 

Demnach  ist 

c 


die  Wahrscheinlichkeit;  dass  v  zwischen  den  Grenzen  a  und 
b  enthalten  ist;  diese  Grenzen  müssen  als  Functionen  des 
zuletzt  eingeführten  Werthes  c  dargestellt  werden.     Nun  ist 

gesetzt  worden;  es  folgt  also 

a  =^  m  —  c)/-  •  •, 


und 


=ife/ 


^  dter^dt 

0 


ist  demnach   die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  v  zwischen 

pw  +  p^Wi     .    ^ -l/^PPi  {w  —  w^ )« 


f^' 


öder  dass  der  Unterschied  v  —  m  zwischen 

enthalten  ist.     Letztere  Form  ist  leicht  zu  verificiren,  indem 
der  Bruch  — —  sich  folgendermassen  umformen  lässt: 

_  „((>*— P)w—p,Wi  I«     ,     „    f(>t— J),)lOi  — pic)« 

__pj — j  +^,j — _ — j 


wird 
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Erste  Anmerkmig.    Für 

m;  =  1,    w?i  =  0 


alsdann  ist 


P 
m  =  -f — ,    V  =  x: 

P+Pi'  ' 

c 
0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Werth  von  x  zwischen  den 
Grenzen 

p+Pi-^  y  (p+PiY 

eingeschlossen  ist;  man  erkennt  hierin  sofort  die  Umkehrung 
des  Bemoulli'schen  Theorems. 

Zweite  Anmerkung.  1)  Bleibt  c,  also  auch  P,  constant, 
so  ziehen  sich  die  Grenzen  in  dem  Masse  zusammen,  als  (i 
wächst. 

2)  Bleiben  dagegen  die  Grenzen  +  —  Y^  •    dieselben, 

wozu  erforderlich  ist,  dass  c  gleichmässig  mit  [i  wächst,  so 
strebt  P  in  dem  Masse  der  Einheit  zu,  als  ^  sich  ver- 
grösseri 

2)  Fall  dreier  Ereignisse. 

95.  J.  Bienayme  hat  das  vorliegende  Theorem  direet 
und  in  der  allgemeinsten  Weise  im  V.  Bande  (1838)  der 
Memoires  des  savants  etrangers  bewiesen. 

Wir  führen  im  Folgenden  seine  Methode  an  dem  Fall 
dreier  Ereignisse  vor. 

In  diesem  Falle  haben  wir 

V  =  wx  -\-  w^x^  +  w^  a?2, 

X  -f-  x^  -f-  x^  =  1 5 

mit  Hilfe  der  ersten  und  letzten  Gleichung  lassen  sich  bei- 
spielsweise x  und  x^  als  Functionen  von  x^  und  v  darstellen, 
so  dass  nur  zwei  unabhängige  Variable  vorliegen. 

Bezeichnet  h  den  Coefficienten  des  mit  x^x^^^x^^^  be- 
hafteten Gliedes  der  Entwicklung  des  Trinoms  (ic  +  aJi  +  ajg)'', 
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so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  j^-rinalige  Eintreffen  von 
w,  das  i^i-malige  Eintreffen  von  w^  und  das  P2'malige  Ein- 
treffen von  w^  ausgedrückt  durch 

daher  die  Wahrscheinlichkeit  für  das  Zusammentreffen  zweier 
Werthe  der  unabhängigen  Grössen  x^  und  v: 

/yxP  «.   A   /*.  Pa 

die  Summe  im  Nenner  ist  unter  der  Voraussetzung  w  <w^ 
<  w^  zwischen  den  Grenzen  w  und  w^  (in  Bezug  auf  v)  zu 
nehmen,  weil  innerhalb  dieser  Grenzen  alle  möglichen  Werthe 
von  V  enthalten  sein  müssen;  die  Summirungsgrenzen  für  x^ 
mögen  vorderhand  unbestimmt  bleiben.  Die  Wahrscheinlich- 
keit endlich,  dass  irgend  ein  Werth  von  x^  mit  irgend  einem 
zwischen  den  Grenzen  a  und  i  belegenen  Werthe  von  v  zu- 
sammentrifft, ist 

HHx^x^P^x/^ 


a 


Z!  2JxP  X,  ^'  xP^ 

w 


Um  auf  den  Fall  der  Continuität  zu  übergehen,  multi- 
pliciren  wir  Zähler  und  Nenner  mit  dx^dv  und  schreiben 
dann 

6 

ffx^x^^'x/^dx^dv 
p__.    « __  ^ 

«'2  N  * 

ffx^x^P'x/^dx^dv 

w 

Zur  Transformation  der  beiden  Integrale  setzen  wir 

P    i  Pi    i  Pi    \ 

^  =  J  +  ^,    ^i=~  +  h,    ^2  =  7  +  ^2; 

/*  ' 

daraus   ergibt  sich  im  Hinblick   auf  die  zwischen  x,  x^y  x^ 
und  V  bestehenden  Relationen 

0  +  ^1  +  Zi  =  Oy      WZ  +  Wi0i  +  W202  =  w, 

woraus  weiter,  wenn  man  sich  vornimmt,  0^  ^^^  ^  ^^^  ^^" 
abhängige  Variable  gelten  zu  lassen, 


-     238     — 

- «—«,(».— Wi)       -    w— j»,(trt— tr) 

w  —  w?!  '         *  W,  —  fl? 

folgt.  Die  den  Grenzen  Wy  w^  von  v  entsprechenden  Gren- 
zen der  neuen  Variablen  u  mögen  mit  a'^  V  bezeichnet 
werden. 

96.  Berechnung  von  Z.    Unter  Anwendung  der  eben  be- 
sprochenen Substitutionen  erhält  man  zunächst 

a' 

oder,  wenn  man  wie  in  Nr.  92  entwickelt. 


b* 


x/<-H'.+'.)-^T(S+S+5)+^Tte-:+-)- 

und  durch  Eliminirung  von  z^  und  z  ergibt  sich: 


Z^tj^'lfCaz.du 


Xe 


,     2(w— «;,)»L       ^       P«  JOi       •  1>         ^  ^     Pi  P        '  \Pi^P/J 


Zur  Abkürzung  sei 


3  Va»^    / 


(Wl  —  M?)*      ,      («7  —  Wj)* 


l's 


,      (W  -  tl?,)«      ,      K  —  «>l)'  ^  ^2  ^{Wg— W      .     ^8  —  ^^i   l  p 

Vi?!       '        p/  ' 


Z  schreibt  sich  dann  nach  einiger  Umformung  wie  folgt: 


b' 


a' 
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Setzt  man  hierin 


^  =  — ^(^^^-3> 


(m;  —  w 
80  dass 

wird,  so  ist  weiter 


y* 


/« 


X  #  dwe 


Nun  kann  der  Factor 


b' 


^T^'>H  =  i  +  fj(j!  +  . ..)  +  ... 


1  ,.3  _L  (^-^i)'  (l/^)^ 

unterdrückt  werden,   weil  er  von  1    nur   um  eine  Quantität 


—  ^  ^  o  y  ^  2         A9         n^ 


von  der  Ordnung  r7=  oder  rp=  verschieden  ist;  man  über- 
zeugt sich  hiervon,  wenn  man  bedenkt,  dass  A  und  y  be- 
ziehungsweise von  der  Ordnung  77=^  und  "j/ft  sini 

Auf  letzteren  Umstand,  dass  nämlich  y  von  der  Ord- 
nung Yii  ist,  stützt  sich  die  Berechtigung,  die  Grenzen  von 
y  bis  +  ^^  auszudehnen,  welches  auch  die  Grenzen  von  Z2 
oder   in   letzter  Reihe    von  X2   sein  mögen.     Dies   alles  zu- 

sammengefasst,  kann 

b' 


^  (lA  ^    J 


geschrieben  werden. 

Zur  weiteren  Umformung  dieses  Integrals  entwickeln  wir 

den  Bruch  7 — ^^ — rj.     Nachdem 
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PPi 


P2  ^  Pl  "^  P  ^  ^P    '^  Pj 

gesetzt  worden^  so  ist 

PPlPi       ^  ^  PPx  ^  PPi     \  P  '  Px  Y 

femer 


t*»     (K—  W7)*(P+J'i)      ,      K-W,)«(p+p,) 


-! 


i>i 


+ 


l —   (W^  —  «7)' 

I  — —  (w.  —  wf: 

durch  Einführung  dieser  Werthe  reducirt  sich  der  ganze  Ex- 
ponent von  e  auf 


+ 


p 


-/!.«»   " 


setzt  man 


2^«       PftJ),' 


*-'¥^j£rÄ^' 


woraus 


u 


ty^pp^p*  ^' ,  dM=d<>^ 


folgt,  und  bezeichnet  mit  —  c  und  +  ^  ^^^  Grenzen  von  t, 
welche  den.  ursprünglichen  a  und  h  von  v  entsprechen  sollen, 
so  ergibt  sich  für  den  Zähler  der  gesuchten  Wahrschein- 
lichkeit der  Ausdruck: 


Z  = 


P^  P\^^  Pj^       M?  —  W 


Ly^.m^ly2^fdt^^. 


97.  Berechnung  von  N.  Nach  denselben  Transforma- 
tionen, wenn  man  die  w,  w^  entsprechenden  Grenzen  von  t 
mit  V  und  l  benennt,  erhält  man 


N= 


P^ Pl^^  Pi^      W  —  W 


fiA 


iy^p^^y2^fii 


,-<* 


Aus  den  Substitutionsgleichungen 


V 


pw+p^w^  +p^W^ 


+  ^; 


t 


y  ^ppi\ 


3 


W?2 
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folgt  aber,  dass  den  Werthen  w  und  w^  von  v  die  Werthe 

_   pW+PiWi  +J^2^^2    ^^  JJ(W2  —  «^)  +  Pl  (^2  —  ^^l) 

von  w  und  diesen  wieder  die  Werthe 

y2pp,p,  A'        ^^> 

i  ^  pk  -  ^)  +Pi  K  ""  ^»^  t/j;;; 

von  ^  entsprechen;  da  aber  diese  Grenzen  von  der  Ordnung 

Yli  sind,  so  können  sie  ohne  weiteres  bis  —  oo  und  +  ^^ 
ausgedehnt  werden;  das  in  dem  Ausdrucke  für  N  enthal- 
tene Integral  nimmt  dann  den  Werth  ]Ac  an,  und  substi- 
tuirt  man  hierauf  Z  und  N  in  den  Ausdruck  für  P,  so 
wird 

c  c 

—  c  0 

mit  dieser  Wahrscheinlichkeit  also  hat  man  einen  zwischen 
den  Grenzen 


pw+p^w^  ■\'P^w^    ,    ^-t^pp^p^A* 


±cY- 


IL  —         f  ^8 


liegenden  Werth  von  v  zu  erwarten. 

Es  erübrigt  nur,  diese  Grenzen  auf  die  im  Eingange 
erwähnte  Form  zu  bringen.  Ersetzt  man  zu  diesem  Ende 
A^  durch  seinen  Werth,  so  wird 

l/^^^  =  l/?{(P+l>x+i>.)2'Ä(-- 

=]/jJ  [p^Pi  (^ — ^i)' +ppi^  i^—^iY  +PP1P2  {w—w,y 

+  PPiP2  K  —  W^y  +Pi^P2  K  —  %)^  +PlP2^  K  —  ^2y 

+  jfP2  K  —  Wf  +PP1P2  {W2  —  Wf  +PP2^  K  —  WY) 
Meyer,  Wahraoheinlichkeitsrechnung.  16 


12 
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—  2pPiP2  (w  —  w,)  (w  —  w^)+ppip^  (w  —  w^y 

+Pi[p  K —^)+P2  K  —  ^2)? — ^ppi  P2  K  —  ^)  (««^1 — «^2) 

+  PPlP2(^l—  ^2)^  +P2[P(^2  —  ^)  +Pl(^2—^l)f 

—  2pp^p^  (w^  -  w)  (w^  -  m;i)  +  jpjpi JP2  K  —  w')^ } 

=]/J  {p  [i>l  (««^  -  ^1)  +P2  (^  -  ««^2)]' 

+Pl[p{^l—^)+P2(^l—^2)T+P2\j>{^2  —  ^)+Pl{^2  —  '^l^^^ 

+  [VpPiPi  (w-'W^  +  Wi—  w^  +w^  —  w)J], 

Das  letzte  Glied  der  eingeklammerten  Summe  ist  identisch 
Null;  jedes  der  übrigen  lässt  sich  in  folgender  Weise  auf 
einfachere  Gestalt  bringen: 

p[Px{w  —  w^)+p^{w  —  w^f 

durch  diese  Transformation  verwandelt  sich  der  obige  Wurzel- 
ausdruck in 

iy2 {p{w  —  mf-\-p^  K  —  iKif  +1)2  [w^  —  mf\ 

oder  aber  in 

2    |i)t<;*+P,M?,*+P2^2*  rP«^+Pl«<^l  +^2^ 


VJI 


_  p«^i-Pi^<^ii-P2^2T  I 


womit  die  üebereinstimmung  mit  dem  Wortlaute  des  Theo- 
rems hergestellt  ist. 

Anmerkung.  1)  Bleibt  c  und  somit  auch  P  constant> 
so  ziehen  sich  die  Grenzen  in  dem  Masse  zusammen,  als  f( 
wächst. 

2)  Bleiben  dagegen  die  Grenzen  unverändert,  was  ein 
gleichzeitiges  Wachsen  von  c  mit  ft  erfordert,  so  strebt  P 
in  dem  Masse  der  Einheit  zu,  als  ft  zunimmt. 
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YIII.  Capitel. 

Theorie  der  Beobachtungsfehler. 


98.  Vorbemerkungen.  Alle  Messungen  sind  mit  Fehlem 
behaftet  und  diese  können  von  zweifacher  Art  sein:  ent- 
weder regelmässig  (eonstant)  oder  unregelmässig  (zuföUig). 

Die  Ursachen  der  regelmässigen  Fehler  sind  bekannt, 
lassen  sich  entweder  auf  ein  beliebig  niedriges  Mass  herab- 
bringen oder  in  Rechnung  ziehen,  so  dass  man  vor  jeder 
Messung  aus  den  dabei  obwaltenden  Umständen  berechnen 
kann,  in  welcher  Weise  sie  das  Messungsergebniss  beein- 
flussen werden.  Insofern  derlei  Ursachen,  so  lange  die  Um- 
stände sich  nicht  ändern,  bei  wiederholten  Messungen  immer 
in  derselben  Weise  auf  das  Resultat  einwirken,  es  jedesmal 
zu  gross  oder  zu  klein  werden  lassen,  nennt  man  die  aus 
ihnen  entspringenden  Fehler  auch  wohl  constante  Fehler. 

Die  Ursachen  der  unregelmässigen  oder  zufälligen  Fehler 
sind  zumeist  unbekannt;  aber  selbst  dann,  wenn  sie  sich 
angeben  lassen,  sind  sie  von  solcher  Art,  dass  man  weder 
auf  die  Herabminderung  ihres  Einflusses  hinwirken,  noch 
die  Grösse  desselben  vorher  angeben  kann;  mit  einem  Worte, 
es  sind  Ursachen,  welche  nicht  in  Rechnung  gezögen  werden 
können.  Bald  erzeugen  sie  ein  zu  hohes,  bald  ein  za  niedri- 
ges Resultat. 

Die  regelmässigen  Fehler  sind  vermeidlich,  die  zufälli- 
gen können  in  keiner  Weise  umgangen  werden.  Nur  die 
letzteren  werden  hier  unter  dem  Namen  Beobachtungsfehler 
verstanden  und  bilden  den  Gegenstand  des  vorliegenden 
Capitels. 

Eine  weitere  Annahme,  die  den  folgenden  Untersuchun- 
gen zu  Grunde  liegt,  besteht  darin,  dass  wir  uns  die  Messun- 
gen mit  präcisen  Instrumenten,  nach  richtigen  Methoden 
und  mit  möglichster  Sorgfalt  ausgefiihrt  denken,  so  dass 
ihnen  nur  Fehler  von  verhältnissmässig  geringem  Betrage 
anhaften. 

16* 


i_ 
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Das  Mittel,  dem  Gesetze  der  Wirkung  unregelmässiger 
Fehlerquellen  auf  die  Spur  zu  kommen,  ist  dasselbe,  welches 
zur  Erforschung  unbekannter  Ursachen  zufalliger  Ereignisse 
überhaupt  in  Anwendung  gebracht  wird,  nämlich  die  An- 
stellung in  grosser  Zahl  wiederholter  Beobachtungen.  Dies 
führt  zu  der  weiteren  Voraussetzung,  dass  die  Messungen 
jedesmal  in  einer  das  unmittelbare  Bedürfiaiss  weit  über- 
schreitenden Anzahl  ausgeführt  worden  sind.  "^ 

Die  Aufgabe  der  Fehlertheorie  besteht  nun  darin,  aus 
derlei  Messungen  die  vortheilhaftesten  Werthe  der  unbekann- 
ten Grössen  abzuleiten  und  zugleich  die  Mittel  zur  Schätzung 
der  Genauigkeit  dieser  Resultate  anzugeben. 

Begriff  der  Fehlerwahrscheinliclikeit.  Denkt  man  sich 
die  Fehler  einer  langen  Beo^achtungsreihe  ihrer  Grösse  nach 
geordnet  und  sodann  in  gleich  grosse  Intervalle  eingetheilt, 
so  werden  diese  Intervalle  nicht  gleich  viele  Fehler  enthal- 
ten; es  wird  sich  vielmehr  zeigen,  dass  die  kleinen  Fehler 
häufiger,  die  grösseren  minder  häufig  auftreten,  so  dass  man 
schliessen  m'uss,  die  Leichtigkeit  oder  Wahrscheinlichkeit, 
einen  Fehler  von  bestimmter  Grösse  zu  begehen,  hänge  von 
eben  dieser  Grösse  ab.  Dem  Gesetze  dieser  Fehlerverthei- 
lung  wird  man  um  so  näher  kommen,  je  ausgedehnter  die 
Beobachtungsreihe;  stellt  man  sich  letztere  unbegrenzt  vor 
und  wählt  das  Intervall  unendlich  klein  vom  Betrage  dXj 
so  können  die  Fehler  eines  Intervalls  als  gleich  gross,  z.  B. 
gleich  X,  gelten;  die  Wahrscheinlichkeit  pxy  dass  der  bei 
einer  Beobachtung  begangene  Fehler  in  das  betrachtete  In- 
tervall falle,  wird  nicht  nur  von  dXy  sondern  auch  von  der 
Fehlergrösse  x  abhängen,  und  zwar  wird  sie  dx  gerad  pro- 
portionirt  sein.     Man  kann  daher 

Px  =  ^  (a?)  dx 

setzen.  Wir  wollen  in  der  Folge,  der  kürzeren  Ausdrucks- 
weise halber,  dies  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  x 
nennen. 

Die  Ordinaten  der  Curve  von  der  Gleichung  y  =  (p{^) 
weisen  das  Verhältniss  der  Wahrscheinlichkeiten  jener  Fehler 
auf,   welche   durch    die   zugehörigen   Abscissen  repräsentirt 
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sind.  Aus  diesem  Grunde  kann  sie  die  Curve  der  Fehler- 
wahrscheinlichkeiten genannt  werden.  Die  geometrische  Be- 
deutung von  px  ist  das  Flächenelement  dieser  Curve. 

üeber  die  Natur  der  Function  q>{x)  können  folgende 
grundsätzliche  Annahmen  getroffen  werden: 

1)  9  {x)  ist  eine  mit  dem  Wachsen  von  x  abnehmende 
Function. 

2)  Sie  erreicht  für  x^=^0  ihr  Maximum. 

3)  Es  ist  g)(x)  =  (p  ( —  x),  indem  es  in  der  Natur  der 
zufälligen  Fehler  liegt;  dass  sie  eben  so  leicht  positiv  als 
negativ  ausfallen  können. 

Diesen  Annahmen  wird  späterhin  zur  endgiltigen  Be- 
stimmung von  g)  eine  weitere  hinzugefügt  werden  müssen, 

Eintheilung.  Wir  theilen  die  Fehlertheorie  in  folgende 
Abschnitte: 

I.  Theorie  der. Fehlerwahrscheinlichkeiten. 

n.  Ausgleichung  directer  Beobachtungen. 

III.  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen. 

IV.  Ausgleichung  bedingter  Beobachtungen. 

Dem  n.  Abschnitte  wird  ein  Anhang  über  Functionen 
direct  beobachteter  Grössen  ^  sowie  über  die  Ermittelung  einer 
Unbekannten  beigefügt  werden,  von  welcher  eine  Function 
wiederholt  beobachtet  worden  ist. 

I.  Theorie  der  Fehlerwahrscheinliclikeiten. 

1.  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers. 

99.  Theorem.  Vorausgesetzt,  dass  positive  Fehler  sich 
eben  so  leicht  ereignen  Wnnen  als  negative  Fehler  desselben  ab- 
soluten Betrages^  so  hat  man,  wenn  mit  px  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  Fehlers  Xy  mit  h  eine  unbestimmte  von  der  Art 
der  BeobachiAjmgen  abhängige  Constante  bezeichnet  unrd, 

•      px  =  -^^''^^dx (1) 

yn 

Erster  Beweis ,  mit  Zugrundelegung  einer  Hypothese  über 
die  Natur  der  Fehler  (Methode  von  Hagen). 

Es  wird  angenommen ,  dass  jeder  zufällige  Fehler  das 
Resultat  des  Zusammenwirkens  einer  sehr  grossen  Zahl  un- 
abhängiger Fehlerquellen  sei,   welche   gleich   grosse,   theils 
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positive ;  theils  negative  Elementarfehler  zur  Folge  haben^ 
und  zwar  wird  vorausgesetzt,  dass  ein  positiver  Elementar- 
fehler  eben  so  leicht  eintreffen  kann  als  ein  negativer. 

Wird  die  Zahl  der  Fehlerquellen  mit  ft,  der  positive 
Elementarfehler  mit  Ä,  der  negative  mit  B  bezeichnet,  so 
geben  alle  möglichen  Combinationen  von  Ä  und  B  in  (i 
Versuchen  Veranlassung  zu  den  verschiedenen  Fehlem,  und 
die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Combinationen  oder  der 
aus  ihnen  entspringenden  Fehler  sind  die  Glieder  der  Ent- 

wickelung  von  (jp  +  qY)  wenn  nachträglich  2?  =  g  «=  —  ge- 

setzt  wird. 

Das  grösste  Glied  dieser  Entwickelung  ist  nach  Nr.  51 
angenähert  gleich 

ö  =  4-  -7=^'     (2) 

die  Wiederholungszahlen  m  und  n  von  -4.'und  B  in  der  ent- 
sprechenden Combination  sind 

m  =  (ipy    n  =  (iq. 
Die  l^  Glieder  vor  und  nach  dieser  Combination  haben  die 
Werthe  ^  ^ 


(3) 


Q         --Q,ß       2m  6m*  3m»  2n    '      6n*  3n> 

die  Wiederholungszahlen  von  A  und  B  sind 

im  ersten     ftjp  -^-  Z,     (iq  —  l, 
im  zweiten  fip  —  Z,     fiq  -j-  l» 
Der  Elementarfehler    sei   dem   absoluten  Betrage  nach 

gleich  d.     Wegen  p  =  q  =  y  übergeht  (2)  in 

G'=   1    .     1    , („) 

der  zugehörige  Fehlerwerth  ist 

Formel  (3)  gibt,  wenn  man  im  Exponenten  nur  Glieder  von 
der  Ordnung  —  beachtet, 
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Gn^i  =  Gn+i  =  (?'  •  e    T, iß) 

die  entsprechenden  Fehlerwerthe  sind 

{^-l)s-{^+l)s==-l-2S=-x. 

Nun  ändert  sich  der  Fehler  von  einer  Combination  zur 
nächsten  um  2d,  unser  FehlerinterYall  ist  daher 

2Ö  =  Jx. 

sc 
Aus  l '  2ö  =  1 '  Jx  =  X  folgt  l  =  -T-]   führt   man   dies   in 

(ß)  ein,  so  wird 


Soll  die  Möglichkeit  der  Entstehung  aller  Fehlerwerthe 
vorhanden  sein,  was  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
unbedingt  erfordert,  so  muss  das  Fehlerintervall  jdx  unend- 
lich klein,  daher  gleichzeitig  pL  unendlich  gross  werden.    An 

der  Grenze  ist  ^  jda?,   welches    sich   aus    dem    grosstmög- 

liehen    Fehler  (i  -y,  der  als  unendlich  gross  angenommen 

werden  muss,  und  aus  dem  Fehlerintervall  ^x  zusammen- 
setzt, als  Product  aus  einer  unendlich  grossen  und  einer  un- 
endlich kleinen  Zahl  einer  positiven  Gonstante  gleich  zu 
setzen;  wir  nehmen  daher 

2  »^        Ä* ' 
dadurch  übergehen  die  Formeln  (a)  und  (/?')  in 

G'  =  —;=Ldx  als  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  0: 

Gn  —  i  =  Gn  +  i  =  G''e-~^^'^*  als  Wahrscheinlichkeit  einer 
Fehlei^össe  X]  demnach  ist 

Px  =  -p^e-^''^''  dx. 

100.   Zweiter  Beweis,   mit  Zugrundelegung  der  Hypo- 
these vom  arithmetischen  Mittel  (Methode  von  Gauss). 
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Es  wird  angenommen;  dass  der  wahrscheinlichste  Werth 
einer  Grösse,  welche  wiederholt  mit  gleichbleibender  Genauig- 
keit beobachtet  worden ,  das  arithmetische  Mittel  der  Be- 
obachtungsresultate ist. 

Die  aus  pL  Messungen  hervorgegangenen  Resultalte  seien 

mit  der  Annahme  eines  Werthes  a  für  die  beobachtete  Grosse 

werden  diesen  Resultaten  Fehler 

a?i  «=  —  Wi  -j-  a,  X2  =  —  w^  -{-  a^ ' ' '  Xfi  =  —  Wf^-j-  a 

zugeschrieben,  deren  Wahrscheinlichkeiten  einzeln 

9  (Xi)  dXy  q>  (ajg)  dx,  •  •  •  9  (a:^)  dx 

sind;  dx  ist  das  constante  Fehlerintervall.  Die  Wahrschein- 
lichkeit des  Zusammentreffens  dieser  Fehler  aus  der  An- 
nahme a  ist 

daher  die  Wahrscheinlichkeit  der  Annahme  selbst 

-^  die    Summe    im   Nenner   erstreckt   sich   auf  alle   zulässigen 

Werthe  von  a. 

Nach   der   an   die  Spitze   gestellten  Hypothese   ist  der 
wahrscheinlichste  Werth 

woraus 

(—  w?!  +  a)  +  (—  m;^  +  a)  H 1-  (—  w;^,  +  a)  =  0  (4) 

gefolgert  wird;  andererseits  muss,  soll  diese  Annahme  als 
die  wahrscheinlichste  gelten,  77  oder,  wegen  des  constanten 
Nenners,  y  ein  Maximum  werden,  also 

y  =  9  (^1)  9  (^2)  •  •  •  9  fe)  =  "i^'X- 

oder 

l .  y  =  1 .  g)  (x^^  ^  i .  (p  (x^^  -j-  . . .  -j_  ^ .  gj  (x^^  =  max. 

sein.     Dies  erfordert,  wenn 


r    \ 


r 
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zur  AfokQrzung  genommen  wird,  dass 

9'(«i)  +  9  (««)  4 q>'M  =  ^ 

oder 

+•••+(-»<>/.+«)  _^y/=o (5) 

Die  Beziehungen  (4)  und  (5)  zwischen  den  an  den  Be- 
obachtungen zurückbleibenden  Fehlem  müssen  coexistiren ; 
dies  findet  nur  statt;  wenn 

y'(-«,+a)_y'(-«>+a) ^^^^ 

oder  allgemein,  wenn 

^        =  const.  =  h. 

X 

Führt  man  für  9'  (x)  den  Werth  wieder  ein  und  inte- 

grirt  die  so  entstandene  Differentialgleichung 

dl  *  g>  {x)  , 

xdx  ^ 

SO  ergibt  sich 

g)(x)  =  ce^***. 

Bemerkt  man  aber,  dass  9  eine  mit  dem  Wachsen  von 
X  fallende  Function  sein  soll ,  die  für  x  =  0  ihr  Maximum 
erreicht,  so  muss  Je  negativ  sein;  wir  setzen  daher 

und  haben  weiter 

g)(x)  =  c  e-*'*\ 

Nachdem  Up^^  =  1  sein  muss,  so  ist 

CX5  00  00  • 

r(p{x)dx  =  c  /V-*'**  ^^  =  i  A"''  dt=^^YÜ=l, 

—  00  —00  — CX) 

woraus  c  =  — =z  folgt;  daher  ist  schliesslich 

p^-^-^e-'^'^dx (a) 

y  1t 

101.  Erster  Zusatz.  DieWahrscheinlichkeit,  dass  ^zwischen 
zwei  Grenzen  a  und  b  liegt,  ist 
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6* 


e-^dt 


folglich   die  Wahrscheinliclikeit^  dass  x  zwischen  +  «  ent- 
halten ist, 

ah  ah 

—  ah  0 

Dieser  Werth  drückt  auch  die  Anzahl  Z  der  zwischen 
0  und  a  enthaltenen  Fehler  aus,  wenn  die  Gesammtzahl  N 
aller  möglichen  Fehler  zur  Einheit  genommen  wird-,  denn 
setzt  man  alle  Fehler  als  gleich  möglich  voraus,  so  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  x  einer  von  jenen  ist, 
die  zwischen  0  und  a  liegen, 


=^/ 


ah 

±'=;^-^-Je-    dt, 


woraus 


ah 


Z=  -1=  fe-'^  dtxN=9  (ah)N. 


Für  N=l  wird  thatsächlich  Z 


=  Ä/ 


ah 


Beispiel.    Für   N  =  1000  und  ä  =  1    ergibt   sich   mit 
Zuhilfenahme  der  Tafel  I.  (am  Ende  des  Buches),  dass 

zwischen  0  und  O'ö        1000  •  *  =  520  Fehler 

843 


V 


V 


0    „    1-0 
0    „    20 


995 


n 


?> 


u.  s.  w. 


liegen;  daher  gibt  es 

zwischen  0  und  0*5 


}7 


0-5  „    1-0     843 
1-5  „    2-0     995 


520 


520  Fehler, 
323 


843  =  152 


w 


>; 


u.  s.  w. 


102.   Zweiter  Zusatz.    Man  suche  die  obere  Grenze   g, 
welche  P  ==  —  entspricht 

Der  verlangte  Werth  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 


\ 


J 
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oder  aus 


j 


e-^dt •  .  .  (7) 

ö 

0 

kann  also  durch  Näherung  aus  der  Gleichung 

ermittelt   werden.     Am   bequemsten   findet    man    ihn   durch 
Interpolation  aus  der  Tafel  I.,  indem  man  jenen  Werth  von 

y  rechnet,  *  für   welchen   *  =  —  ist.   Es  findet  sich  auf  dem 
einen  oder  andern  Wege 

Q  =  0-476936. 
103.  Dritter  Zusatz.     Man   suche  jenen   Werth  von  a, 
für  welchen 

^==^/^*"'"=^ ^'^ 

wird. 

Bezeichnet  man  den  gesuchten  Werth  mit  r  und  setzt 
t  =  hXy  so  wird 

hr 


i_ 2   r 


0 

Durch  Vergleichung  mit  Formel  (7)  ergibt  sich 

^  ==  Ar,    woraus   ^  =  y  und  h  =  ^ (9) 

Man  bezeichnet  r  als  wahrscheinlichen  Fehler^  eigentlich  be- 
deutet r  jene  YQhi&rgrenzey  welche  gleich  häufig  nicht  erreicht 
als  überschritten  wird.  In  den  ihrem  absoluten  Werthe  nach 
geordneten  Fehlern  einer  sehr  langen  Beobachtungsreihe  würde 
demnach  der  wahrscheinliche  Fehler  den  mittleren  Platz 
einnehmen. 

Vertauscht  man  in  Formel   (6)   h   mit  — ,  so  wird 

a 


^-M^^''-^^' 


u 
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woraus 

a 

?7- 


^Ce-''dtxN^O  (9y)-N (10) 


a 


z  = 

0 

Bezeichnet  man  für  den  Augenblick  das  Verhältniss  —  mit  n, 

so  drückt  im  vorliegenden  Falle  P  die  Wahrscheinlichkeit 
aus,  dass  der  einer  Beobachtung  anhaftende  Fehler  unter 
dem  n  fachen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  liegt;  Z  gibt  die 
Zahl  solcher  Fehler  unter  N  Fehlem  an. 

Von  der  Formel  (10)  wird  Gebrauch  gemacht,  wenn  es 
sich  um  die  Vergleichung  der  Pehlervertheilung  bei  einer 
wirklich  ausgeführten  Beobachtungsreihe  mit  der  Theorie 
handelt.    Der  wahrscheinliche  Fehler  muss  dabei  bekannt  sein. 

Beispiel.    Bei  einer  Beobachtungsreihe  sei 

r  =  0-26375        N=A70. 


Für 


folgt 


a  =  0-l,  0-2,  0-3, 


-1  =  0-3792,        0-7584,        1-1376, 


multiplicirt  man  diese  Werthe  mit  q  =  0-476936  und  sucht 
zu  den  Producten  aus  der  Tafel  I.  die  entsprechenden  ^, 
so  findet  sich 

0(Qy\  =  0-20186,      0-39102,       0-55705,  •  •  • 

Werden  diese  Werthe  in  die  Formel  (10)  eingesetzt  und 
^=470  genommen,  hierauf  jede  Zahl  von  der  ihr  nach- 
folgenden abgezogen,  so  ergibt  sich: 


rr  ff 


Zwischen  0.0  und  0-1  liegen  95  Fehler, 
0-1     „     0-2      „       89      „      , 
„         0-2    „     0-3      „       78      „      ,  u.  s.  w. 

Diese  Zahlen  können  nun  mit  dem  Ergebniss  der  wirklichen 
Abzahlung  verglichen  werden.  So  ergab  sich  bei  der  Be- 
obachtungsreihe, welcher  dieses  Beispiel  entlehnt  ist,  folgen- 
des Resultat  (Berliner  Astronom,  Jahrbuch,  1834,  pag.  274): 
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Zwisdien 

Anzahl  c 

//                   tr 

00  -  Ol 

nach  der  Theorie: 
95 

0-1      0-2 

89 

0-2  -  0-3 

78 

0-3 -0-4 

64 

0-4      0-5 

50 

0-5      0-6 

• 

36 

0-6      0-7 

24 

0-7      0-8 

15 

0-8  -  0-9 

9 

0-9      1-0 

5 

über    1-0 

5 

nach  der  Erfahrung: 
94 

88 
78 
58 
51 
36 
26 
14 
10 
7 
8. 

104.  Vierter  Zusatz.  Gauss  bezeichnet  die  Grösse  h  als 
Prädsionsmassmhl,  Laplace  nennt  sie  das  Gewicht  der  Be- 
obachtungen. 

Denn 

nimmt  mit  zunehmendem  x  um  so  rascher  ab,  je  grösser  h  ist; 
eine  Beobachtungsreihe  wird  aber  als  um  so  genauer  zu  be- 
zeichnen sein,  je  rascher  bei  ihr  die  Fehlerwahrscheinlichkeit 
mit  wachsender  Fehlergrösse  abnimmt. 

105.  Pimfter  Zusatz.  In  einer  durch  h  charakterisirten 
Beobachtungsreihe  ist  die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehler- 
grenze a  gleich 

0 

in  einer  andern  durch  Ä'  gekennzeichneten  Beobachtungs- 
reihe hat  die  Fehlergrenze  a    die  Wahrscheinlichkeit 

für   Pa  =  Pa-    ist 

ah  =  a' h',    woraus  h:h'  =  a':a] 
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gUkhfmhrscheinliche  Fehlergrenzen  aus  zwei  BeohadUungsreihen 
sind  also  den  betreffenden  PrädsionsmasszaJUen  umgekehrt  pro- 
portionirt. 

Insbesondere  ist  auch  wegen  P^  =  P^»  «=  -— 

Ä  :  ä'=  r':  r; 
die  wahrscheinlichen  Fehler  zweier  Beobachtungsreihen  sind  also 
ebenfalls  den  Präeisionsmasszahlen  ufngekehrt  proportionirt. 

106.  SeclLster  Zusatz.  In  derselben  Beobachtungsreihe 
besteht  zwischen  den  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Fehler  x 
und  x'  die  Proportion: 

Px  :Px'  =  e^*'*" :  ^*''*'% 
insbesondere  für  x' =  0 

i>a::jPo  =  e--*'*':  1; 
umgekehrt  schliesst   man^   wenn  in  einer  Beobachtungsreihe 

Pxipo^e-'^'^:!, 

dass  für  dieselbe  h  =  Ym  ist. 

107.  Siebenter  Zusatz.  Construction  der  Wahrscheinlich- 
keitscurve 

yn 

Dazu  ist  die  Kenntniss  von  h  erforderlich  und  diese 
wieder  setzt  voraus,  dass  entweder  der  zu  einem  Werthe 
von  X  zugehörige  Werth  von  y,  oder  der  wahrscheinliche 
Fehler  r  oder  aber  das  Verhältniss  zweier  Werthe  von  y, 
d.  h. 

— —     ^   -—  gr— twa;* 

yo     Po  ' 

bekannt  ist,  weil  dann  h  =  j/m . 

Eigenschaften  der  Curve  (vergleiche  die  beistehende  Figur, 

welche  Ä  =  1  entspricht).     1)  Aus  j^  =  0  folgt 

a;  =  0,        y  =  —p=.  =  max. 

yn 

Der  Scheitel  (A)  der  Curve  liegt  also  in  der  Ordinatenaxe 
im  Abstände  -j=.  vom  Ursprung;  die  Curve  selbst  zerßlllt  in 

zwei  symmetrische  Aeste. 
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X  = 


ä/¥' 


=  0  gibt 
h 

y  = 


Yn 


(T 


i.. 


Fig.  4. 

jeder  der  beiden  Curvenäste  hat  also  einen  Inflexionspunkt 

(j-,  j'). 

3)  Die  Ordinaten  nehmen  sehr  rasch  ab,  wenn  x  einiger- 
massen  gross  geworden  ist.  So  ist*  z.  B.,  wenn  h  =  \  ge- 
nommen wird: 

für  a;  =  3        y  =  0-000069 6, 

x  =  4:        1/ =  0-000  000  063  5, 
x  =  b        y  =  O'OOO  000  0000078. 

4)  Für  a?  =  +  oo  wird  y  =  0\  die  X-Axe  ist  demnach 
eine  Asymptote  der  Curve. 

5)  Die  den  Abscissen  +  r  und  —  r  entsprechenden  Ordi- 
naten enthalten  zwischen  sich  die  halbe  von  der  ganzen 
Curve  und  der  Abscissenaxe  begrenzte  Fläche  (Nr.  103). 


V 


77 


Fig.  5. 

6)  Die  beistehende  Figur  stellt  den  Verlauf  der  Wahr- 


L 
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scheinlichkeitscurvei  fiir  zwei  verschiedene  Werthe  von 
h{\  =  1  und  Äg  =  2)  dar.  Die  Curven  schneiden  sich  in 
zwei  symmetrischen  Punkten  (C);  die  Abcisse  OB  entspricht 
dem  in  beiden  Beobachtungsreihen  gleich  wahrscheinlichen 
Fehler;  sein  Werth  ist 


V 


l '  h^  —  l  -hl 


Die  unter  diesem  liegenden  Fehler  sind  in  der  genaueren 
Beobachtungsreihe  wahrscheinlicher,  die  über  ihm  liegenden 
minder  wahrscheinlich  als  in  der  ungenaueren  Beobachtungs- 
reihe. 

2.  Bestimmimg^  der  wahrscheinlichen  Grenzen  von  h  und  r  in  einer 
durch  diese  Grössen  charakterisirten  Beobachtongsreihe. 

108.  1.  Bestimmung  der  wahrscheinlichen  Grenzen  von  h. 
Es  sei  a  der  Mittelwerth  einer  grossen  Anzahl  ft  directer 
Beobachtungen  w^^'-'W^  derselben  Unbekannten  x. 

Man  kann  sich  einen  mittleren  Fehler  m  denken  derart, 
dass,  wenn  man  die  wahren  Fehler  —  w^  -^  x  =  a^j  •  -- 
—  W/u  +  ic  =  f ^  einzeln  durch  ihn  ersetzt,  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Zusammentreffens  aller  verschiedenen  Fehler 
dieselbe  wird,  wie  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 
von  ft  gleichen  Fehlem  vom  Betrage  m. 

Wir  werden  weiter  unten  den  Weg  zur  Berechnung  von 
m  aus  den  durch  die  Annahme  von  a  an  den  Beobach- 
tungen zurückbleibenden  Fehlem  angeben  und  setzen  ihn 
daher  vorläufig  als  bekannt  voraus. 

Bei  der  Präcision  h  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers  m  ^ 

i>^  =  A  ^A^m^  eZm, 
jene  des  Zusammentreffens  von  /x  derartigen  Fehlern 

üeber  die  Grösse  m  kann,  nachdem  die  Beobachtungen 
einmal  angestellt  worden,  nicht  mehr  verfügt  werden;  P 
hängt  dann  nur  mehr  von  der  Wahl  des  Werthes  h  ab. 
Naturgemäss  wird  man  der  Präcisionsmasszahl  jenen  Werth 


—    257     - 

beilegen,  welcher  die  Wahrscheinliclikeit  des  Zusammen- 
treflfens  der  thatsächlicli  stattgefundenen  Beobachtungsfeliler 
zum  Maximum  macht. 

Um  zu  diesem  Werthe  zu  gelangen,  ändern  wir  h  um 
den  Betrag  ^  und  haben  dann 

daraus  ergibt  sich 

und 

Z  --77  =  |[t?  •  fl  +-r^j  —  2yihrY^  A  —  ^w? A"^ 

wenn  man  höhere  Potenzen  von  A  vernachlässigt.     Soll  nun 

P' 
P  ein    absolutes    Maximum,    also  l  •  -p    beständig     negativ 

sein,  so  muss  der  Coefficient  von  A  Null  werden,  also 

J  -  2^hm^  =  0 

sein,  woraus  der  wahrscheinlichste  Werth  von  Ä,  welchen 
wir  jetzt  \  nennen  wollen, 

*o  =  — T^ 

folgt.     Demnach  ist 

1 
m  = 


und  für  diesen  besonderen  Werth 

[P]:[P'J  =  1  :e"V. 

P  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  Werthes  \  oder  von 
jA  =  0;  P'  die  Wahrscheinlichkeit  von  ä^  +  ^  oder  A  =  A\ 
die  zu  letzterer  Wahrscheinlichkeit  gehörige  Präcisionsmass- 
zahl  ist  demnach  (Nr.  106) 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnang.  -    17 
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und  es  kann 

geschrieben  werden.    Der  wahrscheinliche  Fehler  JB  der  durch 
diese  Function  dargestellten  Fehlerreihe  ist  JB  =  +  w,  man 

kann  also  1  gegen  1  wetten,  dass  h  zwischen  Äq  i  -^  ®^^" 
halten  ist;  mit  andern  Worten,  der  Werth  von  h  liegt  mit 

der  Wahrscheinlichkeit  -  -  zwischen  den  Grenzen 

Diese  Grenzen  übergehen,  wenn  man  \  und  R  durch 
ihre  Werthe 

1,   1_      7? 9  qK  Q 

ersetzt,  in 

-i^(l-^}<Ä<— ^-{1+-;-.-}...  .  (a) 

Mit  zunehmendem  /li  ziehen  sie  sich  immer  enger  zusammen 

1 
und  streben  gleichzeitig  mit  h  dem  Werthe  — y=r  zu. 

wy2 
109.  2,  Bestimmung  der  wahrscheinlichen  Grenzen  von  r. 

Setzt  man  in  r  =  -|-  für  h  die  eben  gefundenen  Grenzen  ein, 
so  ergibt  sich,  dass  mit  der  Wahrscheinlichkeit  — 
^ <r<        —  ^        — 

oder  dass 

p>/2m(l-    ^^<r<py2  m(l  +  ^)  .  .  .  (b) 

Auch  diese   Grenzen  rücken  mit  wachsendem   fi  immer 
näher  an  einander,  so  dass  für  hohe  Werthe  von  fi 

r  =  Q  y2  '  m 
=  0-674489  m (c) 

genommen  werden  kann. 
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Berechnung  von  m  oder  des  mittiefen  Fehlers,  Wir  greifen 
auf  die  Definition  von  m  zurück.  Die  Wahrscheinlichkeit 
für  das  ZusammentreflFen  der  wahren  Beobachtungsfehler 
fi  •  •  •  £^  ist,  wenn  man  das  constante  Fehlerintervall  mit 
dm  bezeichnet, 

dagegen   lautet   dje  Wahrscheinlichkeit   für   das  Zusammen - 
treffen  von  ^  Fehlern  m 

beide  sollen  einander  gleich  sein,  daher  muss 

«i'  +  «2'  H \-  ^\  =  f*^^ 


oder 

m 


^T/^.'  +  V  +  --+_V  _  l/ÜJ  (*^   .  .  .  (d) 

werden.  Diese  Formel  ist  jedoch  zur  Berechnung  von  m 
nicht  tauglich,  weil  sie  die  wahren  Fehler  als  bekannt  vor- 
aussetzt, welche  ebenso  wie  der  wahre  Werth  x  der ,  ge- 
messenen Grösse  für  immer  unbekannt  bleiben.  Nimmt  man 
für  X  seinen  vortheilhaftesten  Werth 

a  == ^ 

an,  so  bleiben  an  den  Beobachtungen  die  Fehler 

—  w^-\-  a  =  X^,    —  w^  +  a  =  L^j w;^,  +  a  =  X^, 

zurück;  hält  man  diese  gegen  die  wahren  Fehler 

—  W^  '\-  X  =  S^,     —  W^-\-  X  =^  S^j     •  •  •  —  W^^  '\'  X  =  B^ 

und  bezeichnet  die  Differenz  —  a  -\-  x  für  den  Augenblick 
mit  Saj  so  folgt 

woraus  weiter  .durch  Quadriren  und  Summiren 


*)  In  der  Theorie  der  Beobachtungsfehler  ist  es  allgemein  üblich, 
die  häufig  wiederkehrenden  Summen  gleichartiger  Grössen  durch  eckige 
Klammem  zu  bezeichnen,  so  beispielsweise  für  ^i*  +  ^2*  +  * '  *>  '''i  +  '''2 
+  •  •  •  beziehungsweise  [f  e],  [X]  zu  schreiben. 

17* 
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gefunden  wird;  beachtet  man  aber,  dass  die  algebraische 
Summe  der  vom  arithmetischen  Mittel  zurückgelassenen  Fehler 
Null  ist  (Nr.  100,  Gleichung  (4)),  dass  also  [l]  =  0,  so  ist 
weiter  mit  Rücksicht  auf  Formel  (d) 

Für  €af  d.  i.  für  die  Abweichung  des  arithmetischen 
Mittels  vom  wahren  Werthe  der  unbekannten  Grosse,  kann 
ein  Mittelwerth  auf  folgende  Weise  abgeleftet  werden.  Durch 
Summirung  der  Gleichungen  (f)  erhält  man,  wenn  wieder 
die  Relation  [X]  =  0  beachtet  wird. 


woraus 


2  [fs]      ,       H^ih] 


Bei  der  Natur  der  zufalligen  Fehler  muss  die  Summe 
[siSk]y  welche  sich  auf  alle  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung der  Zeiger  erstreckt,  gleich  Null  angenommen  werden, 
weil  zu  jedem  positiven  Producte  ein  gleich  grosses  negatives 
zu  erwarten  ist.  Der  aus  dieser  Annahme  entspringende 
Mittelwerth  von  Sa  heisse  m«,  so  hat  man 

woraus 

"'"  =  >^ (8) 

Setzt  man  den  eben  erhaltenen  Werth  für  £«  in  der 
Gleichung,  bei  der  wir  stehen   geblieben  sind,   ein,  so  wird 

[AA]  =  (^  -  1)  m\ 
woraus  endlich  gefunden  wird 


m 


Zu  der  Formel  (g),  welche  einen  Mittelwerth  für  die 
Abweichung  des  arithmetischen  Mittels  vom  wahren  Werthe 
oder  den  mittleren  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
ausdrückt,  bemerken  wir,  dass  nia  bei  demselben  m  mit  der 
Quadratwurzel  aus  ^i  abnimmt.  Wollte  man  z.  B.,  dass  der 
mittlere   Fehler   des   Mittels   zehnmal   geringer   sei,   als    der 


] 
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der  einzelnen  Beobachtung,  so  müsste  man  100  derlei  Be- 
obachtungen zu  einem  arithmetischen  Mittel  vereinigen. 

3.  Terallgemeinemng  des  Ausdruckes  für  die  Wahrscheinlichkeit 

eines  Fehlers.    Begriff  des  Gewichtes.  • 

110.  Verallgemeinerung  der  Formel 

p,  =  4-^e-^^'''dx. 

yn 

Bei  der  zweiten  Herleitung  dieser  Formel  (Nr.  100) 
wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  w^y'-^w^^  die- 
selbe Wahrscheinlichkeit  — ,  d.  h.  dieselbe  Genauigkeit  haben. 

Wiederholen  sich  aber  diese  Werthe  w^y  •  •  •  w^//  beziehungs- 
weise ^1,  •  • -^^-mal,  so  sind  ihre  bezüglichen  Wahrschein- 
lichkeiten angenähert 

Pi  Pß 

1^1  H \rPfJ     '  '  ' Pi-\ hi?^' 

der  vortheilhafteste  oder  wahrscheinlichste  Werth  der  Un- 
bekannten ist  in  diesem  Falle 

~      Vi  H \-Pf,     ~  [p]  ' 

dies  ergibt  die  folgende  Gleichung  zwischen  den  zurückbleiben- 
den Fehlern: 

welche  an  Stelle  von  Gleichung  (4)  in  Nr.  100  tritt.  Glei- 
chung (5)  schreibt  sich  dann 

P\  (  —  ^1  +  Öt)  — 7 i — C  -+-••• 

■^1  ^       1  '    ^  i^i  ( —  «<^i  +  öt) 

Sollen  diese  Gleichungen  (4')  und  (5')  gleichzeitig  be- 
stehen, so  muss 


Pl  ^1  P%  ^2  JP^t  ^^ 


=  const. 


oder  allgemein 

tp'  {x) 


px 


^=    f-J 
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sein,  woraus  durch  Integration 

erhalten  wird.     Die  Bestimmung  der  Constanten  ergibt 

so  dass  jetzt 

I>x  =  <P  (x) dx  =  -y^-  e-P'^"-'  dx  =  4-  e-^'^  dx-, 

yic  yn 

die  j9-mal  sieh  wiederholende  Beobachtung  w  kann  also  auch 
als  Einzelbeobachtung  aufgefasst  werden,  jedoch  aus  einer 
Beobachtungsreihe,  deren  Präcisionsmasszahl  H=hyp  ist, 
wenn  h  die  Präcisionsmasszahl  der  nur  einmal  auftretenden 
Beobachtung  bedeutet. 

Die  Grösse  p  wird  als  Gewicht  des  Fehlers  x  oder  der 
zugehörigen  Beobachtung  w  bezeichnet;  h  ist  die  Präcisions- 
masszahl der  Beobachtung  vom  Gewichte  1  oder  der  Ge- 
wichtseinheit. 

Der  wahrscheinliche  Fehler  aus  der  Fehlerreihe,  deren 
Präcisionsmasszahl  H  ist,  hat  den  Werth 

Q  Q  r 


R  =  4.= 


r  bedeutet  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  Gewichtseinheit. 
111.  Erster  Znsatz.  Sind  w  und  w'  Beobachtungen  aus  zwei 
verschiedenen  Beobachtungsreihen  der  Präcisionsmasszahlen 
H  und  H' ,  und  nennt  man  ihre  auf  eine  sonst  willkürliche 
Gewichtseinheit  von  der  Präcision  h  bezogenen  Gewichte  p 
p  ,  so  ist 

woraus 

p:p  =H^:H'''] 

die'Getmchte  sind  also  den  Quadraten  der  Präcisionsmasszahlen 
direct  proportional. 

Sind  ferner  JB  und  JB'  die  wahrscheinlichen  Fehler  der 
beiden  Beobachtungsreihen,  so  hat  man 

daher 

p:p   =ir':B^', 


J 
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bezeichnet    man   mit  M  und   ifef   die   respectiven   mittleren 
Fehler,  so  kann  nach  Formel  (c)  Nr.  109 

gesetzt  werden;  daher  auch 

die  Gewichte  sind  also  den  Quadraten  der  wahrscheinlichen  und 
mittleren  Fehler  invers  proportional, 

Wüsste  man  endlich  von  zwei  Fehlern  x  und  x\  der 
erste  aus  der  einen,  der  zweite  aus  der  andern  Beobach- 
tungsreihe, dass  die  Wahrscheinlichkeit  eines  jeden  im  Ver- 
gleich zum  Fehler  Null  dieselbe  sei,  dass  also 

Px  p'x' 


so  wäre 


mithin 


und 


Po  Po    ' 


ph^x^=p'h^x^ 


/  ^9  9 

p  :p  =^  X  ^  \xr\ 


die  Gefvmhte  sind  also  den  Quadraten  von  Fehlern  gleicher  re- 
lativer Wahrscheinlichkeit  (hezogen  auf  den  Fehler  Null)  in- 
vers proportional. 

Von  letzterer  Proportion  wird  besonders  bei  der  Ab- 
schätzung der  Gewichte  zweier  Beobachtungen  ungleicher 
Genauigkeit  Gebrauch  gemacht.  Wenn  man  beispielsweise 
annehmen  darf,  dass  bei  einem  Theodolith  ein  Fehler  von 
10"  im  Vergleich  zum  fehlerfreien  Resultat  eben  so  leicht 
möglich  ist,  als  bei  einem  anderen  Theodolith  ein  Fehler 
von  30",  so  wird  man  den  Beobachtungen  mit  diesen  zwei 
Theodolithen  Gewichte  beilegen,  welche  das  Verhältniss 

p:/  =  30^•  10^  =  9:1 

aufweisen. 

Zweiter  Znsatz.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler 
X  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  p  zwischen  +  a  ent- 
halten ist,  hat  den  Ausdruck 
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^Yl  t  e-p*'«-  dx 


—  a 


0 

bei  einer  Beobachtung  vom  Gewichte  p'  (bezogen  auf  die- 
selbe Gewichtseinheit)  ergibt  sich  für  die  Fehlergrenzen 
+  a    die  Wahrscheinlichkeit 

a'hVP 
0 

Für  F=F  wird  _ 

woraus 

die  Gewichte  sind  also  den  Qtuxdraten  gleichwahrscheinlicher 
Fehlergrenzen  invers  proportional. 

IL   Ausgleichung  directer  Beobachtungen. 

112.  1)  Beobachtungen  ungleicher  Genauigiceit.     Zur  Be- 
stimmung der  Unbekannten  X  seien  die  Beobachtungen 

mit  den  Gewichten 

angestellt  wordeö.  Mit  der  Annahme  eines  Werthes  x  für 
X  werden  diesen  Beobachtungen  Fehler 

Aj  =  —  w?i  +  ic,     Ag  =  —  w^g  +  ÄJ,  •  •  •  A^  =  —  t^^  +  a; 
zugeschrieben,  deren  Wahrscheinlichkeiten 

!L}^e-I^.^^h^dh,  y^er-^*^VrfA,   ...^e^Pf^'^V     ^ 

y^  y^  y^ 

sind.     Setzt  man 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlersystems,  oder  des 
Werthes  x  für  X, 
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r  =  ^  =  Kydx, 


fy^ 


X 

00 


(X) 

wenn 


lydx  =  -j^  genommen    wird;    substituirt    man   für   y 

—  (X) 

seinen  Werth,  so  wird 

Y^Ke-^'^p^'^dx-, (1) 

diese  Wahrscheinlichkeit  erlangt  ihren  grösstmöglichen  Werth, 

wenn 

[pm  =  [p{-  w^4]^  min (A) 

wird,  woraus  sich  nach  bekannten  Regeln  der  Analysis 

[pX]  =  [p{- w  +  xy\  ^  0    und    a;  =  ^...(2) 

ergibt.  Zum  Nachweise,  dass  dies  der  vorth eilhafteste  Werih 
von  X,  vertauschen  wir  x  mit  a;  +  w,  d.  h.  wir  schreiben 
der  Bestimmung  x  einen  Fehler  u  bei;  Formel  (1)  drückt 
dann  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  u  aus,  wenn 
man  darin  gleichzeitig  du  für  dx  schreibt;  man  hat  also  ^ 

doch  mit  Hinblick  auf  Gleichung   (2)  reducirt  sich  dies  auf 

Nun  ist 

[p{—  w  -{-  xY]  =  [pww]  —  2x  \j^w\  +  x^  [p] 

-[pWW]-2-^y-^-j^ 
r  -i  [P^V 

=  [pww]  -^^^5 
daher  hat  man  weiter 

Y=Ke      ^  ^^^  ^  e-^'^p^-' du. 

Zur  Bestimmung  von  K  führt  die  Bemerkung,  dass 

fYdu  =  1, 

—  oo 
folglich  ist 
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—  h^\ipww} TT"!     /* 

1  =Ke      ^  ^"^  ^  fe-^^'^p^^'du 


—  OO 
[pu'7 


^-^M^-^^-w}    V^ 


hVip] 

Dividirt  man  die  letzte  Gleichung  für  Y  durch  diese,  so  er- 
gibt sich 

als  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  u  in  der  Bestimmung 

von  X,  Die  grösste  Wahrscheinlichkeit  hat  der  Fehler 
ii  =  0,  demnach  ist  x  thatsächlich  der  vortheilhafteste  Werth 
von  X,  der  aus  den  vorliegenden  Beobachtungen  abgeleitet 
werden  kann. 

113.  Zusatz.     Wird  in  der  obigen  Formel  pu  an  Stelle 
von  Y  geschrieben  und 

hy(p]  =  H 

gesetzt,  so  hat  man 

Hieraus  folgt: 

1)  Die  Präcisionsmasszahl  des  Mittelwerthes 

_   [pw]      , 

"""     W 
ist 

H=hy[p\. 

2)  Das    Gewicht    der    Bestimmung    X  =^  x    ist   folg- 
lich [p\. 

3)  Der  wahrscheinliche  Fehler  von  x  ist 

d.  h.  man  kann  1  gegen  1  wetten,  dass 

X  —  rx<X<x  -{-  ra:\ 
r  bedeutet  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  Gei^ichtseinheit 
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114.  2)  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit  Die  für 
diesen  Fall  geltenden  Formeln  ergeben  sich  aus  den  vorigen, 
wenn  man 

setzt,  woraus  dann  weiter 

Lp]  =  |tt;     [pw]  =  [w] 
folgt.     Das  vortheilhafteste  Resultat  ist  mithin 

f        [w] 

die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  u    dieser  Bestimmung 

wobei  h  YJJi  =  H'  gesetzt  worden. 
Hieraus  schliesst  man: 

1)  Die  Präcisionsmasszahl  des  Mittels  x'  =  --  ist  hY^, 

wenn   h   die   Genauigkeitsmasszahl    der    einzelnen   Beobach- 
tung bedeutet. 

2)  Das  Gewicht  der  Bestimmung  X  =  x'  ist  |[t,  wenn 
das  der  einzelnen  Beobachtung  für  1  gilt. 

3)  Der  wahrscheinliche  Fehler  des  Mittels  x  ist 

Q  Q  r 

die  Ungleichheit 

x'  —  ra;  <  X  <  a;'  +  r^' 

besteht  also  mit  der  Wahrscheinlichkeit  -  , 

Anmerkung.  Die  Gleichung  (A)  in  Nr.  112,  welche  für  gleich 
genaue  Beobachtungen  in  die  einfachere:  [AA]  =  min.  über- 
geht, drückt  dasjenige  Princip  aus,  welches  der  Ausgleichungs- 
rechnung in  ihrer  jetzt  fast  allgemein  gebräuchlichen  Form 
zu  Grunde  liegt  und  ihr  den  Namen  gegeben  hat.  Voraus- 
gesetzt nämlich,  dass  das  durch  die  Function  tp  dargestellte 
Fehlergesetz  wirklich  Geltung  hat,  ist  derjenige  Werth  der 
Unbekannten  der  wahrscheinlichste,  welcher  an  den  Beobach- 
tungen Fehler  zurücklässt,  deren  Quadrat  summe  ein  Mini- 
mum ist.     Daher   die   von  Legendre   zuerst   gebrauchte  Be- 
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zeichnungsweise  ^ßlethode  der  kleinsten  Qimdrate^^,  welche  später 
beibehalten  wurde,  obwohl  sie  der  richtigeren:  „Methode  der 
kleinsten  Quadratswmmen'^  Platz  machen  sollte. 

115.  Bestimmung  von  Mittelwerthen  für  u  und  u  oder 
der  mittleren  Fehler  in  den  vortheilhaftesten  Werthen  der  Un- 
bekannten. 

1)  Bestimmwng  eines  Mittelwerthes  für  u.  Für  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Fehlers  u    in  dem  arithmetischen  Mittel 

wurde  der  Ausdruck 

p^,  =?L^e-^*^«'^dw' iß) 

gefunden;  dagegen  ist  die  Wahrscheinlichkeit  des  mittleren 
Fehlers 


m 


-±m 


(vergl.  Formel  (h),   Nr.   109)    bei    einer  einzelnen  Beobach- 
tung 

jpm  =  -7=  e-^**^*'  dm. 

Insofern  nun  eine  künftige  Beobachtung  auch  den  Werth 
X  liefern  kann,  fällt  jp^'  mit  p^  zusammen  oder  es  kann 
i'w'  =JPw  gesetzt  werden;  daraus  folgt  aber 

\iVu^  =  1?  m^\ 

bezeichnet  man  den  aus  dieser  Gleichung  fliessenden  Werth 
von  u    mit  mx' ^  so  folgt 

'"^'^iT^ (^) 

(vergl.  Formel  (g),  Nr.  109),  daher  ist 

Die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Grenzen  ist  dieselbe  wie 
jene  der  Grenzen  +  rn,  bei  der  einzelnen  Beobachtung, 
nämlich 

m  Um 

p  =  14  /'e-*''»'  äm=-^  (e-^  dt-, 

0  u 
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nun  kann  nach  Formel  (a),  Nr.   108  angenähert  hm  =  — ^ 

V 

=  0*7071  genommen  werden,  mithin  ist 

1 

w 

P=  4=  /e-''ö!^  =  0-6826795. 

0 

116.  2)  Bestimmung  eines  Mittelwerthes  für  u. 
Eine  Beobachtung  Wi  vom  Gewichte  jp,,  deren  Fehler  Si 
ist,  kann  als  arithmetisches  Mittel 

Wi  = (1) 

Pi 

von  Pi  fingirten  Beobachtungen  o  gleicher  Genauigkeit  und 
vom  Gewichte  1  angesehen  werden;  denn  die  Wahrschein- 
lichkeit ihres  Fehlers  £,-,  nämlich 

ist  dieselbe,  Vie  sie  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (ß) 
von  Nr.  115  ergeben  würde. 

Es  sei  nun  m  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  o  oder  der 
mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit,  m^o.  der  mittlere  Fehler 

des  arithmetischen  Mittels  (1),  so  ist  unter  Anwendung  der 
Formel  (a) 


und  mit  Hilfe  dieser  Beziehung  lässt  sich  ein  Näherungs- 
für m  erzielen.  Indem  man  nämlich,  was  ohne  merklichen 
Fehler  geschehen  darf,  m^^.  mit  Si  vertauscht,  wird 

m 

Bi  =  —=z 
VPi 

oder 

m^  =  Pi  £^ ; 

bildet  man  eine  ähnliche  Gleichung  für  jede  der  übrigen 
Beobachtungen  und  summirt  dann,  so  ergibt  sich 

/Ltm^  =  \pes] 
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und  daraus  der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit 

m^y^^ (2) 

Doch   kann    von    dieser   Formel   nicht   unmittelbar  Ge- 
brauch gemacht  werden,  weil  man  nicht  die  wahren  Fehler 

«1  =  —   M?l  +  X,        «2  =  —  «<^2  +  ^>        •  '  •  ^/*  =  ~  W'iu  +  X, 

sondern  blos  die  von  dem  arithmetischen  Mittel  x  zurück- 
gelassenen Fehler 

kennt;  schreibt  man  aber  für  die  Diflferenz  —  x  -}-  X  den 
Buchstaben  m,  so  wird 

*l  =  -^1  +  ^f    *«2  =  ^2  +  W;      •  •  •  f^  =  A^  +  W, 

woraus 

oder  wegen  [pk]  =  0 

[psB]  =  [pXk]  +  2u'[p]        . 

folgt.  Für  u^  [p]  kann  m^  gesetzt  werden,  weil  u^  und  m^ 
sich  nahe  wie  umgekehrt  die  entsprechenden  Gewichte,  [p] 
und  1,  verhalten  müssen;  mit  dieser  Bemerkung  und  unter 
Zuziehung  von  Formel  (2)  kann  für  letztere  Gleichung 

m^  (fi  —  1)  =  [pXX] 

geschrieben  werden,  woraus  endlich 

—  F^'l («) 

erhalten  wird. 

Die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  m  bei  einer  Beobach- 
tung vom  Gewichte  1  ist 

Pm=    ,_  e- ''*"*' dm; 

die  Wahrscheinlichkeit  eines  Fehlers  u  im  arithmetischen 
Mittel  X  wurde 
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gefunden.  Insofern  nun  unter  den  künftigen  fingirten  Be- 
obachtungen 0  der  Werth  x  auch  als  Beobachturigsresultat 
auftreten  kann,  fällt  'pm  niit  'j^u  zusammen,  oder  es  wird 

den  aus  dieser  Gleichung  hervorgehenden  Werth  von  u  be- 
zeichnen wir  mit  mx  und  haben  für  ilm  den  Ausdruck 

^^-  =  7^ ^^) 

Dividirt   man   Zähler   und    Nenner   durch   m,    so   kann 

p.  1 

dann  im  Nenner  für  -^  der  Formel  (b)  zufolge  :~i  gesetzt 

werden;  daher  ist  auch 

*Wx  =—7==, (e) 


y  L  rii^o  '^^w  J 


ausgedrückt   durch    die    mittleren  Fehler   der    einzelnen   zur 
Berechnung  von  x  verwendeten  Grössen  w. 


'O 


Zusammenfassung  der  Formeln. 
117.    I.  Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit 


_[w] 


Vortheilhaftester  Werth  der  Unbekannten:  x' 

Mittlerer,  bei  jeder  neuen  Beobachtung  tv  zu  fürchten- 
der Fehler 


w  ==  Hh  )/    zrrj     daher    x'  —  ni  <i  w  <i  x'  -{-  m. 
Mittlerer  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 
nix'  =  +  -7  ;     daher  x' -=  <C  X<.x'  -\-  --^ . 

Gewicht  von  x'  in  Bezug  auf  die  einzelne  Beobachtung 
als  Gewichtseinheit  gleich  ^. 

Grenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  einer  Beobachtung 
Wahrscheinlicher  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 


fv  = 
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Q  Q  r 


man  kann  also  1  gegen  1  wetten^  dass 

und  dass 

118.  II.  Beobachtungen  von  ungleicher  Genauigkeit 
Vortheilhaftester  Werth  der  Unbekannten:  x  =  ^-f'• 
Mittlerer  Fehler  einer  Beobachtung  o  vom  Gewichte  1: 


Mittlerer  Fehler  der  Beobachtung  Wi  vom  Gewichte  p,, 
wenn  sie  als  arithmetisches  Mittel  von  jp,  Beobachtungen  o 
des  Gewichtes  1  aufgefasst  wird: 

I      *>* 


VPi 

Mittlerer  Fehler  des  arithmetischen  Mittels  x: 
nix  =  +  —^^]  daher  x p=  <  X  <  rc  + 


vIpV  viP]  vm' 

Gewicht  von  x  in  Bezug  auf  die  Beachtung  o  gleich  [p]. 
Grenzen  des  wahrscheinlichen  Fehlers  der  Gewichtseinheit 

Wahrscheinlicher  Fehler  des  arithmetischen  Mittels 

r  =      ^      =-£— 

110.  Erstes  Beispiel.  Ein  Winkel  ist  ohne  Repetition 
vierzehnmal  mit  demselben  Theodolith  und  von  demselben 
Beobachter  gemessen  worden,  so  dass  den  Messungen  gleiche 
Genauigkeit  beigelegt  werden  kann.  Die  folgende  Tabelle 
enthält  ausser  den  Beobachtungsresultaten  die  übrigen  zur 
Rechnung  erforderlichen  Grössen. 
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" 

l 

Nr. 
1 

tu 

—  W  -\-  X 

ff 
—       537 

XI 

17«6G'45-'oO 

28-84 

2 

31-25 

+       8-38 

70-22 

3 

42-50 

—       2-87 

8-24 

4 

45  00 

—       5-37 

28-84 

5 

37  50 

+       2-13 

4-54 

6 

38-33 

-f       1-30 

1-69 

7 

27-50 

+     1213 

147-14 

8 

4333 

3-70 

13-69 

9 

40*63 

—       100 

f  00 

10 

36-25 

+       3-38 

11-42 

U 

42-50 

—       2-87 

8-24 

12 

39-17 

+       0-46 

0-21 

13 

4500 

—       5-37 

28-84 

14 

4083 

—       1-20 

1-44 

w]^  554-79 

+    27-78 

354-35 

—     2775 

[XX] 

[X    — +  0  03 

1. 

2. 
3. 


M 


55179 


x'  =  '-'  =  -"^•"  =  39-63. 

fi  14 


in  der  Tabelle 


4.  m  =  |/ m  =  |/äö*Ji  =  5:22; 

der  Werth  einer  neuen  Beobachtung  liegt  demnach  zwischen 

39-63  —  5-22  =  34*41     und     39*63  +  5*22  =  44"85. 

PL  ^         5-22       ;\^ 

5.  nix'  =  -7^  =  — r-.  =  1-40: 

der  wahre  Werth  des  Winkels  liegt  also  zwischen 

39-63  — 1-40  =  38'23      und     39*63  +  1*40  =  41*03. 

6.  r  =  ()  |/2".  m  =  0*67449  x  5*22  =  3*'52, 

r^'  =  (>  1/2^  m^==  0*67449  x  1*40  =  6*94; 

man   kann   also    eins  gegen  eins  wetten,  eine  künftige  Be- 
obachtung werde  zwischen 


Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrecliuung. 


18 
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// 


ff 


39.63  — 3-52  =  36- 11     und    3963 +  352  =  43-15, 
und  der  wahre  Werth  von  X  werde  zwischen 


tt 


// 


39-63  —  0-94  =  38-69     und    38-63  +  0-94  =  40*57 
liegen. 

120.  Zweites  Beispiel.  Derselbe  Winkel  wurde  vierzehn- 
mal  nach  dem  Repetitions verfahren,  jedesmal  mit  einer  an- 
dern Anzahl  von  Bepetitionen,  gemessen,  so  dass  die  einzel- 
nen Beobachtungen  von  verschiedener  Genauigkeit  sind.  Die 
folgende  Tabelle  •enthält  die  zur  Rechnung  nothigen  Zahlen- 
angaben. 


Nr. 

w 

P 

pw 

l 

pX 

kl 

plX 

1 

17° 66' 4500 

5 

225-00 

5-22 

2610 

27-248 

136-94 

2 

31-25 

4 

125*00 

+ 

8-53 

+  34-12 

72-761 

29104 

3 

42-50 

5 

212-60 

2-72 

—  13-60 

7.398 

36-99 

4 

4500 

3 

13500 

— 

522 

—  15-66 

27-248 

81«74 

5 

37-50 

3 

112-50 

+ 

2-28 

+    6-84 

5-198 

15-59 

6 

38-33 

3 

115-00 

+ 

1-45 

+    4-35 

2-103 

6-31 

7 

27-50 

3 

82-50 

+  12-28 

+  36-84 

150-798 

452-39 

8 

43-33 

3 

130-00 

3Ö5 

—  10-65 

12-603 

37-81 

9 

40-63 

4 

162-50 

0-85 

—    3-40 

0-723 

2-89 

10 

3625 

2 

72-56 

+ 

363 

+    706 

12-461 

24-92 

11 

42-50 

3 

127-60 

2-72 

—    816 

7-398 

22-19 

12 

.89-17 

3 

117-50 

+ 

0-61 

+    1-83 

0-372 

112 

13 

45-00 

2 

90.00 



5-22 

-  10-44 

27-248 

54-49 

14 

40-83 

3 
46 

122-50 

1-05 

—    315 

1103 

3-31 

1830-00 

+  91-04 

116703 

—  91-16 

—    0-12 

1. 

2. 
3. 
4- 


5. 
6. 


X  = 


[pw] 


1830 


ff 


=  39-78. 


[p]  46 

A  =  —  w  -{-  X'j 

jpA;  zur  Controle  muss  [pX]  =  0  sein; 

Ik  und  pkk] 


aus  der  Tabelle 
zu  entnehmen. 


m 


=vm-v 


116703 


ff 


13 


9-475. 


m 


m-r  =  — =  = 


9-475 


// 


V[p]        yie 


=  1-397 . 


J 
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m 


7.  Die  Formel  m^.  =    —  ergibt  die  mittleren  Fehler  der 

VPi 

einzelnen  Beobachtungen  wie  folgt: 

// 
nita,  =  niu,,  =  4-24; 

// 
w«.,  =  w«;,  =  4-745 


ff 


^w,  =  w«,,  =  w«,^  =  m«,,  =  m,o,  =  mu,,,  =  Mw,^  =  w«,.. 


5-47; 


m 


«»lO 


^«,..  =  6*70. 


121.  Drittes  Beispiel.  In  den  Jahren  1845—46  wurde 
die  Polhöhe  der  Moskauer  Uni versitäts- Sternwarte  durch  Be- 
obachtungen an  verschiedenen  Sternen  bestimmt.  Für  jeden 
der  benutzten  Sterne  wurden  die  Beobachtungen  zu  einem 
Mittelwerthe  vereinigt  und  die  Genauigkeit  desselben  er- 
mittelt Nun  sollen  alle  Einzelresultate  zu  einem  Schluss- 
werthe  vereinigt  werden. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  zunächst  die  Mittelwerthe  w 
nebst  ihren  mittleren  Fehlem  m*^   aus    letzteren  wurden  die 

Gewichte  p  nach  der  Formel  p  =  —^  berechnet;  es  entspricht 

dies  der  Wahl  einei:  Beobachtung  vom  mittleren  Fehler  1 
zur  Gewichtseinheit,  weil  dann  jp  :  1  =  1^ :  m^  Die  weiteren 
Colonnen  enthalten  die  zur  Rechnungscontrole  und  Genauigkeits- 
bestimmung erforderlichen  Zahlen. 


Name 
des  Sterns 

w 

m 

P 

'pw 

X 

pX 

pXX 

|}  Draconis 

55M5'2o'29 

0-368 

7-397 

1500*^4 

0-527 

3898 

20540 

y  Draconis 

19-39 

•400 

6241 

121013 

+ 

-373 

+ 

2-328 

0-8681 

»*  Draconis 

20-61 

•295 

11-488 

236-768 

-847 

9729 

82415 

1^*  Draconis 

20-27 

•341 

8  600 

174-322 

— 

-507 

— 

4-360 

22102 

qi  Draconis 

19-81 

•279 

12-871 

254-975 

•047 

0-605 

00283' 

X  Cygni 

19  61 

•590 

2871 

56-301 

+ 

•153 

— 

0439 

0-0671 

y  Urs.  maj. 

1922 

•308 

10515 

202-098 

+ 

•543 

+ 

5-710 

30998 

f  ürs.maj.  pr. 

1908 

265 

14-199 

270-916 

— 

•683 

+ 

9696 

66237 

i  Urs.  maj.  sq. 

19-71 

•381 

6-888 
81070 

135-763 

-053 

— 

0364 

0-0192 

1602  240 

— 

18537 

23-2119 

— 

18-592 

i 

18' 
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1.  .;  =  [f^  =  2«2?211  =  19-763. 

[p]  81-070 

2.  „,  ==  ]/[?M  =  |/-^  ==  l''703. 

3.  Der  mittlere  Fehler   von  x  kann  entweder  aus  dem 

mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  gerechnet  werden: 

m  1-703  ''  Q^ 

Wx  =  —=1  =   --     _  -   =  0189, . 

Ylp]  V81-070 

oder  aber  aus  den  mittleren  Fehlem  der  einzelnen  w  (vergl. 
Formel  (e),  Nr.  116): 

m,  =      ^.\ =  -=  =  O'lll. 

i/r_j__-i     y\v\ 

Die  beiden  Resultate  stimmen  nicht  überein,  wie  es  sich 
namentlich  bei  einer  so  geringen  Anzahl  von  Beobachtungen 
wohl  stets  ergeben  wird.  Doch  ist  der  ersteren  Rechnungs- 
weise der  Vorzug  zu  geben,  weil  sie  mit  den  imrklichen  Ab- 
weichungen der  einzelnen  w  vom  arithmetischen  Mittel  rechnet^ 
während  die  zweite  blos  ihre  mittleren  Fehler  beachtet.  Die 
Nichtübereinstimmung  zeigt  sich  auch  darin,  dass  der  mittlere 
Fehler  der  Gewichtseinheit,  welcher  vor  der  Rechnung  mit 
1  angenommen  wurde,  sich  aus  der  AusgleichWng  selbst 
zu  1-703  ergibt. 

Rechnet  man  mit  dem  ersten  Werthe  weiter,  so  wird 

4.  r^  =  ^  ]/2  .  m^  =  0-67449  X  0*189  =  6'l26. 

5.  Auf  Grund  der  vorliegenden  Beobachtungen  ist  also 
1  gegen  1  zu  wetten,  die  Polhöhe  der  Moskauer  Sternwarte 
liege  zwischen  den  Grenzen 

55^45' 19-'763  +  o'l  26. 

Functionen  direct  beobachteter  Grössen. 

122.  Es  sei  V  eine  Function  der  direct  beobachteten 
Grössen  X^,  Xg,  •  •  •,  für  welche  aus  wiederholten  Beobach- 
tungen die  vorth eilhaftesten  Werthe  a?i,  rcg,  •  •  •  mit  den  wahr- 
scheinlichen Fehlern  ^1,^2?  •*'  ^^^^  anderen,  zur  Beurthei- 
lung  der  Genauigkeit  dienlichen  Grössen  abgeleitet  worden 
sind.  Man  verlangt  den  wahrscheinlichsten  Werth  von  V 
nebst  seinem  wahrscheinlichen  oder  mittleren  Fehler. 
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Bevor    wir    an    die    allgemeine  Lösung    dieser  Aufgabe 
schreiten,  betrachten  wir  einige  besondere  Fälle. 

Erster  Fall.    Es  sei 

wobei  a  eine  gegebene  Constante.  Sind  w^,  tv^,  •  -  -  w^^  die 
einzelnen  Beobachtungen,  welche  zur  Bestimmung  von  X 
angestellt  wurden  und  aus  welchen  der  vortheilhafteste  Werth 

[w] 

folgt,  und  nimmt  man  für  V  einen  Werth  t?  an,  so  werden 
damit  den  Grössen  w  Fehler  k  beigelegt,  welche  aus  den 
Gleichungen 


sich  wie  folgt  als  Functionen  von  v  ergeben: 


V 


K  =  -z  —  '^i^ 


a 


2     V^ 

^2  fj^  ^2  5 


ihre  Wahrscheinlichkeiten  sind 


^   ^*^VdA,      ^^e-'^'^'dX, 


daher  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Zusammentreffens 

der  vortheilhafteste  Werth  von  v  ist  derjenige,  für  welchen 
Y  ein  Maximum  wird,  und  dies  trifft  offenbar  ein,  wenn 
der  allein  variable  Subtrahend  im  Exponenten  verschwindet, 
wenn  also 


V        " 
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—  a;==0 


wird,  woraus 

i;  «s  a  ^ (1) 

folgt.  Setzt  man  ferner 

woraus 

rc  =   -, 

a  a 

so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  u  in  der  Be- 
stimmung V  "=  ax 

—  CX) 

oder  nach  Aufhebung  der  dem  Zähler  und  Nenner  gemein- 
schaftlichen Factoren 

Je     «*        dt* 

—  CX) 

die  Präcision  in  der  Bestimmung  von  v  ist  also 
daher  der  wahrscheinliche  Fehler 

Zweiter  Fall.    Es  sei 

die  vortheilhaftesten  Werthe  von  X^  und  Xg  und  deren 
wahrscheinliche  Fehler  mögen  beziehungsweise  x^^  x^^r^^f^ 
heissen;  die  Gewichte  Pi,i)2  dieser  Bestimmungen  ergeben 
sich,  wenn  man  eine  Beobachtung  vom  wahrscheinlichen 
Fehler  r  zur  Gewichtseinheit  wählt,  aus  den  Proportionen 

^1 :  1  =  r^ :  r^ ,         'jf)^  \  \  =  r^  \  r^ (a) 

Irgend  ein  Werth  v  von  V  ist  als  Summe  irgend  welcher 
Werthe  S^,  §2  von  X^  und  Xg  anzusehen,  deren  Abweichungen 
von  den  wahrscheinlichsten  Werthen,  nämlich  —  Si  +  ^u 
—  I2  +  ^2?  d^®  Wahrscheinlichkeiten 
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besitzen-,   für  das  ZusammeutreflFen  dieser  Werthe  5i>  I2  ^6" 
steht  also  die  Wahrscheinlichkeit 


^  ^^VWp2  ^hnPi{x,-^i)^+pAx^-v+^,)^]  di.  dv 

wenn  man  %^  durch  v  und  %^  ausdrückt;  die  Wahrscheinlichkeit 
Y,  dass  bei  irgend  einem  Werthe  %^  der  Werth  v  zu  Stande 
kommt,  wird  erhalten,  wenn  man  obigen  Ausdruck  in  Bezug 
auf  li,  V  also  als  constant  ansehend,  innerhalb  der  Grenzen 
+  cx)  integrirt;  dies  ergibt  nach  einiger  Transformation 


TT 

CX) 


J5ia?i— i>2a;2+i)ji>  \  ^ 


—00  _ 

=  r>^^^i       p       Pi-\-Pi  dv. 

Daraus  ergibt  sich  sofort  der  wahrscheinlichste  Werth 
von  V,  nämlich 

V  =  Xi+X2 (1) 

Setzt  man  dagegen  v  =  x^  -\-  x^-\-  u,  so  gibt  der  obige 
Ausdruck  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  u  in  der  Be- 
stimmung V  =^  x^  +  ^2;  iiämlich 

p^  =  -P^^=e-''p:^.'''  du-, 
die  Präcision  dieser  Bestimmung  ist  also 


ihr  Gewicht 

der  wahrscheinliche  Fehler  (im  Hinblick  auf  (a)) 


h„  h   r      p.p.  V  p.     ^    p.  r     i      I       2         V   / 
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Dritter  Fall.  Durch  Zusammenfassung  der  Ergebnisse 
des  ersten  und  zweiten  Falles  folgt,  dass  der  wahrschein- 
lichste Werth  von 

ausgedrückt  ist  durch 

t;  =  «i  Xi  -f  «2  ^2  H ; (1) 

sein  wahrscheinlicher  Fehler  durch 


r^^y a^r\  +«2^2  H •  •  • C^) 

Vierter  Fall.    Ist  nun  allgemein 

SO  kann  eine  näherungsweise  Lösung  dadurch  erzielt  werden, 
dass  man 

^1  =  ^1  +  fu 

•^2  ^^^  "^2     I     ^2; 


nimmt,  und  unter  der  Voraussetzung,  die  b  seien  so  kleio, 
dass  man  Glieder  mit  höheren  Potenzen  derselben  unter- 
drücken kann,  obige  Function  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
entwickelt;  auf  diese  Weise  wird 

V=^F{x^  +  £,,  a;2  +  f2;---) 

und  der  Fall  erscheint  auf  den  vorigen  zurückgeführt.  Die 
wahrscheinlichsten  Werthe  von  s^,  s^,-  -  *  sind  Null,  weil  ä;„ 
a?2,  •  •  •  die  wahrscheinlichsten  Werthe  von  X^,  X2,  •  •  •  sind; 
daher  der  vortheilhafteste  Werth  von   V 

die  wahrscheinlichen  Fehler  der  Bestimmungen  e^  ==  0, 
£2  =  0,  •  •  •  sind  die  nämlichen  wie  jene  der  Annahmen 
Xi  ==  x^y  Xg  =  ^^2,  •  •  •  nämlich  r^,  r,^,  •  •  •,  daher  der  wahr- 
scheinliche Fehler  von  v  dem  vorigen  Falle  gemäss 


-=VQ''\+(£yi+- (2) 

Erster  Zusatz.     Derselbe  Zusammenhang,  welcher  zwi- 
schen   den   wahrscheinlichen   Fehlern    besteht,    gilt,    wegen 
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einfacher  Proportionalität,  auch  von  den  mittleren  Fehlern; 
so  ist  im  allgemeinsten  Falle 


m. 


m' '<+&<+ 


Zweiter  Zusatz.  Wirken  bei  der  Bestimmung  einer 
Grösse  mehrere  von  einander  unabhängige  Fehlerursacheij 
mit,  welche  einzeln  die  wahrscheinhchen  Fehler  r^,  ^2?  *  * 
oder  die  mittleren  Fehler  Wi,m2,--  erzeugen  würden,  so 
ist  der  wahrscheinliche,  beziehungsweise  mittlere  Fehler  des 
Gesammtresultates 

m«,  ==y  ml  +  ml  -] . 

Erstes  Beispiel  (aus  Bessel's  „Ostpreuss.  Gradmessung"). 
Der  aus  der  Vergleichung  einer  Doppeltoise  mit  der  Normal- 
toise  zurückgebliebene  mittlere  Fehler  in  der  nominellen 
Länge  (X)  der  ersteren  betrug 

m  =  0-000985  par.  L. 

Bei  der  Basismessung  wurde  die  Doppeltoise  im  Mittel  465'5 

•  

mal  angelegt,   daher  die  Basislänge   (bis   auf  die  besonders 
gemessenen  Reste) 

V  =  465*5a?  =  ax] 

der  mittlere  Fehler  dieser  Bestimmung  ist 

w^  =  am  =  465-5 X  0000985  =  0*459  par.  L. 

Zweites  Beispiel  (aus  Baeyer's  „Küstenvermessung"). 
Die  Berliner  Basis  (F)  wurde  in  zwei  Abschnitten  (XjjXg) 
gemessen,  so  dass  schliesslich 

ZU  nehmen  war;  nun  wurde 

x^  =  588-509172  tois.,    m^  =  1-006  par.  L., 
x^  =  610-213860    „         m^  =  0-887      „ 

gefunden;  daher  ist 

v  =  x^  +  X2=  1198-723032  tois., 

^„  ==  Ym^l  +  m^  =  1-3408  par.  L. 
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Drittes  Beispiel.  Der  Fehler  einer  Richtungsbeobacli- 
tung  entsteht  durch  das  Zusammenwirken  zweier  Fehler- 
quellen: der  Einstellung  des  Fernrohrs  auf  das  Signal, 
welches  die  Richtung  bezeichnet,  und  der  Ablesung  am  ge- 
theilten  Kreise.  Ist  bei  einem  Instrumente  der  mittlere  Ein- 
stellungsfehler 

iWi  =  6-837, 

der  mittlere  Ablesefehler 

mg  =  1-872, 

so    ist   der   mittlere   Fehler    einer   mit    diesem    Instrumente 
beobachteten  Richtung 

Mr  '=ym\  +  ml  =  2-'051, 

und  der  mittlere  Fehler  eines  Winkels  (als  Unterschied  zweier 
Richtungen) 


^v  =  Ynt"  +  m'  =  2-051 1/2  =  2-9. 


Directe  Beobachtungen  einer  Function  von  einer  ünbekamiten. 

123.  I.  Fehlergleichufigen, 

Es  sei  q)  eine  Function  f(X)  der  Unbekannten  X,  ge- 
geben durch  fi  Beobachtungen  9>i,  9>2;  * '  -  9/">  -^o  ®^  ^^^^ 
genäherter  Werth  von  X,  §  die  sehr  kleine  Verbesserung 
desselben,  so  dass 

x  =  x^  +  l 

Werden  die  Fehler  der  Beobachtungen  mit  «i,  «2;  * ' '  ^z* 
bezeichnet,  so  hat  man  mit  Vernachlässigung  höherer  Po- 
tenzen von  £ 

ip,-he,=  f,  {X,  +  S)  =  /;  (X,)  +  n{x,)i, 

v,  +  H= f.  (Xo  + 1) = /;  (Xi)  +  n  (Xo)  g, 


9^  +  ^A. = u  (^0  + 1) = /;.  (Xo) + f,  (Xo)  I. 

Setzt  man  Kürze  halber 

/i  Ä)  —  9^1  =  %  -  •  •  /J'  (^0)  —  9^/*  =  n^,    femer 
fi Ä)  =  «n  •  -  •  //e  (Xo)  ==  a^j 

so  übergehen  obige  Gleichungen  in 
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^1  =  ^1  +  «1 S, 

124.    IL  Vortheühaftester   Werfh  von  J. 

1)  Die   Beobachtungen   sind   von   gleicher   Genauigkeit. 

Nimmt  man  für  5  einen  Werth  o:  an,  so  lässt  derselbe 
Fehler  Ai^Ag,*-  zurück,  für  welche  die  folgenden  Fehler- 
gleichungen bestehen: 

A2  =  W2  -p  0^2  5/^ 


die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Fehler  sind 

Px.  -^-^ *''■'  ä^,     ^^  ==  ^  ^ *''-'  '^^^  •  •  • 
daher  die  Wahrscheinlichkeit  ihres   gleichzeitigen  Bestehens 

dieselbe  wird  ein  Maximum,  wenn 

\kl]  =  (fii  +  ^1  ^y  +  (>*2  +  ^2 ^)^  +  •  *  •  =  min., 
woraus  zunächst 

[a  A]  ==  a^  («1  +  ö^i  ä;)  +  ^  (**2  +  <^2  ^)  •  •  •  =  0  •  •  (1) 
und  schliesslich  der  vortheilhafteste  Werth  von  |: 

a;=-f^j ...(2) 

folgt 

Um  nachzuweisen,  dass  dies  der  vortheilhafteste  Werth 
ist,  und  gleichzeitig  seine  Genauigkeit  zu  ermitteln,  ersetzen 
wir  X  durch  x  -j-  u  und  suchen  die  Wahrscheinlichkeit  von 
U]  dieselbe  ist  gleich 

_      Ydu     _     g-An(n  +  aa:  +  a».n  ^^    ^  ^ 

Pu  00  00  -KT  • 

/Ydu  /g-^ÄMCn  +  aor  +  a^n  ^^  ^^ 


—00 


—  00 


125.     Berechnung  von   Z,     Der   Exponent   von  e  kann 
wie  folgt  transformirt  werden: 

\{n  -\'  ax  -\-  aw)^]  ==  [(w  +  g^^)^]  +  2 w  [a (w  +  aa;)]  +  v?  \_ad\ 

=  [AA]  +  [aa]  M^ 
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weil  mit  Beachtung  der  Gleichung  (1)  das  Mittelglied  ver- 
schwindet.    Demnach  ist 

Z  =  e- A'  t^Je-  '*'  t««^ "'  du. 

126.  Berechnung  von  N,    Durch  Integration  des  letzten 
Ausdruckes  innerhalb  der  Grenzen  +  <^  ergibt  sich 

—  CX) 

Dividirt  man  Z  durch  JV^,  so  wird 

Die   grösste  Wahrscheinlichkeit   hat   der  Fehler  u  ^  0, 
das  wahrscheinlichste  Resultat  ist  also  thatsächlich 

\an] 

das  Gewicht  dieser  Bestimmung,  bezogen  auf  die  einzelne 
Beobachtung  von  q)  als  Gewichtseinheit,  ist  [aa];  ist  daher 
m  der  mittlere,  r  der  wahrscheinliche  Fehler  der  Gewichts- 
einheit, so  hat  man 

nix  == — ,     Tx  =  - ; (6) 

y[ad]  Ylaa] 

darin  ist  nach  bekannten  Formeln 

m  =]/i^,    r  =  QY2m (4) 

127.  2)  Beobachtungen  von  ungleicher  Genauigkeit 
Derselbe  Rechnungsgang  führt  zu  den  Formeln: 

[pal]  =  0 (1') 

^  =  -[^^-"J (2') 

m  r  /Q/\ 

nix  =  — —   ^r— ,        Tx  =-.-=r^z:^. [6  ) 

y[paa]                   Vlpaci] 
^^yiP^j^     ^  =  ^^2.m. (4') 

Anmerkung.    Die   Gleichungen   (1)  und  (1')  dienen  zur 
Controle  der  Rechnung. 
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128.  Beispiel.  Bezeichnet  8  die  Intensität  eines  durch 
eine  Tangentenbussole  geführten  Stromes,  a  den  Ablenkungs- 
winkel der  Magnetnadel,  T  die  Horizontalcomponente  des 
Erdmagnetismus,  in  derselben  Einheit  ausgedrückt  wie  S, 
so  besteht  zwischen  den  genannten  Grössen  die  Beziehung 

S=T'tga. 

Wird  S  an  der  chemischen  Wirkung  des  Stromes  ge- 
messen und  gleichzeitig  a  beobachtet,  so  lässt  sich  ein 
Werth  für  T  in  chemischen  Einheiten  ableiten.  Wir  be- 
nützen hiezu  folgende  zu  Jever  ausgeführte  Beobachtungs- 
reihe (W.  V.  Preeden,  die  Praxis  der  Meth.  d.  kl.  Quadrate, 
Braunschweig  1863): 


mm 


Barometerstand:  761-77 
Temperatur  des  Gases:       6°-20  C. 


S 

a 

P 

Nr 

Knallgas - 

Ablenkungs- 

Anzahl d. 

menge  in  ccm. 

winkel  an 

Beobach- 

pro 60  See. 

der  Bussole 

tungen 

1 

4-63 

9«    8' 

2 

2 

1008 

14    10 

3 

3 

10-25 

14    15 

1 

4 

1400 

16      0 

1 

5 

14-50 

19      0 

2 

6 

17-60 

21       0 

1 

7 

17-83 

23      0 

3 

8 

20-67 

25    55 

3 

9 

21-00 

24    38 

2 

10 

23-68 

29       1 

3 

11 

24-60 

28      0 

1 

In   den    Fehlergleichungen    l  =  n  -^  ax   ist  in    diesem 
Falle 

n  =  *^  8,    a  =  tg  «, 

während  x  den  vortheilhaftesten  Werth  von  T  bedeutet;  die 
Beobachtungen  von  «  werden  als  fehlerfrei  in  die  Rechnung 
eingeführt. 

Die  folgende  Tabelle  enthält  die   zur  Bestimmung  von 
X  und  m^g  sowie  zur  Controle  der  Rechnung  nöthigen  Zahlen. 
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a 

01608 

—  n 
4-63 

P 
2 

p  aa 
00516 

—  pan 

X 

pal 

pXX 

1-4890 

+  2-28 

+  0-73 

10-3968 

•2524 

1008 

3 

•1911 

7-6326 

4-0-77 

+  0-59 

1-7787 

•2540 

10-25 

1 

•0645 

26035 

+  0-67 

+  0-17 

0*4489 

•2867 

1400 

1 

•0820 

40138 

—  1-68 

—  0-48 

28224 

•3443 

14-50 

2 

•2372 

9-9848 

+  0-30 

+  0-21 

0*1800 

•3839 

17-50 

1 

•1472 

6-7183 

—  100 

—  0-38 

1^0000 

•4245 

1783 

3 

•5406 

227064 

+  0-41 

+  0-53 

05043 

•4859 

20-67 

3 

•7080 

301305 

+  0-21 

+  0-31 

0*1323 

•4585 

2100 

2 

•4202 

192570 

—  1.29 

—  1-19 

3-3282 

•5547 

23-68 

3 

•9231 

39-2394 

+  0  26 

+  0-43 

0-2028 

•5317 

• 

24-50 

1 

•2827 

130267 

—  1-65 

—  0-88 

2-7225 

3-6482 

156-8020 

+  2*97 

23^5169 

—  2-93 

1.      X  ==  — 


[pan]  _  156^8020  _  /^«."Sq 
[paa]~  >6482    —  ^^  ^^• 


o  l/[P^^         1  723^169  i'^J'o  i/ö  iTq 

2.   m==y    -_  ^  =  y  —j^ —  =  1-53;    r  =  p  y2  •  m  =  l'OS. 


ccm 


ccm 


3.   m,  =  ^^  =  — ^^  =  0-80:     r^  =  o|/2. 7w,=  O'M. 

Yipaal         }/3-6482 


Diese  Werthe  bedürfen  der  Reduetion  auf  den  Normal- 
barometerstand von  760™™  und  die  Gastemperatur  O^C;  man 
erhält  so 


X 


42-98  -!!-!'" 


76000      1  +  0-003665-6-2 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 


ccm 

=  4211 


ccm 

r^'  =  0-53. 


Mit  Hilfe  der  Gleichung 


ccm 


5^=42-11 -tg« 

können  also  die  Angaben  der  betrefiFenden  Tangentenbussole 
am  Versuchsorte  in  chemisches  Mass  umgerechnet  werden. 

Bezieht    man     den    bei    dieser    Gelegenheit    erhaltenen 
Werth  für  T  auf  Weber's  absolute  Stromeinheit  (entsprechend 


ccm 


1*0489  Knallgas  pro  60  See),  so  wird 

"  42-11 


^"  =  Üi^  =  40-15, 
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und  hieraus  endlich  ergibt  sich,  wenn  r  den  in  mm  ausge- 
drückten Bussolenradius  bedeutet  (am  vorliegenden  Instru- 
mente war  r  =  150"*™),  das  absolute  Mass  der  Horizontal- 
componente  des  Erdmagnetismus 

„,         27t -x"         6-283  •••  X  4015  nno^o 

X      =  = -j-z- =  l'Oölo 

r  150 

mit  dem  wahrscheinlichen  Fehler 

r^...  =  -f.  0-0213. 

Die  Versuche  stammen  aus  dem  Jahre  1856;  für  das 
Jahr  1852  ergibt  sich  aus  Lamont's  Karten  T=  1*71,  ein 
Werth,  welcher  den  hier  gefundenen  wahrscheinlichen  Gren- 
zen sehr  nahe  steht. 

III.   Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen. 

1.  Beobachtungren  g^leicher  Oenaaigk^it. 

129.    I.  Fehlergleichungen,     Die  Function 

9  =  F{X,  Y,  Z,  T) 

der  vier  unbekannten  Grössen  X,  Y,  Z,  T  sei  ftmal  mit 
gleicher,  durch  h  charakterisirter  Genauigkeit  beobachtet 
worden;  die  Ergebnisse  dieser  Beobachtungen  mögen  (p^^ 
9^2;  ••  •  ^>h  sein. 

Sind  Xq,  Yq,  Zqj  T^^  sehr  genäherte  Werthe  der  Un- 
bekannten, {x),  {y)y  {z)y  (t)  die  wahren  Verbesserungen  der- 
selben, so  bestehen  für  die  wahren  Beobachtungsfehler  die 
Gleichungen 

«1  =  -  9,  +  -Fl  (^0  +  {^),  Yo  +  {y),  Zo  +  (ß),  T,  +  (0), 

e^^-f^  +  F^  (X,  +  {x),  Fo  +  {y),   Z,  +  (;?),  To  +  (0), 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  (x),  (y) ,  '  -  •  Grössen 
von  sehr  geringem  Betrage  sind,  kann  man  sich  bei  Ent- 
wickelung  der  rechtsstehenden  Functionswerthe  nach  dem 
Tavlor'schen  Satze  auf  die  ersten  Potenzen  derselben  be- 
schränken;  setzt  man  dabei 
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FtiXo, 

^o>  ^o>  ^o)        F^, 
dX,        «1' 

dY,        "i' 

dF, 

dZ,        ''i' 

dF 

d'l\         "»' 

F, 

(Xo, 

^0}  ^0>  ^o)           -^2)  •  •  • 

dF^ 

dX,       '^'■■' 

dF,        , 
dY,        *''••■ 

dF, 

dz,      ^'  •■■ 

dF,         , 

endlich 

-9i  +  -fi  — «1, 

(P2  +  F2      n^f  '• 

so  ergibt  sich 

«1  =  Wi  +  ^1  (a:)  +  b,  (y)  +  Cj  (^)  +  d^  (t) 

«2  =  ^2  +  «2  W  +  ^2(2/)  +  ^2(^)  +  <^2(0l  •  •  •  (^) 


An  Stelle  der  ursprünglielien  Unbekannten  X,  T,  -  -  - 
sind  jetzt  die  Verbesserungen  (x),  (t/),  •  •  •  ihrer  Näherungs- 
werthe  X^,  Fq,  •  •  •  getreten. 

130.  II.  Vortheilhafteste  Werthe  der  Ufibehmntm  (x), 
(y),  (z),  (t). 

Sobald  man  für  (x),  (y),  -  -  -  irgend  welche  Werthe 
a:,  t/,  •  •  •  annimmt,  werden  den  Beobachtungen  Fehler  A^,  Ag,  •  • 
beigelegt,  welche  durch  die  Gleichungen 

^1  ==  ^1  +  ^1  ^  +  ^1 2/  +  ^1  ^  +  ^1  ^ 

^^2  =  ^2  +  «2  ^  +  *2  2/  +  ^2  ^  +  ^  ^ 


(2) 


gegeben  sind;  die  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Fehler  sind 
p,,  =  A  e-*' V  dk,      i,^  =  A  e^A'  V  dA,  •  •  • 

yTt  yn 

daher  die  Wahrscheinlichkeit  ihrer  Coexistenz 

p  =  f■^Ye-^^'^''^dxy. 

Diese  wird  am  grössten,  wenn 

Sl  =  [AA]  =  min.,    (3) 

d.  h.  wenn  die  Grössen  x,  y^  -  -  >  aus  dem  Gleichungssystem 


J 
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2  dx 

1  da. 

2  dy 


(4) 


(5) 


berechnet  werden.  Ersetzt  man  hier  die  X  durch  ihre  Werthe 
aus  (2),  so  gelangt  man  zu  den  Normcdgleichungen 

[aa]  X  +  [ab]  y  +  [ö^c]  z  +  [^^]  ^  +  [0^^]  =  0, 
[a6]  rr  +  [66]  y  +  [6c]  iS?  +  [6rf]  ^  +  [6n]  =  0, 
\ac\  X  +  [6c]  y  +  [cc]  ;8i  +  \p^  ^  +  [^*^]  =  0, 
[ad]  ic  +  [6d]  y+[cd\0  +  [dd]  t  +  [(?nj  =  0, 

deren  Zahl  mit  jener  der  Unbekannten  übereinstimmt  und 
welche  die  vortheilhaftesten  Werthe  der  letzteren  liefern. 

Wie  aus  der  Gleichung  (3)  ersichtlich,  kehrt  hier  das 
schon  bei  Ausgleichung  directer  Beobachtungen  hervorgeho- 
bene Ausgleichungsprincip  wieder.  Es  sind  nämlich  aber- 
mals jene  Werthe  der  Unbekannten  die  wahrscheinlichsten, 
welche  Fehler  zurücklassen,  deren  Quadratsumme  ein  Klein- 
stes ist 

131.  III.  Auflösung  der  Normalgleichungen.  Diese  erfolgt 
am  besten  nach  der  Substitutionsmethode.  Man  berechnet 
nämlich  x  aus  der  ersten  Gleichung  und  setzt  den  Werth 
in  die  übrigen  ein.  Aus  der  ersten  der  so  erhaltenen  drei 
Gleichungen  drückt  man  y  aus  und  substituirt  den  W^erth 
in  die  beiden  andern.  Aus  der  ersten  von  diesen  bestimmt 
man  is  und  führt  den  Werth  in  die  andere  ein;  aus  dieser 
lässt  sich  dann  t  ermitteln. 

Wir  wollen  das  eben  angedeutete  Verfahren  jetzt  durch- 
führen. 

Aus  der  ersten  Normalgleichung  ist 


Iah]  [ac] 


[aa]^        [aa]^  [aa]^        [aa]'  •   •  •  W; 

diesen   Werth   substituiren    wir  in  die  drei    übrigen,    setzen 
dabei  zur  Abkürzung: 

Meyer,  Wahracheinliohkeitsrechnang.  19 
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[bb]- 

-p[«6]-=[65. 

1], 

[bc]- 

-  [::]  [-1  -  p»^  ■ 

1], 

ibd]- 

-  [aa]  ^^^ — [*<^ 

•1], 

[cc\- 

<»«]  r      1          r 

aa]  '-     ■'        '- 

1], 

t^'^-£|t«'^  =  ['"^-135 


(6) 


t'^'^-[^t«'^]  =  ['^'^-ll5 


[in]  -  g^j  [on]  =  [6«  •  1], 

[c«]  —  [^]  [««]  ==  [c«  •  1], 

[dn]  —  ^^^1  [ow]  =  [dn  ■  1], 

und  erhalten  auf  diese  Weise: 

[65  .l]y  +  \bc-l]g-\-  [bd  •  1]  f  +  [bn  •  1]  =  0, 
[bc  •  1]  y  +  [cc  •  1]  «  +  [cäf  •  1]  f  +  [cm  •  1]  =  0,  .  (7) 
[bd  •l]y  +  [cd-l]0  +  [dd-l']t+  [dn  •  1]  =  0. 

132.     Die  erste  dieser  Gleichungen  gibt 

_   [6c- 1]      _  [bd.l]      _  jbn .  1]  ,  ,„,. 

^~         [bb-1]^        [6ft.l]  *        "[&ft.l] '••••*■' -' 

führt  man  diesen  Werth  in  die  beiden  andern  ein  und  setzt 


[ccl]  — 
[cd  ■  1]  - 

[dd  ■  1]  - 

[cn  •  1]  — 
[dn  ■  1]  — 


[bc 


[bb 
[be 


[bb 
[bd 


[bb 
[bc 


[bb 
[bd 


[bb 


1] 


^  [6c.l]  =  [cc.2J, 


1] 


^^  [bd  -  1]  ^  [cd  ■  2]; 


^[W.l]  = 
Ü.  [bn  •  1]  = 


1] 


11  [bn  ■  1]  = 


1] 


[dd-2]; 

[cn-2], 
[dn  •  2], 


(8) 


J 
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so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

[cc  '2]0+[cd'2]t+  \cn>  2]  =  0, 

\cd .  2]  ;^  +  [rfd.  2]  ^  +  [dw  .  2]  =  0. 

133.  Die  erste  davon  liefert 

^ [CC.2]   ^        [cc. 2J  ' ^^>' 

substituirt  man  diesen  Werth  in  die  zweite  und  setzt  gleich- 
zeitig 

......  (10) 

[dn  •  2]  -  gflj  {cn .  2]  =  [cZ«  •  3J, 

SO  folgt 

[drf.  3]  <  +  [rfw  •  3]  =  0, (11) 

woraus 

'--gjf^ ("') 

Durch  successive  Anwendung  der  Gleichungen  (9'), 
(7'),  (5')  erhält  man  z^  y,  x. 

134.  Bedtmrte  Normcdgleichungen.  In  Bezug  auf  die 
Berechnung  der  Unbekannten  ersetzen  die  Gleichungen  (5'), 
C^O;  (9')>  (1^0  ^^^  ursprüngliche  System  (5);  wir  bezeich- 
nen sie  daher  als  reducirte  Normalgleichungen  und  stellen 
sie  hier  in  etwas  abgeänderter  Form  nochmals  zuammen: 


[&c^]  [&dj      ,    [&n^  _ 

[cd. 2]  [cti.2]_Q 

^+  [cc.2]^^^  [cc.2]  —^> 


(12) 


135.    Theorem.     Setzt  man  hei  hdidngen    Werthen  von 
X,  y,  Zy  t 

A     ==  \ad\  X  +  [«6]  y  +     [ö^]  ^  +     [öf<fl  ^  +  [^fw], 
B'    =  [fefe-l]y  +  [6c-l]^  +  [6d-l]^+[6n.l],.  ^. 

C"    =  [cc.2]^-f[cd.2]^  +  [cn.2]/^ 

D'"  =  [rfd.3]^+[dn.3], 

19* 


so  ist 

ferner  Jcann  nachgewiesen  werden,  dass 

2)  die  Senner  [aa],  [66  ■  1],  [cc  ■  2],  [dd  •  3}  sämmtliA 
positiv  dnd. 

Beweis.    1)  Den  Gleichnngen  (2)  zufolge  ist 

a  -[in  -[(ai  +  hy  +  Cl  +  dt  +  nfi;  .  .  (S') 
entwickelt  man  diesen  Änsdrucli  und  ordnet  seine  Glieder 
nach  den  Potenzen  der  Veründerliehen,  so  wird 

a  — -[«i«!]»'  +  2|  [a6]i(  +  [oc]»  +  [0(J](  +  [o»])i 
+  [6S]  »>  +  2|[6c].  +  lbdli  +  (t»]|  j 
+  [»c]^  +2ilcdit  +lcni], 
+  ldd]^  +2  [(!»](+  [«»] 

wenn  man  zur  Abkürzung 

P-[o«], 
Q  -  [aits  +  [oc]i  +  [ai]f+[an] 
setzt;  daraus  folgt 

Fx+Q  —  A. 
136.    Nun  ist 

+  [i|  [«fl  ?  +  2  M  [„„]  ,  +  fejj  [„„], 

bedient  man  sich  der  Abkürzungen  (6)  sowie   der  weiteren 

["»]  -  [f||  [a»l  -  [««  •  1), (16) 

findet  sich 

—  [66- l]!,' +  2  {[Sc  •  1J»  + [J,!- 1](  +  [ii».  1J|> 

+  [c  c  •!]«'  + 2  i[ciJ  •  1]  (  +  [o«-l]|« 

+  [iJii- 1]  (' +  2    [drfl]t+[ntfl] 

-I'y'  +  2Q;  +  B--  i^y-py-  +  ü'  -  £;,  (16) 
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indem  man 

P'=[66.1] 

Q'  =  [bc  •  l]0  +  [bd  •  l]t  +  \ibn  •  1] 

setzt,  woraus  dann  im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (13) 

Fy  +  Ö'  =  B', 
also 

^~  \aa-\~  [ft  &  .  1]  ~  ■"         P' 

folgt. 

137.  Weiter  ist 

bedient  man  sich  der  Abkürzungen  (8)  und  der  weitern 

f»»"-iJ-i?n]t^"-i3  =  [""-2J;  •  •  •  (17) 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

"  "  i^""  [6071]  =  ■«  -  p^ 

=  [cc .  2]  g*  +  2[[cd .  2]t  -\-  [cn  .  2]}e 
+  [dd  .2]fi  +  2\dn.2]t-^  [nn  .  2] 

wenn 

P"  =  [cc  .  2J, 

genommen  wird;  daraus  folgt  im  Hinblick  auf  (13) 

p"^  +  Q"  =  C", 

also 

o         ^1  _    ^'     _    ^"'    _  p"  __  ^ 

"^^        [aa]        [66.1]        [cc.2]~-^  P"  * 

138.  Nun  ist  aber 

berücksichtigt    man    die    Abkürzungen  (10)    und    führt    die 
weitere 
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t"»*-2]-^]['^«-2]  =  [««-3]  .   .   .  (19) 
ein,  80  ergibt  sich 

\aa'\       [6&.1]       [cc.2]°°'-"  P" 

==  [dd-Z]  ^  +  2  [rfM-  3]  f  +  [nn-3] 

wobei 

^"  =  [dw  .  3] 
genommen  wurde^  so  dass  im  Hinblick  auf  (13) 

und 

[ad]        [66.1]        [cc.2]         [dd.3]~-^ 


/»/ 


wird. 

Endlich  ist 


e'"»_[dn.3] 


und  setzt  man  noch 

t""  •  3J  -  B5^  t'^"  •  3]  =  [«»  •  4],  .    •    •  (21) 
so  wird 

[aa]         [66,1]         [cc.2]         [dd.3]  p'         l         j^ 

daher,  wie  behauptet  worden, 

^  =  [T«]  +  [60]  +  [^772]  +  [5573]  +  t« "  •  4J  • 

Anmerkung.    Für  die  vortheilhaftesten  Werthe  von  x,  y, 
i^,  t  bestehen  die  Gleichungen  (12),  daher  ist  für  sie 

A  =  0,    JB'  =  0,     C"  =  0,    27"  =  0, 

und  die  minimale  Fehlerquadratsumme  wird 

min  Sl  =  min  [AA]  ==  [nn  .  4]. 

Die  Berechnung  dieses  Werthes  ist  durch  die  Gleichungen 
(15),  (17),  (19),  (21)  vorgeschrieben. 
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139.  2)  Nun  gehen  wir  daran^  zu  zeigen ^  dass  die 
Nenner  [aa],  [bb  .  1],  .  .  .  des  Ausdruckes  (14)  durchwegs 
positiv  sind. 

a)  Bei  dem  ersten  ist  es  unmittelbar  einleuchtend^  da 

[aa]  =  a^^  +  0^3^+.   .   .   . 
eine  Summe  von  Quadraten  ist. 

b)  Aus  Gleichung  (16)  geht  hervor,  dass  die  Function  Ä 

—  r — i  frei  ist  von  xi   man  wäre  daher  zu  dieser  Function 

[ad]  ' 

auch  gelangt,  wenn  man  aus  Sl  mit  Hilfe  der  Gleichung  ^4.  =  0 
die  Variable  x  eliminirt,  oder  auch,  wenn  man  diese  Variable 
schon  aus  den  einzelnen  A  mittelst  der  Gleichung  A==0 
ausgeschieden  und  die  so  entstandene  neue  Quadratsumme: 

£1  —  P — ^  =  [A'A']  =  [(b'y.-{-  cz  +  d't-^-ny]  entwickelt  hätte; 

aus  dieser  Form  sieht  man  aber  augenblicklich,  dass  der 
Coefficient  von  y^,   welcher  nach  (16)  eben  [66 .  1]  ist,   als 

Quadratsumme  [6'6']  positiv  ausfällt. 

-4.* 

c)  Durch  ähnliche  Betrachtung  der  Function  ü  —  f — ^ 

—  \hh  iv   ^®^^^®   weder   x   noch   y   enthält,   wie   dies  aus 

Gleichung  (18)  hervorgeht,  gelangt  man  zu  der  üeberzeugung, 
dass  auch  [(;t;.2]  als  Summe  von  Quadraten  darstellbar  und 
daher  positiv  ist;  u.  s.  w. 

140.  Anmerkung.  Für  die  folgende  Untersuchung  be- 
dienen wir  uns  der  Abkürzungen 

^'  =[66n]  +  i^^]  +  p^  +  t^^-4J' 


[cc.2]  +■  [dd 


JD 


es  ist  dann 

Sl    =  r  -^  +  Sl\  darin  enthält  nur  das  erste  Glied  die  Va- 

[a  aj    '        ' 

riable  X]  p 

ß'  =  „,    1  +  ^' j   darin   enthält  nur  das   erste  Glied   die 

Variable  y\ 
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/nf't 


Sl"  =  f -z^  +  ß '     darin  enthält  nur  das  erste  Glied  die 

Variable  j?; 


jy"% 


ß    =»  p , ,  1  +  [ww  •  4],   darin  enthält  nur  das  erste  Glied 

die  Variable  t 

141.  IV.  Es  ist  nachmiveiseny  dass  die  durch  die  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  die 
wahrscheinlichsten  sind. 

Wir  wollen  den  Nachweis  für  die  unbekannte  (t)  führen, 
für  welche  der  Werth 

. [dn.S]*) 

o~        [dd.S] 

gefunden  wurde.  Dieser  Bestimmung  hafte  ein  Fehler  r  an, 
so  dass 

es  handelt  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit  von  r. 

Die  Wahrscheinlichkeit  des  gleichzeitigen  Bestehens  ir- 
gend welcher  Werthe  x,  y,  z  von  (ic),  (y),  (^)  ist  (Nr.  130) 

-^ )  e         dx  dy  dz ; 

dabei  wird  der  Werth  t  von  (f),  der  in  Sl  auftritt,  als  con- 
stant  angesehen,  also  auch  der  ihm  entsprechende  Fehler  r. 
Nun  aber  kann  sich  der  besondere  Werth  t  mit  jedem  Werthe 
von  X,  von  y  und  von  z  verbinden,  und  nachdem  letztere 
Grössen  im  analytischen  Sinne  aller  Werthe  von  —  oo  bis 
-f-  oo  fähig  sind,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  be- 
sondere Werth  von  t  mit  irgend  einem  Werthe  von  x,  y 
und  z  zusammentrifft, 


(, 


—  oo 


oo 
e""**    dxdydZy 


also  die  Wahrscheinlichkeit  des  besonderen  Werthes  t  oder 
des  ihm  entsprechenden  Fehlers  t 


'^)  Für  den  Augenblick  sollen  die  ans  dem  Gleichnngssystem  (6) 
fliessenden  Werthe  der  Unbekannten  mit  x^,  y^^  Zq^  Iq  bezeichnet,  x,  y, 
z,  t  dagegen  als  Variable  angesehen  werden. 


J 
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oo 
dtCe'^''^  dx  dy  dz 

fYdt        Je^^^^dx  dy  dz  dt 
— oo  — oo 

142.    Berechnung  von  Z.    Es  ist  ß  =  >  — -,  +  Äi',  wobei 
A  allein  die  Variable  x  enthält;  ferner  folgt  aas 

A  =  \aä\  X  +  [ö6]  y  -| 

wegen  der  völligen  Unabhängigkeit  der  Grossen  a?,  y,  .  *   . 

^^  _  ^    . 

aa]  ' 

mit  diesen  Bemerkungen  wird 

oo  oo 

Z  =  ätje-'^"'  dy  dz  Je-"'  &  j.f  ^^ 

-OO  -OO 

OO 


—  OO 


er^'^^dy  dz. 


Ferner  ist  Ä'  =  frr-Tn  4"  •^";  worin  nur  jB'  die  Variable 

^  enthält^  und  da 

B  =  [ll.l]y  +  [lc.\'\z+  .  .  ., 

so  folgt 

dB'  , 

[60]  =  ^^' 

demnach  wird  weiter 

oo  oo 


^  j e-^'^'dz  j e 


'       '  [6Ö.1] 

— OO  — oo 

oo 


dt  I  e 


Ä«l/[aa][6ö.l] 

— oo 

Durch   weitere  Anwendung  der  in  Nr.  140  zusammen- 
gestellten Beziehungen  wird  endlich 
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» 

Z  =      ^_J^Z dt  e-*'^" 


h^Vlaa]  [bh.l]  [cc.2] 
143.  Berechnung  von  N,    Um  N  zu  erhalten,  bedarf  es 
nur  einer  Integration  des  letzteren  Ausdruckes  in  Bezug  auf 
t  innerhalb  der  Grenzen  +00;  man  erhält  so 


00 


Ä'VLaa]  [&6.1]  [cc.2]  J  ' 

— cx> 

oder  durch  Einsetzung  des  Werthes  für  JJf"  aus  Nr.  135  (13) 


00 


Ä'l/[aa][6ft.l][cc.2j  J 


—00 


'h^}/\aa\  [66  . 1]  [cc .  2]  [dd.3] 
Mithin  ist  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit 


Äy^£^],-AM...33{.+[^}^ 


fel/[<?d.3]    — A«[<id.8]r*  , 

dieselbe  wird  für  r  =  0,  also  für 

_       [dn .  3]  _ 
^  ~  ""  [ddT]  """  ^0 

am  grössteu,  daher  ist  dies  der  vortheilhafteste  Werth  der 
Unbekannten  (t).     In  gleicher  Weise  wäre   der  Beweis  für- 
die  übrigen  Unbekannten  zu  führen. 

144.    V.    Gewichte   der  Unbekannten.    Aus  dem  Aus- 
drucke  für  Q   geht   unmittelbar   hervor,   dass  das  Gewicht 

eines  Fehlers  r  in 

,  [dn .  3] 

^  \dd~:j]> 

also  das  Gewicht  pt  von  t,  gegeben  ist  durch 

Pt  =  [dd .  3J. 


j 
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Bei  der  sU'Ccessiven  Elimination,  toie  sie  in  Nr,  131—133 
durehgeführt  worden,  ist  demnach  der  Coefficient  der  Unhe- 
hannten,  welche  mietet  allein  zurückbleibt,  zugleich  ihr  Gewicht. 

Um  daher  die  Gewichte  der  Unbekannten  zu  finden, 
wiederhole  man  die  erwähnte  Elimination  mit  veränderter 
Ordnung  der  Unbekannten  so  oft,  bis  jede  derselben  einmal 
an  letzter  Stelle  erschienen  ist.  In  diesem  Verfahren  liegt 
zugleich  eine  Controle  der  Rechnung. 

Bei  dem  hier  betrachteten  Falle  von  vier  Unbekannten 
würde  man  die  Elimination  vollständig  durchführen  in  der 
Ordnung 

1)  X,  y,  0,  t,  wodurch  das  Gewicht  pt  sich  ergibt, 

und  ebenso  in  der  Ordnung*) 

2)  t,  0,  y,  X,  wodurch  das  Gewicht  px  sich  ergibt. 

In   1)  bleiben  nach  Ausscheidung  von  x  und  y  zwei  Glei- 
chungen mit  z,  ^**);  diese  kehrt  man  um  und  erhält  aus 

3)  t,  z  das  Gewicht  pz» 

In  2)  bleiben   nach  Ausscheidung   von  t  und  z   zwei  Glei- 
chungen mit  y,  x\  diese  kehrt  man  um  und  erhält  aus 

4)  X,  y  das  Gewicht  py. 

145.  VI.  Mittlere  Fehler  der  Unbekannten.  Bezeichnet 
m  den  mittleren  Fehler  einer  Beobachtung,  welche  als  Ge- 
wichtseinheit gewählt  wurde,  und  sind  nix,  nty,  niz,  mt  die 
mittleren  Fehler  der  vortheilhaftesten  Werthe  der  Unbe- 
kannten, so  hat  man 


*)   Für   diese   Ordnung   der  Unbekannten   sind   die   Normalglei- 
cknngen  in  folgender  Art  zu  schreiben: 

[dd\  t  +  [cd] z  +  [bd\y  +  [ad] x  +  [dn]  ^  0, 
[cd]  t  +  [cc]  z  +  [5c]  1/  +  [ac]  x  +  [cn]  =  0, 
\bd]t-\-  \bc]  z  +  \bh]  y  +  [ah]  x  +  [hn]  =  0, 
[ad]  t  +  [ac]  z  +  [ab]  y  +  [aa]  x  +  [an]  =  0. 

**)  Diese  Gleichungen  lauten 

[cc .  2]  2f  +  [cd  .  2]  i  +  [cn  .  2]  =  0, 
[cd  .  2]  ;s  -f  [dd  .  2]  «  +  [^*»  •  2]  =  0, 
und  nach  vollzogener  ümkehrung: 

[dd  .  2]  *  +  [ce? .  2]  ;&  +  [dn .  2]  =  0, 
[cd .  2]  1 4-  [cc .  2]  2f  +  [cn .  2]  ==  0. 


ihre  Bestinunnng  setzt  also  die  KenDtuiss  von  m  voraus. 

146.  VII.  Mittlerer  Fehler  der  Gewichtseinheit.    Aus  den 
wahren  Beobachtungsfehlern  s^,  e^...B^  ist  unmittelbar 

....  (82) 


■  =  >^ 


Diese  Formel  ist  zur  wirklichen  Berechnung  nicht  verwend- 
bar, weil  die  £  unbekannt  sind;  man  muss  m  durch  die  von 
den  Tortheilhaft^ten  Werthen  der  Unbekannten  zurQckge- 
lassenen  Fehler  K  auszudrücken  suchen. 

Den  Gleichungen  (1),  Nr.  129,  zufolge  ist  allgemein 
B  =  n-i-a(x)  +  %)  +  c(^)  +  d{t), 
den  Gleichungen  (2)  zufolge 

l  =  n  -\-  ax  -\-  hy  -\-  CS  -\-  dt; 
daraus  ergibt  sich,  wenn  man  wie  früher  schon 

(^)-^  =  l,   (n)-y-n,   W-^-g,   {t)-t  =  x 

setzt, 

e  =  A  +  aS  +  fc.j  +  c&  +  dr; (23) 

jede  der  f(  Beobachtungen  liefert  eine  Gleichung  von  dieser 
Form;   quadrirt  man  diese  Gleichungen   und   bildet  nachher 
ihre  Summe  mit  Berücksichtigung  der  Relationen  (4):   [oA] 
),  [öA]  =  0,  [cA]  =  0,  [dA]  =  0,  so  wird 

[,£]  _  [AAJ  =  [(«I  +  6,  +  c§  +  dxy\. 
Die  rechte  Seite  ist  von  derselben  Form  wie  in  Glei- 
ig  (3'),  Nr.  135,  mit  dem  Unterschiede,  dass  an  Stelle 
X,  y,  .  .  .  die  Fehler  |,  ij,  .  .  ,  getreten  sind,  während 
bit;  die  Entwickeinng  muss  «demnach  zu  einem  ähnlichen 
altate  fuhren  wie  dort.  Setzt  man  conform  mit  den 
chungen  (13) 

Jo  =[offl]g+r«*]i)  +  [öc]  g+  [ad]  T, 
Bo  =  +[66.1Jij  +  [fcc.lJg+[fcd.l]r, 
Co  =  +Lcc.2Jg  +  [crf.2Jr, 

i>o"=  +[(irf.3]t, 
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so  wird 


Aus  (23)  folgt,   wenn  man  wieder  beachtet,    dass  [ak] 

s=  0,  [6A]  =  0,  .  .  .  ,   das  den  Normalgleichungen  analoge 

System 

[aä]  I  +  [ah]  rj  +  [ac]  g  +  [ad]  t  =  [as], 

[ab]  l  +  [U]ri  +  [6c]  g  +.  [ld]t  =  [bs], 

[ac]g  +  [bc]ri  +  [cc]g  +  [cd]t  =  [ca], 

[ad]i  +  [6d]  1?  +  [cd]  g  +  [rfdj  r  =  [de], 

aus  welchem  durch  ähnliche  Vorgänge  wie  oben,  durch  all- 
mälige  Ausscheidung  von  |,  rj/  ^  nämlich,  die  reducirten 
Gleichungen 

[aa]|  +   [ab]  rj  +   [ac]   g+   [ad]  tr  =    [as], 
[bb.l]ri  +  [bc.l]i+[bd.l]r  ^  [bs.l], 
[cc.2]i+[cd,2]T=  [es. 2], 
[dd.S]t=  [de.  3] 

erhalten  werden.  Dadurch  aber  verwandelt  sich  Gleichung 
(24)  in 

und  es  erscheint  die  Differenz  [ss]  —  [AAJ  als  Function  der 
£,  welche  wie  unabhängige  direct  beobachtete  Grössen  vom 
wahrscheinlichsten  Werthe  0  und  dem  mittleren  Fehler  m 
angesehen  werden  können.  Diese  Bemerkung  ermöglicht 
eine  Schätzung  des  obigen  Unterschiedes  oder  des  Fehlers, 
welchen  man  begehen  würde  durch  Vertauschung  von  [ss] 
mit  [AA];  die  Schätzung  erfolgt  nach  dem  dritten  Fall  in 
Nr.  122. 

Es  ist  nämlich: 

1)  Wahrscheinlichster  Werth    der   Function    [as]  =»  a^s^ 

+  ^2^2  +  •  •  •  <^iö  Nulle. 
Mittlerer  Fehler  dieser  Bestimmung: 

^[ae]  =  m  Yaj^  +  ^^  +  •  •  •  =  tny[aa]. 

2)  Wahrscheinlichster  Werth  der  Function 

die  Nulle. 
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Mittlerer  Fehler  dieser  Bestimmung: 


mp, .  1]  =  »»"(/[(fe  —  [j^j  af] 


=  my[hb.ll 

3)  Wahrscheinlichster  Werth  der  Function 

[«.2]-[M.l]-S|^  [».•!] 

die  Nulle. 

Mittlerer  Fehler  dieser  Bestimmung: 

4)  Durch  ähnliche  Entwickelungen  ergibt  sich  der  mitt- 
lere Fehler  des  Werthes  Null  für  [de. 3] 


Statt  also  die  Zähler  der  rechten  Seite  von  (24')  gleich 
Null  zu  nehmen^  ersetzen  wir  sie  durch  die  eben  bestimmten 
mittleren  Fehler,  beziehungsweise  durch  deren  Quadrate,  und 
erhalten 

Lttj        L'»''''J  i"^^-]     -r     ibb.i]     T     [^cc'2]     "»"     [dd'Z] 

=  m^  +  w^  +  m^  +  w*. 

Rechts  wiederholt  sich  m*  so  oft,  als  es  Unbekannte  gegeben 
hat;  bezeichnen  wir  deren  Anzahl  allgemein  mit  v,  so  wird 
nach  einem  Blick  auf  (22) 
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woraus  endlich 

m  == 


t/W (25) 

V    ft V 


147.  VIII,  Bechnungscontrolen.  Nachdem  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  der  Unbekannten  berechnet  worden,  ergeben 
sich  durch  ihre  Einsetzung  in  die  Gleichungen  (2),  Nr.  130 
die  an  den  Beobachtungen  zurückbleibenden  Fehler  L 

1)  Eine  Controle  besteht  nun  darin,  dass  die  Gleichun- 
gen (4)  der  eben  citirten  Nummer,  nämlich 

erfuHt  werden  müssen. 

2)  Eine  zweite  Controle  ergibt  sich  aus  der  doppelten 
Berechnung  von  [AA],  welches  ohnehin  zur  Ermittelung  von 
m  erforderlich  ist.  Man  quadrirt  nämlich  die  einzelnen  k 
und  bildet  dann  die  Summe,  und  zweitens  beachtet  man, 
dass  nach  Anmerkung  zu  Nr.  138 

[AA]  =  [nw.4] 

ist.    Nun  ergibt  sich  durch  successive  Anwendung  der  Glei- 
chungen (21),  (19),  (17),  15) 


L««    Tj         L"'^  •  •'J         [-rf^  .  s] 

—  [M«l]        [66.1]         [CC.2]   • 

[dd-3] 

■-""J             [aal            [bbl] 

[cn .  2]2      [dn  .  3]2 
[cc.2]        [dd'S]' 

es  erscheint  demnach 

nn      rn^ai      f««^'      C^**-^^'      [^^ 

.2]«         [dn.3]*    xoßN 

[6  5.1]      -  [cc.2]  [dd'S] 

durch  Grössen  ausgedrückt,  welche  mit  Ausnahme  von  [nn] 
sämmtlich  bei  der  Auflösung  der  Normalgleichungen  schon 
vorgekommen  sind. 

2.    Beobaehtnngen  ungleicher  Genauigkeit. 

148.    Kommt  den  Beobachtungen  q)^,  9>2>  •  •  •  ungleiche 
Genauigkeit  zu,  und  sind  p^,  ^2?  •  •  •  ^^^®  *^^  ®^^®  Gewichts- 
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einheit  von  der  Präcision  h  bezogenen  Gewichte,   so  haben 
die  Fehler 

Ag  =  Wg  +  «2^  +  b^y  +  ^^  +  ^^ 


die  Wahrscheinlichkeiten 

und  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  Zusammentreffens  ist 

Soll  diese  ein  Maximum  werden,  so  muss  man  die  Grössen 
X,  y,  z,  f  so  bestimmen,  dass 

ß  =  [pAA]  c=  min. 

wird,  was  wieder  dann  eintritt,  wenn 

1  aa       r   i^^n       r      n       n 

1  aa      r  ,az 

wird.     Substituirt  man  hier  für  die  A  ihre  Werthe,  so  ge- 
langt man  zu  den  Normalgleichungen 

[paä\ X  +  [pah]  y  +  [pac\  z  4"  ÜP^td]  ^  +  [p«w]  =  0, 
[pa6]  a;  +  [pbh\  y  4-  [p^c]  e  +  [P^^]  ^  +  [pbn\  =  0, 
[jjac]:»  +  [P^^]y  +  [pcc]z  +  [pct?]^  +  Ci^^w]  =0> 
[pad]x  +  [j)6d]y  +  [pcd]is  +  [p^^]^  +  [jP^w]  =  0. 

üeber  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  ist  zu  dem 
Früheren  nichts  weiter  zu  bemerken,  ebenso  über  die  Be- 
stimmung der  Gewichte  p^j  py^  p^,  pt.  Dagegen  ergibt  sich 
jetzt  für  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit  der  Werth 


[pAg]  =  [l>c-l]  =  0, 


r. 
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149.  Erstes  Beispiel.  (Stationsausgleichung,  die  Beobach- 
tungen von  ungleicher  Genauigkeit.)  Zwischen  den  im 
Punkte  M  zusammenlaufenden  Strahlen  MA,  MB,  MC,  MD 
(Fig.  6)  wurden  folgende  Winkel  gemessen: 

^^  =  {A,B)=    48M7'    l'4  mit  dem  Gewichte  i)i  =  30 


>? 


n 


ff 


yy 


77 


79 


77 


;; 


;> 


?> 


1)2  =  20 
J^  =  26 
1)4  =  26 
1)5  =  28 
1)6  =  44. 


g)g  =  (A,  C)  =    96   52  16-8 

q>3  =  (A,  D)  =  162  54  6-8 

(p^  =  {B,C)=   48   35  14-3 

<P6  =  (B,  D)  =  104    37  7-8 

g,g  =  (C,  D)  =    56      1  48-9 

Bezeichnet  man  die  wahren  Werthe  der  Winkel  (A,  S), 
(A,G),  {A,D)  beziehungsweise  mit  X,  T,  Z,  so  wird  sich 
jeder  Winkel  9,  der  von  irgend  zwei  der  vier  Strahlen  ge- 
bildet wird,  als  Function  von  der  Form 

darstellen  lassen,  und  zwar  ist 
f&rdie  1.  Beobachtung    a 


» 


» 


n 


n 


)> 


-    1, 

6  —  0, 

c  — 0; 

=      0, 

-1, 

—  0; 

=      0, 

-0, 

=  1; 

~-l, 

-1, 

—  0; 

=  -1, 

-0, 

—  1; 

=       0, 

--1, 

—  1. 

für  die  genannten  drei  Winkel  Näherungs- 
werthe  X^,  Y^,  Z^  eingeführt  und  mit  Xy 
y,  0  deren  wahrscheinlichste  Verbesserungen 
bezeichnet^  so  nehmen  die  Fehlergleichungen 

■B  sofort  die  verlangte  Form  an,  nämlich: 

^2  =  ^2       .  +  y 

X^=n^  —  x  +  y 

'  X       .  -\-  z 


h  =  H 


Meyer,  Wahrsohemlichkeitsrechnang. 


Wß 


y  +  ^; 
20 
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darin  ist 

^4  =    —  -Xo  +   ^0  —  Va>       %  =  —  -Xo  +  -Zo  —  95, 

%  =  —  ^0  +  ^0  —  9^6? 
und  wählt  man  insbesondere 


X 

■0 

9^1  > 

^0  = 

=  ^27 

^0  = 

=  9^3; 

• 

so  wird 

^1—0,                Vh—            0,                Wg  =  0, 

n4  —  ri,       ng 2'4,       ng  ==  1*1. 

Für  die  Aufstellung  der  Normalgleichungen   ei^bt  sich 

folgende  Tabelle: 

P 

30 

a 

b 

c 

n 

paa 

pah 

pac 

pan 

pbb 

pbc 

pbn 

pcc 

pcn 

+  1 

9 

• 

• 

30 

• 

• 

• 

• 

• 

m 

• 

20 

• 

+  1 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

20 

• 

m 

• 

26 

• 

• 

+  1 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

26 

• 

25-1 

+  1 

• 

+  11 

26 

—  25 

• 

27-5 

25 

+  27-5 

• 

• 

28 

—  1 

• 

+  1 

-2-4 

28 

• 

•28 

+  G7-2 

• 

• 

28 

-67-2 

44 

• 

-    1 

+  1 

+  11 

1 

• 

83 

• 

—  25 

• 

28 

• 

+  39-7 

44 
89 

—  44 

48-4 

44 

+  48-4 

—  44 

—  20-9 

98 

— 18-8 

Die  Normalgleichungen  lauten  demnach: 

83  a;  —  25y  —  28  ;^  +  39-7  =  0, 

—  25a?  +  89y  —  44^  -  20*9  ==  0, 

—  28  a;  —  44«/  +  98  j&  —  18-8  =  0, 

Um  neben  den  Unbekannten   auch   deren  Gewichte  zu 
berechnen,  schlagen  wir  folgenden  Weg  ein: 

1)   Durch  successive  Elimination  von  x  und  y  gelangt 
man  zu  der  Gleichung 

54-803  ;^  -  11162  =  0, 
aus  welcher 

0  ==  0-203 
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und 

p^  =  54-803 

folgt;    das  dieser  Eliminationsordnung   entsprechende    redu- 
cirte  Gleichungssystem  ist  (Nr.  134) 

X  —  0-301  y  ~  0-337  ^  +  0*478  =  0, 
«/  — 0-643^-0-109  =  0, 
z  —  0-203  =  0, 
woraus  durch  Substitution  des  Werthes  von  & 


ir 


y=       0-241,      , 

rr  =  —  0-338 
erhalten  wird. 

2)  Durch  vollständige  ümkehrung  der  Normalgleichungen 

und  nachherige   Elimination    von  ^  und  y  ergibt  sich   die 

Gleichung 

54-614  a;+  18-411=0, 

welche  für  x  wieder  den  obigen  Werth  und  ausserdem 

i)^  =  54-614 
liefert. 

3)  Bei  der  unter  2)  besprochenen  Elimination  verbleiben 
nach  Ausscheidung  von  z  die  Gleichungen 

69-2453/  -  37-571a:  -  29-340  =  0, 

—  37-571«/  +  75000a:  +  34-329  =  0; 

kehrt  man  dieselben  um  und  eliminirt  x^  so  ergibt  sich 

50-4253/- 12-143  =  0, 

woraus  für  y  der  bereits  gefundene  Werth  und 

jpy  =  50-425 
folgt. 

Setzt  man  die  für  a:,  3/,  ;8f  erlangten  Werthe  in  die 
Fehlergleichungen  ein,  so  liefern  diese  die  wahrscheinlich- 
sten an  die  Beobachtungen  anzubringende  Verbesserungen 


tr  rr  tt 


k^  =  —  0-338,    A2  =  +  0-241,    A3  =  +  0-203, 
A4  =  +  1-679,     A5  =  —  1-859,    Aß  =  +  1-062; 

damit  findet  man  die  vortheilhaftesten  Werthe  der  gemesse- 
nen Winkel: 

20* 
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ff 


{A,B)=  48»  17'  1-062, 
{,Ä,C)=  96  52  17-041, 
.  {A,B)  =  152  54  7-003, 
{B,C)=  48  35  15-979, 
{B,  D)  =  104  37  5-941 , 
{G,B)=    56      1    49-962. 

Für  [pXX]  ergibt  die  directe  Rechnung 

222-44, 

die  Controlformel  (26)  (Nr.  147)  in  genügender  üeberein- 
Stimmung 

222-53; 

hieraus  erhält  man  den  mittleren  Fehler  der  Gewichtseinheit 


m 


-V^~  1/^-8«, 


und  in  weiterer  Folge  die.  mittleren  Fehler  der  Unbekannten 
oder  der  drei  ersten  Messungen 


w^x 

m 

Wy 

m 

VPy 

«M 

m 

// 


Vp. 


1-17, 


1-21, 


M6. 


150.  Zweites  BeispieL  (Ableitung  einer  empiriscben  Formel 
für  die  Abhängigkeit  der  Spannkraft  des  Wasserdampfes  von 
dessen  Temperatur.)  Magnus  hat  im  Anschlüsse  an  Unter- 
suchungen von  August  für  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Spannkraft  (8)  und  der  Temperatur  (t)  des  Wasser- 
dampfes eine  allgemeine  Formel  von  der  Gestalt 


Yt 


S  =  X10 


Z-\'i 


aufgestellt;  darin  sind  X,  Yy  Z  constante  CoefGcienten,  für 
welche  auf  Grund  der  folgenden ,  von  Magnus  angestellten 
Beobachtungen  die  yortheilhaftesten  Werthe  abzuleiten  sind: 
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Nr. 

Temperatur 

Spannkraft 
q)  mm 

Nr. 

Temperatur 

Spannkraft 
9   mm 

1 

—    5-31 

2-95 

11 

58-68 

139-72 

2 

—    3-64 

3-45 

12 

74-47 

281-55 

3 

0-00 

4525 

13 

78-83 

330  58 

4 

+    801 

7-93 

14 

82-25 

387-56 

5 

1198 

9-88 

15 

86-21 

453-31 

6 

16-82 

13-52 

16 

91-34 

552-20 

7 

2386 

22-24 

17 

93-66 

602-53 

8 

35 -96 

43-96 

18 

99-39 

743-49 

9 

44-90 

71-20 

19 

100-87 

784-07 

10 

5212 

101*40 

20 

104-64 

895-83 

um  den  Pehlergleichungen  die  für  die  Bechnung  er- 
forderliche lineare  Gestalt  zu  geben  ^  ist  die  Einführung  von 
Näherungswerthen  erforderlich;  solche  verschafft  man  sich 
durch  Anwendung  obiger  Gleichung  auf  die  ^  =  0  ent- 
sprechende und  auf  zwei  weitere  Beobachtungen;  wir  nehmen 
nach  vorläufiger  Bechnung 

Xo  =      4-53, 

To  =      7-45, 

Zo  =  234-70. 

Bezeichnet  man  den  Werth,  welchen  die  rechte  Seite 
der  Formel  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  annimmt^  mit 
Sq,  so  dass 


und  setzt 


So  =  X,  10 


Tot 

Zo  +  t 


Fo< 


— — r-  =  lu         =  a, 


||  =  XolO 


IiL 

Zo  +  t 


t 


Zo+t 


M0=^»*'-'^ 


z,+ 


j-a  =  h, 


r^t 


Äo  —  9>  =  w, 
so  erlangen  die  Fehlergleichungen  die  gewünschte  Gestalt 

k  =  n  '\-  ax  -{-  hy  -{-  c^\ 
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darin  sind  Xy  «/,  z  die  (als  klein  vorausgesetzten)  Verbesse- 
rungen der  Näherungswerthe. 

In  der  folgenden  Tabelle  ist  das  System  der  Coefficien- 
ten  a,  6,  c  und  der  Absolutglieder  n  zusammengestellt. 


Nr. 

a 

l 

C 

n 

1 

+   0-672 

—   0-161 

+  0  005 

+  0-095 

2 

0-763 

r  —   0124 

+  0005 

+  0007 

3 

1-000 

0-000 

0000 

+  0-005 

4 

1-761 

+   0-605 

—  0018 

+  0049 

5 

2-300 

1165 

0-035 

+  0-541 

6 

3149 

2-196 

0064 

+  0-746 

7 

4-867 

4-681 

0136 

—  0-194 

8 

9-763 

13-523 

0-373 

+  0  265 

9 

15-717 

26-326 

0-726 

—  0002 

10 

22-583 

42-806 

1112 

+  0-903 

11 

30*910 

64-490 

1-636 

+  0-893 

12 

62-300 

156-520 

3-723 

+  0-649 

13 

73152 

190-924 

4-543 

+  1-248 

14 

85-765 

232-136 

5-455 

+  1-365 

15 

100-319 

281098 

6-528 

+  3-807 

16 

122-213 

357-103 

8-160 

+  0-592 

17 

133-354 

396-752 

9-003 

+  2-314 

18 

164-564 

610-637 

11-381 

+  1-916 

19 

173-547 

544-065 

12-079 

+  6-439 

20 

198-293 

637-758 

13-999 

—  3.435 

Die  Normalgleichungen  lauten: 
157743-1225a:+  476833-18143/~lO722-O181^  +  1816-8964=0, 
476833-1814a;+1449178-8203'y-32531.7187;8f+5302-7052=0, 
10722-0181a;-     32531-7187y+     7405679^—  121-5599==0. 

Nach  AusscheiduDg  von  x  und  y  erhält  man  die  Glei- 
chung 

9-9061  ^  —  1-0019  =  0, 
aus  welcher 

und 

folgt. 

Dieser    Eliminationsordnung    entspricht    das    reducirte 
System 


z  =  01011 
p^  =  9-9061 
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X  +  3-0228  %j  —  0-0679  z  +  0*0115  =  0, 

y  —  0-0155^  —  0-0243  =  0, 

;s  — 0-1011=0; 

dasselbe  liefert  durch  Substitution  auch  die  Werthe  der 
beiden  andern  Unbekannten: 

y  =      00259, 

a?  =  —  0-0829; 

die  Gewichte  dieser  Grössen  finden  sich  durch  die  gleichen 
Umstellungen  der  Normalgleichungen,  wie  sie  im  vorigen 
Beispiel  vorgenommen  wurden;  es  ergibt  sich 

Py  =  6548-3592, 

p^=    816-3467. 

Durch  Hinzufügung  der  Verbesserungen  rc,  y,  ;$  zu  den 
Näherungswerthen  X^,  Y^,  Z^  ergeben  sich  die  vortheilhaf- 
testen  Werthe  der  gesuchten  Coefficienten,  nämlich 

Xo  +  a:  =   4-53  —  0-0829  =     4-4471, 
Y^  +  y  ==   7-45  +  0-0259  =     7*4759, 
Zq  +  ;^  =  234-70  +  0-1011  =  234-8011; 
die  Formel  lautet  demnach 

7-4759 1 


^  ,    .  .  «  -       -  ^  234-8011  + 1 

5  =  4-4471-10 


vergleicht  man  die  nach  derselben  gerechneten  Spannkräfte 
mit  den  beobachteten,  so  ergeben  sich  die  an  letztere  an- 
zubringenden Verbesserungen: 


mm  mm 


k,- 

+  0-036, 

^u- 

—  0-165, 

A,- 

~  0-058, 

^12 

-    0-839, 

h- 

0-078, 

^13 

0-331, 

h- 

0-082, 

^14  = 

0-283, 

h- 

+  0-376, 

^15- 

+  2-109, 

k- 

+  0-537, 

^16 

-  1-115, 

A,- 

0-490, 

^17 

+  0-624, 

K- 

-  0-230, 

^18 

+  0-349, 

K- 

0.697, 

*19  — 

+  4-922, 

^10 

+  0028, 

^20 

-  4-772. 

Aus  der  Quadratsumme  derselben, 
[iA]  =  55-3481, 
berechnet  sich  der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung 

und  aus  diesem  folgen  die  mittlerea,  in  den  Constaoten  zu 
befürchtenden  Fehler 

m,  =  -^  =  00630, 

«  _  _^  =  0-0222, 

«,  «  -^  =  0-5714; 

Vp7 

die  Verhältnis smässig  grossen  Beträge  derselben  sind  den  bei 
hohen  Temperaturen  angestellten  Beobachtungen  zuzuBchrei- 
ben,  die  sich  ohnehin,  wie  aus  den  A  hervoi^eht,  der  Formel 
nicht  genau  genug  mehr  fügen. 

Anmerkung.  Die  Ableitung  empirischer  Formeln  auf 
Grund  abgeflihrter  Beobachtuugsreiben  bildet  einen  der  zahl- 
reichsten  Fälle,  in  welchen  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
zur  Anwendung  kommt.  Der  Zweck,  der  dabei  angestrebt 
.  wird,  besteht  darin,  einen  mathematiBchen  Ausdruck  zn 
finden,  welcher  die  Beobachtungen  mit  etwa  derselben  Ge- 
nauigkeit wiedergibt,  mit  welcher  das  Beobachtungsverfahren 
sie  liefern  kann.  Den  Resultaten  ist  in  diesem  Falle  nicht 
die  Bedeutung  wahrscheinlichster  Werthe  beizulegen;  es  sind 
vielmehr  solche  Z^enwerthe,  die  sich  den  Beobachtungen 
möglichst  gut  anschliessen.  Ebenso  sind  die  Fehler,  welche 
die  gewonnene  Formel  an  den  Beobachtungen  zurücklässt, 
nicht  als  Beobachtungsfehler,  sondern  als  Fehler  der  Hypo- 
these anzusehen,  d.  h.  als  Fehler,  welche  die  der  Beobach- 
tungsreihe zu  Grande  gelegte  mathematische  Formel  nach 
h  zieht;  je  näher  sie  das  Verhalten  zufälliger  Fehler  anf- 
isen,  desto  vortheilhafter  der  gewählte  Ausdruck. 

Handelt  es  sich  um  die  Wahl  zwischen  zwei  oder  meh- 
en  empirischen  Formeln,  so  wird  zunächst  die  Summe 
l]  entscheiden:  sie  gibt  ein  Mass  fBr  den  Zwang,  welchen 
31  den  Beobachtungen  antbut,  indem  man  sie  der  Formel 
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unterordnet;  doch  muss  auch  auf  die  Vertheilung  und  die  Vor- 
zeichen der  einzehien  A  gesehen  werden.  Sollten  beispiels- 
weise die  A  in  einem  Theile  der  Beobachtungsreihe  ausgespro- 
chen grösser  sein  und  über  die  erlaubte  Grenze  hinausgehen, 
dann  darf  die  Formel  nicht  auf  das  ganze  Beobachtungs- 
gebiet ausgedehnt  werden;  ein  solcher  Fall  ist  in  unserem 
Beispiel  eingetreten,  indem  die  bei  hohen,  etwa  über  100^ 
liegenden  Temperaturen  beobachteten  Spannkräfte  mit  der 
Formel  nicht  mehr  so  gut  in  Einklang  zu  bringen  sind.    ^ 

Es  empfiehlt  sich,  die  Beobachtungen  vor  der  Rech- 
nung graphisch  aufzutragen;  eine  solche  Darstellung  kann 
zunächst  zur  Aufdeckung  grober  Irrungen  führen,  sie  kann 
aber  auch  bei  der  Wahl  der  Function  Anhaltspunkte  bieten. 
Die  Rechnung  bezweckt  eben  das  Auffinden  einer  Curve, 
welche  sich  den  Punkten,  die  die  einzelnen  Beobachtungen 
repräsentiren,  möglichst  gut  anpasst. 

IV.    Ausgleicliang  bedingter  Beobachtungen. 

1.    Beobachtungen  gleicher  Genauigkeit. 

151.  I.  Sedmgungsgleidiungen.  Für  die  (i  Grössen  X^, 
^2,  •  •  •  X^,  welche  durch  r  Gleichungen 

/l  (^U  ^29    '  '  •  ^iu)  =  0,' 

/;(x„x„...x,)  =  o) 

mit  einander  verbunden  sind,  seien  durch  directe  Beobach- 
tung die  Werthe  a^i,  a?»,  •  •  •  a?^  erlangt  worden. 

Bezeichnet  man  mit  «i;  «2; '  *  *  ^a*  ^^^  ^^^  ^^^^  klein  vor- 
ausgesetzten Fehler  dieser  Beobachtungsergebnisse,  so  dass 

^1  +  «1  =  ^1, 


^fi  "T"  ^/*  —  -^/*  > 

so  wird  durch  Entwickelung  nach  dem  Taylor'schen  Satze 

/l(^l-f^2>^2  +  «2;--^iU  +  f/.)  =  aifi  +  «2«2H |-«M^iU  +  ^l=0, 

/2(^l+«U^2  +  %-"^iU  +  «^)=6l£l  +  &2«2H h&iu£/«  +  W^2  =  0?      Q/N 

fr(Xi  +  «i,a?2+  «2;--^^  +  ^i«)  =  ^l  ^1  +  ^2^2  H \- Sf,£fi  +  Wr  =  0, 
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d^  ==  «1»  •  •  •  rf^  =  «i«>  fi  («i>  a^j,  •  •  •  Xf.)  =  /i  =  Wi; 
|§r  =  6i,  •  •  •  ^  =  &p,     ^g  («1,  a^,  •  •  •  a;^)  =  fi  =  Wt\ 


setzt  und  höhere  Potenzen  der  £  yemachlässigt. 

Die  Grössen  w^^w^,  -  * '  w^  sind  also  die  rechten  Seiten, 
welche  sich  in  den  Bedingungsgleichungen  (1)  ergeben, 
wenn  man  darin  die  wahren  Werthe  durch  die  Beobachtungs- 
ergebnisse ersetzt,  mit  andern  Worten  die  Widerspruche, 
welche  die  Beobachtungsresultate  in  den  Bedingungsgleichun- 
gen erzeugen. 

Es  bedarf  wohl  kaum  besonderer  Erwähnung,  dass  hier 
immer  r  <  fi  vorausgesetzt  wird. 

152.  IL  Vortheilhafteste  Werthe  für  e^,  «2,  •  •  •  £^.  Be- 
zeichnet man  dieselben  mit  A^,  Ag,  -  -  *  A^;  so  werden  an  sie 
zwei  Forderungen  gestellt:  1)  müssen  sie  den  Bedingungs- 
gleichungen (1')  Genüge  leisten;  2)  muss  die  Wahrschein- 
lichkeit ihres  Zusammenbestehens,  welche  gleich  ist 


P  =  (-^Y^*'t^^](dA)^^ 


ein  Maximum  werden.    Man  hat  daher  zu  ihrer  Bestimmung 
die  Gleichungen: 

fl  =  [kk]  =  min., 
h^i  +  hh-i h  6^ ^iu  +  w^2  =  0,1  ,2) 

«1  ^1  +  ^2  ^2  H \-  Sfi  K  +  w^r  =  0. 

Analytisch  ausgedrückt,  liegt  die  Bestimmung  eines 
Minimums  mit  gleichzeitiger  Erfüllung  gewisser  Nebenbedin- 
gungen vor. 

153.     Zurückführung  der  Aufgabe  auf  die  Ausgleickung 


p»" 
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vermittelnder  Beobachtungen.  Wählt  man  unter  den  fi  Ver- 
besserungen ft  —  r  beliebig  heraus^  so  lassen  sich  die  r 
übrigen  mit  Hilfe  der  Bedingungsgleichungen  (2)  durch  diese 
gewählten  ausdrücken. 

Sind  Ai,  Ag,  •  •  •  A^_r   die   als   unabhängige  Unbekannte 
gewählten  Grössen  und  setzt  man 

so  werden  sich  für  die  r  übrigen,  nämlich  A^^^r+i,  A^_r+2; 
•  •  •  A^,  bei  der  linearen  Form  der  Gleichungen  (2)  Ausdrücke 
von  folgender  Gestalt  ergeben: 

A^-r+l  =  Vi  +  «1^  +  /3i«/  H \-6^  t, 

A^-r+2  =  v^  +  a^x  +  ß^y  -] (-  0^ty 


^H  =Vr  +  arX  +  ßry  -\ h  (?r  t. 

Es  ist  also  genau  so,  als  ob  ft  vermittelnde  Beobach- 
tungen mit  den  Fehlergleichungen 


^1 

Arg 


X 


y 


^fi  —  r         —    •  •  • 


t 
+  ö,t 
+  0^t 


A^  =Vr  +  €CrX  +  ßry  H \r  ^rt 

zur   Bestimmung    von   v  =  {i  —  r   Unbekannten   vorliegen 
würden. 

154.  Selbständige  Lösung  der  Aufgabe.  Eine  directe  Lö- 
sung des  vorliegenden  Ausgleichungsproblems,  welche  über- 
dies den  Vortheil  grosser  Symmetrie  und  in  vielen  Fällen 
auch  den  der  Kürze  bietet,  stützt  sich  auf  den  folgenden 
Satz. 

Lemma.     Soll  die  Function 


Sl^F{x,y,'^'t) 
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von  V  Variablen  zu  einem  Maximum  gemacht  werden  anter 
gleichzeitiger  Erfüllung  der  Bedingungen 

fi  (^;  y;  •  •  •  0  ==  0, 

f2  (a?,  y,  •  •  •  0  =  0, 


fr  {^,  yr"()^^j 

so  wird  allen  diesen  Forderungen  Genüge  geleistet^  indem 
man  die  Function 

der  unabhängigen  Veränderlichen  Xy  y,  -  *  •  t  ein  Minimum 
werden  lässt;  Äj,  ^2,  •  •  •  ikr  sind  vorläufig  unbestimmte  Coeffi- 
cienten. 

Beweis.      Das    Minimum    von   ß  unter   Erfüllung  der 
Nebenbedingungen  erfordert,  dass 

dF 


dx  -f-  -jz  ^y  "h 


dx 
df, 


dy 


+  ^d^-0, 


dt 


i.i='  +  Ti^y+--  +  %^>-o< 


#'"  + 


dy 
dy 


^y  +  -"  +  Tr^^  =  ^^ 


dx  +  -j^  dy  + 


dfr 


hr 


dx  '^*^    '     dy  *^^    '  •     dt 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  von  der  zweiten  angefangen 
mit  vorläufig  unbestimmt  gelassenen  Coefficienten  A^,  Jc2, 
multiplicirt  und  dann  sämmtlich  addirt,  dass 


(dF 


+  l,^  +  *i   dt 


df,     ,    7.    df, 


dy 


0 


werde;  in  letzter  Gleichung  sind  dx,  dy,  •  •  •  dt  als  nnabMngig 
anzusehen;  sie  kann  daher  allgemein  nur  bestehen,  wenn 


-    317    — 


Auf  diese  selben  Gleichungen  wird  man  aber  geführt, 
wenn  es  sich  um  ein  Minimum  von  Sl'  handelt. 

Die  Anzahl  der  letzten  Gleichungen  ist  v\  die  Zahl  der 
Bedingungsgleichungen  ist  r;  beide  zusammen  reichen  daher 
zur  Bestmmung  der  v  Variablen  x,y,-.-t  und  der  r  ein- 

geführten  Coefficienten  Ä^,  ig?  *  *  *  ^r  ®^®^i  ^^' 

Auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  folgt  das  vor- 
theilhafteste  Werthsystem  A^,  Ag,  •  •  •  A^*  aus 

Sl'  =  [A A]  —  2^1  («1  Ai  +  «2  Ag  H h  a^t  A,,  +  w^ 

—  2*2  (6i  Ai  +  62  Aa  H h  &^  A^  +  w^a) 

—  2Tcr  (<yi  Ai  +  ^2  ^2  H h  <y/t  A^e  4-  '^f)  =  min.; 

bei  der  Unabhängigkeit  der  Variablen  müssen  die  nach  den 
einzelnen  derselben  genommenen  Differentialquotienten  der 
Null  gleich  sein;  es  muss  also,  wenn  man  sich  auf  4(r) 
Bedingungsgleichungen  beschränkt , 

Aj  ü/^  A/j  —  Oj  A/2   —  Cj  A/g  —  ttj  n/^  =  \)  y 

A2  0^2  ^1   —  ^2  *2  —  ^  "'S  ^  '•'4  ''^^  ^; 


oder 


Afi  —  Ctf^ik^  —  Ö^  ^2  —  ^A*  '*'3  ^/t  ^4  —  ^? 

A2  =  0^2  A?i  -j-  O2  A;2  "1"  ^2  Ajg  -j-  «2  A;^ , 


(3) 


Ajit  =  w^t  AJj  -j-  ö^fc2  -j--  c^tAjß  -|-  diu,  tc^ 

werden.     Man  nennt  nach  Gauss   die  Grossen  k^,  -  -    \  die 
Correlaten,  die  Gleichungen  (3)  Correlatengleichungm, 

Substituirt  man  die  Werthe  für  A^  •  •  •  X/^  aus  den  Glei- 
chungen (3)  in  die  Bedingungsgleichungen  (2),  so  ergeben 
sich  die  Normälgleichungen 
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(4) 


[aä]  \  -f^  [a6]  \  +  \ac\  \  +  [ad]  ä;4  +  ^i  =  0, 
[a6]  Äi  +  [66]  ^2  +  [6c]  ig  +  [6cq  \-\-w^  =  0, 

[ac]  Äi  +  [6c]  \  +  [cc]  ifcg  +  [cd]  \  +  w^=-  0, 

[ad]  \  +  [6d]  ^2  +  [cd]  Äg  +  [dd]  Ä;^  +  t«;^  =  0,1 

zur  BestimmuBg  der  Correlaten.  Sind  diese  berechnet^  so 
liefert  ihre  Einsetzung  in  die  Gleichungen  (3)  die  vortheil- 
haftiesteU;  an  die  Beobahtungen  ^i;  ^2;  * '  *  anzubringenden 
Verbesserungen  A^,  A2,  •  •  •,  womit  die  Aufgabe  bis  auf  die 
Genauigkeitsermittelung  abgeschlossen  ist. 

155.  IIL  Auflösung  der  NormalgMchungen.  Die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (4)  erfolgt  genau  nach  dem  in 
Nr.  131 — 133  erläuterten  Vorgange;  nur  treten  an  Stelle 
von  [6w  •  1],  [cn  •  1],  \dn  •  1];  [cn  •  2],  \dn  •  2];  \dn  •  3]  die 
Grössen  {w^  •  1],  [w^  •  1],  [w^  •  1];  [w^  •  2],  [w^^  •  2];  [w^  •  3], 
wobei  in  analoger  Weise  wie  dort 

[ah] 


[W^3 


1]  =W^ 
1]  =W^ 

1]  = 


[ac] 
[aa]     ^' 


[ad] 
*        \aa]     ^' 


[«<^8  •  2]  =  [w^  •  1]  —  -[If^  [««^2  •  1]; 

[w^  .  2]  =  [w;^  .  1]  —  -[11^  [w;2  •  1]; 


[,^,.3]  =  [ii;,.2]-g^[^c;3-2] 

zu  nehmen  ist;  «so  ergibt  sich  schliesslich  das  reducirte  Glei- 
chungssystem: 

[ad] 


7.   j_[^]z.   j_      EfLäz.   J^ 


[ao] 


[aa] 


[aa^ 


h  + 


w. 


[aa] 


h  + 


[6c -1]  ,,     ,    [M-l]^     ,    K-l] 


^s  + 


[öft-l]    8    '    [66-1]    *    '    [66-1] 


*4  + 


0, 
0, 


7.  j_[£^i?]i.    I   K-^].    0 


[ce  •  2] 


[ce-2] 
,      I    K  -3]  .  _  ,. 
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156.  IV.  Es  soll  nachgewiesen  werden,  dass  die  durch 
die  Methode  der  Meinsten  Quadrate  erhaltenen  Werthe  von 
^i,  ^%,  '  '  '  die  wahrscheinlichsten  sind. 

Die  beiden  in  Nr.  153  und  154  behandelten  Verfalirungs- 
weisen  sind  nur  formell  verschieden;  sie  liefern  daher  die- 
selben Resultate. 

Nun  ist  aber  durch  das  erste  Verfahren  die  Aufgabe 
auf  den  Fall  vermittelnder  Beobachtungen  zurückgeführt, 
damit  ist  also  (Nr.  141 — 143)  auch  bewiesen,  dass  die  Werthe 
der  unabhängigen  Grössen 

x,y,-'t 
oder 

wie  sie  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  liefert,  die  wahr- 
scheinlichsten sind;  die  übrigen  Verbesserungen, 

sind  als  Functionen  der  obigen  dargestellt  worden,  nehmen  also 
(nach  Nr.  122)  die  wahrscheinlichsten  Werthe  an,  wenn  man 
für  die  Grössen,  von  denen  sie  abhängen,  die  wahrschein- 
lichsten Werthe  einsetzt;  dies  geschieht  wirklich  bei  der  Be- 
rechnung, demnach  sind  auch  die  für 

erzielten  Werthe  die  wahrscheinlichsten. 

157.  V.  Mittlerer  Fehler  einer  Beobachtung.  Nachdem, 
wie  in  Nr.  153  gezeigt  worden,  die  vorliegende  Aufgabe  mit 
der  Ausgleichung  vermittelnder  Beobachtungen  übereinföllt, 
kann  auch  die  dort  (Nr.  146,  Gleich.  (25))  gefundene  Formel 

'unmittelbar  angewendet  werden,  wenn  man  für  die  Anzahl 
der  unabhängigen  Unbekannten  v  den  Werth  ft  —  r  ein- 
führt; dadurch  wird 


m 


-V'^ (6) 


158.  VI.  Rechnungscontrole.  Eine  durchgreifende  Rech- 
nungsprobe bietet  sich  in  der  doppelten  Berechnung  von  [AA]; 
einmal  findet  man  diese  Summe  durch  directes  Quadriren 
und  Summiren  der  einzelnen  A,  andererseits  ergibt  sich, 
wenn  man  die  Gleichungen  (3),  Nr.  154,  einzeln  mit  dem 
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zugehörigen  A  maltiplicirt,  summirt  und  die  rechte  Seite  der 
neuen  Gleichung  mit  den  Gleichungen  (2)  vergleicht, 

2.    Beobachtungen  ungleicher  Genauigkeit« 

159.  Wurden  die  Beobachtungen  der  Grössen  X^,  X^,  •  •  • 
mit  ungleicher  Genauigkeit  angestellt  und  sind  P19P2,''' 
die  entsprechenden,  auf  eine  Gewichtseinheit  von  der  Präci- 
sion  h  bezogenen  Gewichte,  so  tritt  an  Stelle  der  Forderung 
[AA]  =  min.  die  weitergehende 

[jpAA]  =  min., 

wahrend  alles  übrige  unverändert  bleibt.    Auf  gleichem  Wege 
wie  oben  kommt  man  zu  den  Correlatengleichungen 


a  b 


c  d 

■*^/t  -^fi  ^fi 


... 


(3') 


und  von  diesen  in  Verbindung  mit  den  Bedingnngsgleichun- 
gen  zu  den  Normalgleichungen 


(*') 


[y]  *.  +  [tJ  *i  +  [f ]  ^  +  [f ]  *•  +  ".-  »• 
[Vi ".  + [y]  »i  +  [y]  *i  +  [yl  *.  +  «"- o-J 

Der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  berechnet  sich 
nach  der  Formel 


m 


-V 


ipm. 


(50 


die  Controlgleichung  lautet 

IJpAA]  =  —  \kw\ 

160.     Erstes  Beispiel.     Ausgleichung  der'  Winkel  eines 
Triangtdirungsdreiecks. 
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1)  In  dem  Dreieck  M^  M^  M^  wurden  alle  drei  Winkel 
mit  gleicher  Genauigkeit  gemessen;  die  Messung  ergab  die 
Werthe 


// 


a;,  =  50''21'  8-132, 
a;s,  =  79  11  1-162, 
a;s  =  45  27  47-758. 


in 


Die  Länge  der  Seite  M^  M^  ist  19794-643.  Es  sollen  die 
wahrscheinlichsten  Werthe  der  drei  Winkel  ermittelt  werden. 

Lösnng.  Ist  E  der  sphärische  Excess  des  Dreiecks^  so 
haben  die  an  den  Winkeln  anzubringenden  Correctionen 
hyhy  h  der  einzigen  Bedingung 

^1  +  ^2  +  ^8  +  ^1  +  ^2  +  ^:3   ~  (180  +  E)=^0 
Gentige  zu  leisten. 

Bei  der  Kleinheit  des  Excesses^  welcher  in  Secunden 
ausgedrückt  gleich  kommt 

JS  =  1^  206265, 

in  welcher  Formel  F  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  und  JR 
den  Halbmesser  der  Kugel  bedeutet,  auf  welcher  man  sich 
das  Dreieck  vorstellt,  genügt  es,  für  F  einen  Näherungs- 
werth  zu  setzen,  und  zwar  jenen,  welcher  sich  ergibt,  indem 
man  das  Dreieck  als  eben  auffasst  und  XijX^,x^  für  die 
wahren  Winkel  desselben  ansieht*,  es  ist  dann 

woraus 

log  F  =  8-34653. 

Nimmt  man,  der  mittleren  geographischen  Breite  des  Drei- 
ecks entsprechend, 

log  JS  =  8-80484, 
so  folgt 

.  log  J5  =  0-05138 
und 

E  =  1-126. 

Meyer,  Wahnohemliohkeitsrechnung.  ^^ 
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Die  Bediiiguugsgletchung  lautet  also  in  Zahlen 

^x  +  h  +  h-  4-074  =  0; 
die  Correlatengleichungen  sind 

die  Normalgleichung  demnach 

[aa]  Äj  -f-  w?i  =  0, 
oder 

3^1  -^  4074  =  0, 
woraus 

]c^  =  1-358; 

für    die    wahrscheinlichsten  Verbesserungen    der  Winkel  er- 
geben sich  also  die  Beträge 

ff 

A|  ^^  Aa  ^^^  Ao  =^  X  tJOo  f 

m 

mit  diesen  die  wahrscheinlichsten  Dreieckswinkel 


Ff 


a;j  +  Ai  =  55«  21'  9-490, 
a;j  +  A2=  79  11  2-520, 
ajg  +  Aj  =   45  27  49-116, 

180»   0'    1-126. 

Der  mittlere  Fehler  einer  Winkelbeobachtung  ist  wegen 
r=  1 

einerseits  ist 

[AA]  =  3.f358'==5-53, 
andererseits 

[AA]  =  —  Jc^w^  =  1-358  .  4-074  =  5-53, 

worin   eine   Probe   für   die   Richtigkeit   der  Rechnung  liegt; 
daher 

m  =  ]/5^  =  2-39. 

2)   Die  Winkel  des  Dreiecks  Jtfj  M^  M^  wurden  durch 
Repetition  gemessen;  die  Messung  ergab: 
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// 


x^  =  8P21' 43-36,  Zahl  der  Repetitionen  oder  Gewicht  'p^  =    70, 
0:2  =  25  16  28-85,    „  „  „      P2  =  101, 

0:3  =  73  2146-35,    „  „  „      i)3=  85. 

Nachdem  i?==  0*138   der  sphärische  Excess  des   Drei- 
ecks, so  hesteht  die  Bedingungsgleichung 

^1  +  ^2  +  ^s  —  l''578  =  0; 
die  Correlaiengleichungen  lauten 

3       ^   T.      "'1 

1        ^7.       ^1 

AflJg     7  '•'1 

die  Normalgleichung  ist 

[y]*i  +  «^i  =  0, 
oder  in  Zahlen 

003595  \  —  1-578  =  0, 
woraus 

,  1-578  :' 

*^  003595  ^^öy^- 

Mithin  hat  man  weiter 

*,  _  4^  _  d%27, 

»  p,  70  ' 

^  43;894 

'^  p,  101  "  *^^' 

A,  =  A  ==  ^  =  0516; 

3  jpa  85  ' 

daraus  die  ausgeglichenen  Winkelwerthe 

a:, +  Ai  =  8  P  21' 43-987, 
a:2-f'l2  =  25  16  29-285, 
iTg  +  A3  =  73  21  46-866, 

180^  0'    d'l38. 

Zur  Controle  findet  man  durch  Quadriren  und  Summiren 

[^AA]  =  69-2648, 

nach  der  andern  Formel 

[i)AA]  =  -\w^  =  43-894  •  1-578  =  69-2647; 

21* 


der  mittlere  Fehler  der  Gewichtseinheit  ist  demDach 

/[pll]  _  yöf2Ö5  =  8'32; 

der  mittlere  Fehler  einer  Beobachtung  ron  der  Art  der  ersten, 
zweiten,  dritten  Winkelmesaung  ist  beziehnngsweise  gleich 


.yr. 


j/iöi 


=  08 


161.  Zweites  Beispiel.  Ausgl^hmig  eines  Vierecks.  In 
dem  Viereck  ^ßCi)  wurden  die  folgenden  Winkel  mit  glei- 
cher Genauigkeit  gemessen*): 

Bd  =  x^=^5S  147-98, 
Bf=Xt  =  96  32  31-84, 
Ce  =a;4  =  27  4129-31, 
Cc  =3:5  =  62  32  24-28, 
J5/"=«e=114  59  39-89. 
Nachdem  zur  Be- 
stimmung der  relativen 
Lage  von  vier  Punkten 
die  Messung  von  vier 
Winkeln  hinreichen  wfirde,  so  sind  zwei  der  gemessenen 
Winkel  nicht  unmittelbar  erforderlich,  werden  sich  daher 
durch  die  vier  übrigen  ausdrücken  lassen,  d.h.  zwischen  den 
sechs  Winkeln  werden  zwei  Bedingangsgleichungen  bestehen. 
Die  erste  derselben  entspringt  aus  dem  Dreieck  ACD; 
da  in  demselben  alle  drei  Winkel  gemessen  sind,  so  mnss 

A,  +  J,  +  A.  +  ^,  +  a:.  +  l,-(180  +  £)-0  .  (1) 
werden ;  eine  andere  Winkelsummet^leichung  kann  nicht 
aufgestellt  werden. 

Die  zweite  Bedingung^leichung  ei^bt  sich  aus  der 
ligkeit,  dass  sich  für  irgend  eine  Seite,  z.  B.  für  die 
lerselbe  Werth  ei^ben   muss,   auf  welchem  Wege 


I  Winkel  werden  i 
bezeichnet. 


.  Folgenden  darch  den  Scheitel  und  die 
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man  sie  auch  rechnen  mag,  in  unserem  Beispiel  also,  ob 
man  f  direct  aus  dem  Dreieck  ACD  rechnet  oder  durch  die 
Dreiecke  ABB  und  ABC  dazu  gelangt.   Im  ersten  Falle  ist 

f  ^  ^  sin  (a?e  +  X^) . 
'  sin  {x^  4-  ^,4) ' 

im  zweiten  Falle  ergibt  sich  zunächst 

^  ^  ^  Bin  (a?a  +  ^2  +  ^5  +  ^5  +  ^e  +  ^e  —  ^80) 

sinCrCg  +  Xg  —  x^  —  X^) 

und  damit 

sin  fe  +  ^3) 


/•=  a-r 


sin  (ajg  +  ^5  —  a;^  -  ij 

^  g  «in  (a?3  +  Zg)  sin  {x^  -\.i^+ x^  +  X^  + x^+X^  -  180) 
siii  (a^6  +  ^6  —  ^4  —  ^4)  sin  (^8  +  ^8  —  ^a  —  ^2) 

Durch  Gleichsetzung  dieser  beiden  für  f  gefundenen  Werthe 
erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

sin  (a?5  +  ^6  —  ^4  —  ^4)  sin  {x^  +  X^)  sin  (po^  +  X^—x^  —  X^)  ^^  .        .^. 
sm(x^+X^)aiü{x^+X^)sm{x^  +  X^+x^  +  X^+x^+X^  —  lSO)  '  ^   ^ 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  bereits  die  erwünschte  Form 

«i^i  +  «2'^2H h  «6^6  4- w^i  =  0, 

wobei 

a,  =.«,  =  «,  =,1,       ^^_^^+^^  +  ^^_(180+i;). 

^2  =  %  =  0^5  =  0, 

bei  der  zweiten  muss  dieselbe  erst  erzielt  werden.  Zu  die- 
sem Ende  nehmen  wir  beiderseits  den  Logarithmus  und  er- 
halten 

log  sin  (0^5  —  cc^  +  h  —  k)  4-  log  sin  (x^  +  Ag) 

+  logsin(:r3— ajg  +  Ag— A2)  — Iogsin(a;3  +  A3)  — logsin(a;4  4-A4) 

~  log  sin(^2  +  ^5  +  ^6  —  180  +  h  +  h  +  ^e)  =  0. 

Werden  nun  die  einzelnen  Glieder  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  unter  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  der  A  ent- 
wickelt, so  nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt 

61  Aj  +  62^2  H h  hh  +  w?2  =  0 

an;  darin  ist,  wenn  man  die  linke  Seite  obiger  Gleichung, 
nachdem  alle  A  der  Nulle  gleich  gesetzt  worden,  kurz  mit  F 
bezeichnet: 
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^-Ü-». 


*2  =  ^  =  —  «  (cotg(a:3  —  X2)  +  coi^ix^  +  i»5  +  ^6  —  180))  , 
*»  ""  ä^  ^       "  (cotgCrCs  —  0:2)  —  cotg  x^)  , 
&4  =  g^-  =  —  «  (cotg(a;5  —  irj  +  cotg  x^) , 


*5  ""  ä^  ""       "  (cotg(a:5  -  0:4)  —  cotg  (a^a  +  075  +  a^e  —  I8O)  , 

^  *6  ""  ä^  ""       "  (cotgÄJß  —  cotg(a;2  +  a:ß  +  a?«  —  180))  , 

w?2  =  J^^  =  log  siii  (^5  —  ^4)  +  log  sin  rCg  +  log  sin  (x^  —  X2) 
—  log  sin  x^  —  log  sin  x^^  —  log  sin  (x^  4"  ^s  +  ^e  —  180)-, 

a  bedeutet  den  Quotienten  aus  dem  Modul  des  Brigg'schen 
Logarithmensystems  durch  den  Beductionscoefficienten  von 
Bogensecunden  in  Winkelsecunden,  also 

0  434294  '  •  ■ 

"  ~        206265 

Doch  kann  die  Berechnung  von  61,  62;  •••^6  ^^  einfacher 
Weise  bei  Gelegenheit  der  Berechnung  von  W2  mit  Hilfe  der 
dabei  benützten  Logarithmentafel  erfolgen^   es    ist   nämlich^ 
wenn  man  X  in  Secunden   ausgedrückt  und  sehr  klein  vor-    . 
aussetzt, 

log  sin  (iT  +  A)  =  log  sin  x  +  ^^ ; 

wobei  ^  die  in  der  Tafel  bei  log  sin  x  stehende,  einer  Se- 
cunde  entsprechende  Differenz  bedeutet.  Demnach  hat  man 
zur  Bestimmung  von  W2f  6i,...&6  folgende  einfache  Rech- 
nung: 

log  8in(a;5—iC4+?5-Aj=«  9-766  94781  .  .    —30  2X4  -f30-2;i4 

log8in(a:ß+^6)  =9-957  29541  ....     —9-91, 

log  sinfe— a^g+^ts— >tg)  =  9-837  9094'7  —22-2 Xg  -f22'2X8 

29*552  1526*9 

logsinC^Tg  +  X»)  =  9-997  1627-6  .     ~   2-4^3 

log8in(a;^  +  '^4)  =9-667  1823-3  .  .    +40  2  A^ 

log  siii(a:j^+a?5+a?e — 180 

+  '^2+^6+^6)       «9-887  8085-2  +17  3  X^  .  .     +17  31^,  +17'31, 

29-552  1536-1 
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Wird  die  untere  Gleichungsgruppe  von  der  oberen  ab- 
gezogen und  das  absolute  Glied  ebenso,  wie  dies  bei  den 
Coefficienten  der  A  bereits  geschehen,  in  Einheiten  der  sie- 
benten Decimalstelle  ausgedrückt,  so  erhält  man 

-  39-5^2 +  24-6  A3 -70-4  A4 +12-9^5 -27-2  Aß- 9-2  =  0, 

oder  nach  Abkürzung  durch  10,  um  das  Bechnen  mit  gros- 
sen Zahlen  zu  vermeiden, 

—  3-95  A2  -f2-46  A3  -7-04  A4+ 1*29  A5— 2*72  A6-0-92  =  0. 

Führt  man  auch  in  der  ersten  Bedingungsgleichung  mit 

dem  Excess 

E  =  3-74 

die   Bechnung   durch,   so   gelangt    man  zu  den   endgiltigen 
Bedingungsgleichungen: 

Ai  .  .  +        ;i^  .  +        Aß— 2-27  =  0, 

.  -3-95A2+2'46A3-7-04A44-l-29A5-2-72A6-0-92  =  0. 

Daraus  ergeben  sich  die  Correlatengleichungen 

A3    ——     .  ^  40  Ka  ■  ^ 

Ac      ~^       «  J.   ^t7  Ka  • 

Ag      —     iCt  Uta  Ka  • 

ferner  die  Normalgleichungen: 

S-OOJc^  —    9-16h^  —  2-27  =  0, 
—  9-76*1  +  80-28  Ä;^  —  0-92  =  0, 
aus  denen 

kl  =  1-3139, 

k,  =  01712 

gefunden    wird.     Durch  Einführung   dieser   Werthe   in    die 
Correlatengleichungen  erhält  man 

Ai  =  +  1-314, 

Ag 0-677, 

Aj  =  +  0-420, 
A,  =  +  0-108, 
Aj  ==  +  0-220, 
Aj  =  +  0-848. 
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Mit   diesen  Correotionen   ergeben    sich   die   ausgeglichenen 
Winkelwerthe 

a;,  +  A,  =  37"  18'  53"584, 
a;g  +  Ag  —  53  1  47-303, 
ic,  -j-  Aj  =  96  32  32-260, 
x^^^X^=^  27  41  29'418, 
a;,  +  Aj  =  62  32  24-500, 
-r,  +  Ag  =.  114  59  40-738, 

welche   zu   einer  widerspruchsfreien  Rechnung  des  Vierecks 
fuhren. 

Zur   Controle  rechnet   man    [AA]    auf  zweifache  Weise 
und  findet  einerseits  durch  Quadriren  und  Summiren 

[AA]  =  3-1405, 

andererseits   in    genügender   Uebereinstimmung   mit  diesem 
Resultate 

[A  A]  =  -  [Jcw]  =  2-9825  +  0*1575  =  3-1400. 
Der  mittlere  Fehler  einer  Winkelmessung  ist 


m 


=  -(/^  =  |/!21  =  1%. 


IX,  Oapitel. 

■ 

Auf  das  Menschenleben  bezttgliehe  Wahrscheinlichkeiten. 

162.  Einleitung.  Die  Individuen  einer  Generation  mögen 
in  der  Reihenfolge,  in  der  sie  geboren  wurden,  mit 

bezeichnet  werden;  stellt  man  ihre  Geburtszeiten 

^If    ^2;    'sj  •  •  •  Wj  •  •  •  ^n 

sowie  die  von^ihnen  erlebten  Alter 

^1)    ^y   ^y  •  •  •  ^iy  •  »  »  ^n 

zusammen,   so  gibt  eine  solche  Aufzeichnung  über  alle,  das 
Leben  und  Sterben  betreffenden  Vorgänge  in  dieser  Genera- 
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tion  genaue  Aufklärung;  so  kann  "beispielsweise  der  Zeit- 
punkt ti  des  Absterbens  der  Person  i  angegeben  werden, 
indem 

r,.  =  ti  +  tti 

ist;  ebenso  kann  entschieden  werden,  ob  die  Person  Je  zum 
Zeitpunkte  r  noch  am  Leben  war,  indem  man  t  mit  tk==tk 
+  ük  vergleicht,  u.  s.  w. 


^        ^        C^ 
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Fig.  8. 


Das  obige  Verzeichniss  kann  zur  bessei*en  Veranschau- 
lichung auch  geometrisch  dargestellt  werden;  wählt  man 
hiezu  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  XOY",  Fig.  8,  so 
entspricht  jedem  Individuum  ein  Punkt,  dessen  Abscisse  die 
Geburtszeit  t  und  dessen  Ordinate  die  nach  einer  beliebigen 
Einheit  dargestellte  Ordnungszahl  ist.  Auf  solche  Weise 
entsteht  eine  Punktreihe,  und  die  durch  dieselbe  gelegte  Curve 
Co,  Geburtencurve,  stellt  die  Vertheilung  der  Geburten  nach 
der  Zeit  dar.  Durch  jeden  Punkt  der.  Reihe  führe  man  eine 
zu  OX  parallele  Gerade  und  trage  auf  derselben  das  von 
der  betreffenden  Person  erlebte  Alter  in  der  für  die  Zeit 
gewählten  Oonstructionseinheit  auf.  Die  Endpunkte  dieser 
AUerslinien  geben  in  ihren  Abscissen  die  Sterbezeiten. 

Um  zu  erfahren,  wie  viele  und  welche  Personen  der 
Generation  ein  bestimmtes  Alter  x^  erreicht  haben,  lege  man 
im  Abstände  x^y  parallel  zu  OX  gemessen,  eine  zu  Cq  pa- 
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rallele  Curve  C«, ;  die  'ßchnittpunkte  dieser  Curve  mit  den 
Älterslinien  beantworten  die*  gestellte  Frage. 

Handelt  es  sich  weiter  darum,  wie  viele  und  welche  der 
Personen  zu  einem  Zeitpunkte  r  am  Leben  waren,  so  führe 
man  im  Abstände  r  eine  zur  Ordinatenaxe  parallele  Gerade 
Ct]  die  Schnittpunkte  mit  den  Alterslinien  geben  die  Lebenden 
an,  die  zwischen  Ct  und  Cq  liegenden  Strecken  die  Alter,  in 
welchen  sie  eben  stehen. 

Zählt  man,  wie  viele  Alterslinien  zwischen  den  Curven 
Cx^  und  Cx^  endigen,  so  erhält  man  die  Anzahl  derjenigen 
aus  der  Generation,  welche  zwischen  den  Altersgrenzen  x^ 
und  iTg  gestorben  sind.  In  gleicher  Weise  lassen  sich  auch 
andere  Fragen,  welche  sich  auf  die  sogenannten  Gesammt- 
heiten  von  Lebenden  und  Verstorbenen  beziehen,  leicht  und 
anschaulich  erledigen. 

Diese  den  thatsächlichen  Verhältnissen  genau  angepasste 
Darstellung  erfasst  die  Vorgänge  in  ihrer  Discontinuität,  ist 
aber  aus  diesem  Grunde  einer  analytischen  Behandlung  nicht 
leicht  zugänglich. 

Betrachtet  man  dagegen  die  Geburten  und  Sterbef^Ue 
als  in  Rücksicht  zur  Zeit  continuirliche  Erscheinungen,  — 
eine  Anschauung,  die  um  so  zulässiger  ist,  je  zahlreicher  die 
Generation,  —  dann  lässt  sich  der  ganze  Verlauf  derselben 
durch  eine  Function 

^-f{t,x) (I) 

darstellen,  welche  die  Dichtigkeit  der  im  Zeitpunkte  t  Ge- 
borenen ausdrückt,  wenn  sie  im  Alter  x  stehen,  was  im  Zeit- 
punkte 

r  =:  t  -{-  X («) 

stattfindet.  Die  geometrische  Darstellung  dieser  Function  be- 
ansprucht den  Raum.  Trägt  man  auf  die  Axe  0  Y",  Fig.  9, 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  die  Geburtszeiten  i, 
auf  OX  die  Alter  x  und  auf  OZ  die  Dichtigkeiten  z  auf,  so 
liefern  drei  zusammengehörige  Werthe  t,  x,  z  einen  Punkt 
der  Fläche  (I),  von  welcher  wir  den  der  Generation  01/ 1  =  ^ 
bis  OlXjjasss^g  entsprechenden  Streifen  D^M^M^D^  betrachten 
wollen.     Die    diesen    Streifen   abschliessenden  Curven  JDiMi 
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und  D2  Jfg  versinnlichen  die  Abnahme  der  Dichtigkeit  der  in 
den  Grenzzeitpunkten  t^  und  t^  Geborenen  oder  deren  Ab- 
sterbeordnung. 


.JT 


Fig.  9. 

1)  Die  Curve  -D1-D2  ^^^^  ^0;  ™  Einklänge  mit  der 
früheren  Darstellung,  hat  die  Gleichung 

^  =  nt,  0) (1) 

und  stellt  das  Geburtengesetz  oder  den  Verlauf  der  Geburten- 
dichtigkeit dar. 

2)  Die  Curve  F1F2  oder  Gx^^  welche  durch  einen  Paral- 
lelschnitt zu  TOZ  im  Abstände  x^  =  OE^  entstanden  und 
deren  Gleichung 

«  =  fit,  *,) (2) 

ist,  drückt  die  Dichtigkeit  der  im  Zeitpunkte  t  Geborenen 
aus,  wenn  sie  in  das  Alter  x^^  eintreten. 

3)  Die  Curve  L'^L'^,  als  Projection  der  Curve  L^L^  auf 
die  Ebene  YOZ,  welch'  letztere  durch  einen  zu  XOif  und 
YOZ  unter  45®  geneigten  Schnitt  der  Fläche  entstanden 
ist,  hat  die  Gleichung 

s  =  f{t,  r,  -  0    (3) 

und  stellt  die  Dichtigkeit  der  im  Zeitpunkte  t  Geborenen  zur 
Zeit  T^  =  OH  vor;  denn  für  jeden  Punkt  der  Geraden 
HL\L\  ist  X  -^  t  ^^  x^  =  OH,  was  mit  der  Relation  («) 
übereinstimmt. 
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4)  Die  Curve  MtM^,  deren  Gleichung 

o=r(^^) (4) 

lautet,  stellt  den  Zusammenhang  zwischen  Geburtszeit  und 
höchstem  erlebten  Alter  dar. 

Aus   Obigem   ergibt    sich   durch   einfache   Betrachtung, 
dass  die  Integrale 

FiO)=^ff(t,0)dt    (1') 

F{x,)  =  Jf{t,x,)dt (2') 

F{rd  ^fnt,  T,-t)dt.: (3-) 

die  analytischen  Ausdrücke  sind 

1')  für  die  Anzahl  der  Geborenen  aus  dem  Zeiträume  t^ 
bis  ^2*7 

2')  für  die  Anzahl  derer,  welche  aus  dem  genannten  Zeit- 
räume stammend  das  Alter  x^  erreichen;  die  Erfüllung 
dieses  Alters  erfolgt  zwischen  den  Zeitpunkten  ^i  +  iPi 

=  r^  und  ^2  -f"  ^1  =  ^2? 
3')  für  die  Anzahl   derer  aus  der  erwähnten  Generation, 
welche  den  Zeitpunkt  r^  erleben;  ihre  Alter  liegen  zu 
diesem  Zeitpunkte  innerhalb  der  Grenzen  x^  =  r^  —  ^ 
und  X2  =  t^  —  t^. 
Die  geometrischen  Repräsentanten  dieser  Anzahlen  sind 
die  Schnittflächen  D^D^ D^ B.,,  F^F^ F^ F^,  D^ L^' L^' B^ 
beziehungsweise. 

Der   Unterschied    der   Schnittflächen   F^F^F^'F^    und 
Gl  Gl  G2  G2 ,  dessen  analytischer  Ausdruck 

Jfit,  X,)  dt  -Jf{t,  X2)  dt 
h  h 

ist,  gibt  beispielsweise  die  Gesammtheit  der  Verstorbenen, 
welche  aus  der  Generation  stammend  innerhalb  der  Alters- 
grenzen Xi  =  OEi  und  X2  =  OE2  verstorben  sind. 

163.  Definition.   Unter  der  Lebensivahrsdieinlichkeü  einer 
a;-jährigen  Person  versteht  man  die  Wahrscheinlichkeit,  welche 
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der  Person  für  das  Durchleben  des  nächsten  Jahres  oder  die 
Erreichung  des  Alters  a?  -f-  1  zukommt 

Allerdings  sollten  bei  Bestimmung  dieser  Wahrschein- 
lichkeit nur  Personen  verglichen  werden,  die  im  selben  Zeit- 
punkte geboren  sind,  weil  nicht  a  priori  angenommen  werden 
darf,  dass  für  Personen,  die  zu  verschiedenen  Zeitpunkten 
geboren  sind,  dieselbe  Absterbeordnung  gelte.  Doch  hat 
diese  Auffassung  keinen  praktischen  Werthf  wir  betrachten 
daher  die  Geborenen  einer  Gen^ation  und  wählen  als  solche 
in  der  Regel  die  im  Laufe  eines  Kalenderjahres  Geborenen. 

Der  Gegensatz  der  Lebenswahrscheinlichkeit,  d.  i.  die 
Wahrscheinlichkeit,  im  Laufe  des  nächsten  Jahres,  also  vor 
Erreichung  des  Alters  x-{-l,  zu  sterben,  wird  Sterbenswähr- 
scheinlicMeit  genannt.  Bezeichnet  man  erstere  mit  Px+i, 
letztere  mit  g[x-\-i7  so  ist 

Px-\-l  +  g^r  +  l   =    1. 

164.  Erstes  Problem.  Die  LebemwahrscJmnlichkdt  px-\-i 
und  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  qx-{-i  ^i^^^  x-jährigenj  am 
einer  bestimmten  Generation  stammenden  Person  zu  ermitteln. 

Lösung.  Hat  man  die  Anzahlen  F{x)  und  F(x-{'  1) 
derjenigen  beobachtet,  welche  das  Alter  Xj  beziehungsweise 
das  Alter  o;  +  1  erreichen,  so  sind  ohne  weitere  Erklärung 
die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  gesuchten  Wahrschein- 
lichkeiten 

Px+l   —         jp,^^)        , 

_  1  —  ^(^+^)  _  F(x)-F{x  +  1)^ 
q^^i  —  1  F(x)      ~  F(x)  ' 

die  Differenz  F(x)  —  F(x  -i-  1)  stellt  die  zwischen  den  Al- 
tersgrenzen X  und  X  -{-  1  Verstorbenen  vor. 

Der  wahre  Werth  der  Lebenswahrscheinlichkeit  dagegen 
liegt  mit  der  Wahrscheinlichkeit  ^  zwischen  den  Grenzen 


P.+,  ±  0-476936  |/?Z(3M^^>  +  m 
oder  zwischen 


p.+r  ±  067449  ]/E^i-J--^?-«+»)-=  p,+,  ±  r,+. 
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165.  Zweites  Problem.  Das  SterUichkeüsgesetz  einer  Gene- 
ration, d.  i.  die  Lehens-  (oder  Sterbens-)  Wahrscheinlichiceiten  aUer 
Altersclassen  0u  ermitteln. 

Lösung.  Hat  man  für  die  betreffende  Generation  die 
Anzahlen 

F(0),  F(l),  F(2),  .  .  .  Firn),  F{m+  1),  .  .  . 

bis  zum  höchsten  erreichten  Altersjahr  beobachtet,  so  geben 

die  Quotienten 

F(i)       F{2)       F(»)  Fim+  1) 

F{0)'     Fil)^     F(2)'  •  •  •       F{m)     '      '  ' 

die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  verlangten  Wahrschein- 
lichkeiten, welche  zur  Darstellung  der  Sterblichkeit  dienen 
können. 

166.  Drittes  Problem.  Für  einen  Neugeborenen  (ms  einer 
bestimmten  Generation  die  Wahrscheinlichkeit  Px  Jsu  bestimmen, 
dass  er  das  Älter  x  erreichen  werde;  als  bekannt  werdxn  die 
Lebenswahrscheinlichkeiten  der  einzelnen  Altersclassen  voraus- 
gesetzt. 

Lösung.  Nachdem  es  sich  hier  um  ein  zusammenge- 
setztes Ereigniss  handelt,  bestehend 

1)  aus  dem  Durchleben  des  ersten  Jahres,  woför  die  Wahr- 
scheinlichkeit jpi ; 

2)  aus  der  Vollendung  des  zweiten  Lebensjahres,  nachdem 
das  erste  bereits  durchlebt  ist,  wofür  die  Wahrschein- 
lichkeit p^ ; 

x)  aus  der  Vollendung  des  rrten  Lebensjahres,  nachdem 
das  Alter  x  —  1  bereits  erreicht  worden  ist,  wofür  die 
Wahrscheinlichkeit  jp»;  so  ist 

Der  wahrscheinliche  Fehler  Bx  dieser  Bestimmung  lasst 
sich  aus  den  wahrscheinlichen  Fehlern  r^,  rg,  ,  ..rx  von  p^^ 
P27  '-'Px  (vergl.  Nr.  164)  nach  den  Sätzen  ermitteln,  welche 
für  die  Functionen  direct  beobachteter  Grössen  abgeleitet 
worden  sind  (Nr.  122,  vierter  Fall);  es  ist 
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167.  Definition,  unter  einer  Sterhlichkeits-  oder  Mortali- 
tätstafel versteht  man  nach  dem  fast  allgemein  noch  üblichen 
Sprachgebrauche  eine  tabellarische  Zusammenstellung  von 
Zahlen^  aus  welcher  zu  entnehmen  ist,  wie  eine  Anzahl  Neu- 
geborener von  Jahr  zu  Jahr  durch  den  Tod  sich  vermindert. 

Eine  Zusammenstellung  der  Lebenswahrscheinlichkeiten 
könnte  eben  so  gut  zur  Beantwortung  aller  die  Sterblichkeit 
betreffenden  Fragen  dienen;  doch  ist  obige  Form  für  manche, 
namentlich  für  Versicherungszwecke  vorzuziehen ;  auch  bietet 
sie  eine  leichtere  üebersicht  und  eignet  sich  besser  zur  gra- 
phischen Darstellung,  zur  Construction  einer  sogenannten 
Mortalitätscurve,  als  die  langsam  variirenden  Lebenswahr- 
scheinlichkeiten. 

Viertes  Problem.  Für  eine  Generation  die  Sterhlichheits- 
tafel  m  construiren, 

Lösung.  Hat  man  auf  dem  bisher  erörterten  Wege  die 
Wahrscheinlichkeiten 

P     P     P  P 

nebst  ihren  wahrscheinlichen  Fehlem  ermittelt,  und  multi- 
plicirt  man  dieselben  einzeln  fliit  einer  Zahl  Aq  (meist  1000, 
10000  u.  s.  w.),  so  ergeben  sich  die  gesuchten  üeberlebenden 

•^19    -^;    -^3?    •    •    •    ^Xf    •    •    • 

der  einzelnen  Altersclassen  nebst  ihren  wahrscheinlichen 
Fehlem,  welche  mit  Aq  die  verlangte  Tafel  abgeben;  es  ist 
beispielsweise  Ax  die  Zahl  derjenigen  von  A^  Neugeborenen 
aus  der  Generation,  welche  das  Alter  x  vollenden. 

Zusatz.  Den  Ausgangspunkt  für  ^  die  Ermittelung  des 
Sterblichkeitsgesetzes  bilden,  wie  aus  dem  Vorangehenden 
einleuchtet,  die  Lebenswahrscheinlichkeiten  p. 

Der  directe  Weg  zur  Bestimmung  dieser  Elementar- 
grössen  bestünde  allerdings  darin,  dass  man  eine  Generation 
von  ihrem  Lislebentreten  bis  zum  Aussterben  verfolgt  und 
die  Zahlen  F(0\  F(l\  .  .  F{xl  .  .  .  (Nr.  165)  beobachtet. 
Doch  stehen  der  Durchführung  eines  solchen  Verfahrens 
mehrfache  Hindernisse  im  Wege,  als;  die  lange  Beobachtungs- 
dauer, die  Schwierigkeit,  eine  ausgedehnte  Generation  bis  zu 
ihrem  Aussterben  evident  zu  erhalten,  ferner  der  Umstand, 
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dass  die  ans  solchen  Beobachtungen  abgeleiteten  Wahrschein- 
lichkeitswerthe  in  den  höheren  Altersjahren  immer  mehr  an 
Genauigkeit  abnehmen;  denn  selbst  bei  einer  zahlreichen 
Generation  werden  die  Zahlen  der  Ueberlebenden  in  den 
hohen  Altersjahren  verhältnissmässig  gering. 

Ein  Mittel,  fKr  die  Lebenswahrscheinlichkeiten  aller  Al- 
tersclassen  auf  einmal  Werthe  zu  ermitteln ,  liegt  in  den 
Volkszählungen.  Werden  solche  in  richtiger  Weise  vorge- 
nommen, d.  h.  die  Lebenden  nach  Geburtsjahren  geordnet, 
und  mit  entsprechend  geführten  Todtenregistem,  in  welchen 
die  Verstorbenen  nach  Geburtsjahren  und  Altersclassen  aus- 
geschieden  sind,  zusammengehalten,  so  kann  man  auf  Grund 
einfacher  Betrachtungen  für  alle  Altersclassen  die  Lebens- 
wahrscheinlichkeiten ableiten  und  aus  diesen  eine  Sterblich- 
keitstafel bilden.  Eine  solche  Tafel  ist  aber  von  der  Sterb- 
lichkeitstafel einer  Generation,  wie  sie  oben  besprochen 
worden,  wohl  zu  unterscheiden;  denn  jede  Altersclasse,  die 
von  einer  Volkszählung  getroffen  wird,  rührt  der  .Geburt 
nach  aus  einer  andern  Zeit  her:  man  erhält  auf  solche  Weise 
die  Lebenswahrscheinlichkeiteii  und  somit  auch  eine  Sterb- 
lichkeitstafel  gleichzeitig  Lebender,  Eine  Tafel  dieser  Gattung 
kann  nicht  dazu  dienen,  ein  Sterblichkeitsgesetz  zu  finden,  — 
denn  darunter  versteht  man  im  engsten  Sinne  das  Gesetz, 
nach  welchem  sich  eine  Anzahl  gleichzeitig  Geborener,  oder 
im  weiteren  Sinne  doch  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  Per- 
sonen derselben  Generation  durch  den  Tod  vermindern,  — 
dagegen  ist  sie  für  mancherlei  praktische  Zwecke  verwendbar. 

Auch  aus  den  Registern  von  Gesellschaften  mit  stetig 
ein-  und  austretenden  Mitgliedern,  wie  sie  im  Versicherungs- 
wesen sich  bieten,  lassen  sich  —  allerdings  nur  unter  Zu- 
grundelegung gewisser  Hypothesen  —  Lebenswahrscheinlich- 
keiten und  Sterblichkeitstafeln  gewinnen;  aber  auch  solche 
sind  ihrem  Wesen  nach  von  Sterblichkeitstafeln  bestimmter 
Generationen  weit  entfernt. 

Diese  Auffassung  der  Verhältnisse  ist  erst  in  der  neue- 
sten Zeit  zur  Geltung  gebracht  worden.  Die  zahlreichen 
älteren  Sterblichkeitstafeln  sind  mit  wenigen  Ausnahmen  nur 
von   untergeordnetem  Werthe;    bei    den    meisten    derselben 
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wurde  nämlich  die  verwerfliche  sogenannte  Halley'sche  Me- 
thode befolgt,  von  welcher  weiter  unten  nochmals  die  Rede 
sein  wird*). 

Die  am  Schlüsse  des  Werkes  mitgetheilte  Tafel  II,  wel- 
cher wir  die  Zahlen  für  unsere  Beispiele  entnehmen  wollen, 
ist  von  Dr.  K.  Heym  im  V.  Bande  der  „Rundschau  der  Ver- 
sicherungen" von  E.  A.  Masius  veröffentlicht  worden  und 
stützt  sich  auf  Bevölkerungs-  und  Todtenlisten  der  belgischen 
Bevölkerung.  Die  Wahl  fiel  auf  diese  Tafel,  nicht  als  ob 
wir  derselben  vor  allen  andern  den  Vorzug  geben  würden, 
sondern  aus  dem  Grunde,  weil  viele  der  neueren  guten  Ta- 
feln, so  die  Tafeln  von  Brune,  die  Heym'sche  Tafel  für  das 
Königreich  Sachsen  u.  a.  erst  bei  einem  späteren  Altersjahre 
beginnen  und  sich  daher  zu  Beispielen  für  alle  im  Folgenden 
zu  besprechenden  Fälle  nicht  eignen. 

Die  Tafel  III,  welche  den  Verlauf  der  Sterblichkeit  in 
acht  europäischen  Ländern  zur  Darstellung  bringen  soll,  ist 
Ad.  Queteletfs  Schrift:  „Täbles  de  mortalite  et  letir  d&veloppe- 
ment"  (1872)  entlehnt. 

169.  Beschreibung  der  Tafel  IL  Dieselbe  besteht  aus 
drei  Colonnen,  welche  die  Ueberschriften  „Alter",  „Lebende'^, 
„Verstorbene"  tragen. 

Die  erste  Colonne  enthält  die  Altersclassen  von  0  bis 
100  Jahren  nach  Jahren  fortschreitend. 

Die  zweite  Colonne  gibt  die  Zahlen  der  üeberlebenden 
des  entsprechenden  Alters  aus  der  ersten  Colonne.  Man  er- 
sieht beispielsweise  aus  der  Tafel,  dass  von  10000  Neuge- 
borenen 6647  das  16.  Lebensjahr  vollenden.  Wir  wollen  in 
der  Folge  die  Zahl  der  im  Alter  m  Lebenden  mit  Am  be- 
zeichnen. 

Die  dritte  Colonne  zeigt  die  Anzahl  derjenigen  an,  welche 
von  den  in  der  zweiten  Colonne  danebenstehenden  im  Laufe 
des  nächsten  Jahres,  also  vor  Erreichung  des  nächsthöheren 


*)  Eine  Aufzählung  und  Würdigung  der  zahlreichen  vorhandenen 
Sterblichkeitstafeln  wollen  wir,  als  über  den  Rahmen  des  vorliegenden 
Werkes  hinausfallend,  mit  dem  Hinweise  auf  Dr.  Ph.  Fischer's  Schrift: 
„Gmndzüge  des  auf  menschliche  Sterblichkeit  gegründeten  Versiche- 
rungswesens" (Oppenheim  a.  Bh.  1860)  unterlassen. 

Meyer,  WahrscheinliohkeitsreGhnuiig.  22 
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Alters  sterben.  So  findet  man  beispielsweise,  dass  von  den 
6647  Individuen  des  Alters  von  16  Jahren  55  im  Laufe  des 
nächsten  Jahres  sterben.  Die  Zahl  der  zwischen  den  Alters- 
jahren m  und  w  +  1  Verstorbenen  bezeichnen  wir  mit  Bm^i, 
so  dass 

170.  Sterblichkeitsformeln.  Es  hat  nicht  an  Bemühungen 
gefehlt,  die  Zahlen  von  Sterblichkeitstafeln  in  empirische 
Formeln  zu  fassen;  doch  blieben  die  meisten  in  dieser  Rich- 
tung angestellten  Versuche  erfolglos.  Am  häufigsten  wohl 
wird  die  Sterblichkeitsformel  L.  Moser's*)  angeführt,  deren 
Coefficienten  sich  theils  auf  die  erste  Brune'sche  Sterblich- 
keitstafel für  Ehemänner,  theils,  für  die  ersten  Lebensjahre^ 
auf  Eersseboom's  Sterblichkeitstafel  beziehen.  In  den  30 
ersten  Lebensjahren  drückt  Moser  die  Anzahl  der  üeber- 
lebenden  von  je  einem  Neugeborenen  im  Alter  x  durch 

y  =  1  —  0'2Yx 

aus,  während  er  für  die  späteren  Lebensjahjre  die  Formel 

angibt. 

Der  wissenschaftliche  Werth  dieses  Ausdruckes  ist  von 
Vielen,  u.  A.  auch  von  Poisson  und  von  Moser  selbst^  über- 
schätzt worden.  Es  muss  ausdrücklich  betont  werden,  dass 
dieser  und  ähnlichen  Darstellungen  nur  die  Bedeutung  empiri- 
scher Formeln,  welche  sich  den  Zahlen  irgend  einer  bestinun- 
ten  Sterblichkeitstafel  mehr  oder  weniger  gut  anschliessen, 
und  durchaus  nicht  die  eines  in  mathematische  Form  gefass- 
ten  Naturgesetzes  beizulegen  ist. 


1.  Wahrscheinlichkeiten  9  eine  Person  betreffend« 

171.  Erstes  Problem.  Die  WahrscheinlichJceit  m  sticken, 
dass  eine  Person  im  Älter  von  m  Jahren  nach  1,  2,  .  »  -  ^ 
Jahren  noch  leben  werde. 


*)  L.  F.  Moser,  Gesetze  der  Lebensdauer.  Königsberg  1839. 
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Lösimg.    Es  sei 
Am  die  Zahl  der  Lebenden  im  Alter  von  m  Jahren; 
-4m+i,  .  .  .  Afn-\-n  die  Zahl  der  um  1,  .  .  .  w  Jahre  älteren 
Personen. 
Die  Zahl  der  günstigen  Fälle,  dass  die  betrachtete  Per- 
son das  Alter  m+l  erreicht,  ist-^^-j-i;  die  Zahl  aller  mög- 
lichen  Fälle   ist  Ain\    die   entsprechende  Wahrscheinlichkeit 
ist  daher  ^^_li 

1  ~~A 

In   gleicher  Weise   ergeben    sich   die  Wahrscheinlichkeiten, 
dass  die  PersoH  nach  2, . . .  ^  Jahren  am  Leben  sein  werde, 


TT    -4m-j-2  jj    Am-\- 


n 


Beispiel.   Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  eine 
18jährige  Person,  nach  13  Jahren  noch  zu  leben? 
Aus  der  Tafel  entnimmt  man 

^18  =  6535,     ^18+13  =  ^81  =  5722, 
woraus  das  gesuchte 

^"  =  Si  =  0-8757. 

172.  Zweites  Problem.  Die  Wahrscheinlichkeit  m  suchen, 
dass  eine  Person  im  Alter  von  m  Jahren  vor  Ende  des  1.,  2., 
—  n*^  Jahres  sterbest  wird. 

Lösung.  Werden  die  gesuchten- Wahrscheinlichkeiten  mit 
n^ y  n^j . . .  TEny  ihre  Gegensätze  mit  II^j  II^j . . .  iln  bezeich- 
net, so  haben  wir 

n^  +  77/  =1,     77^  +  77/  =  1, . . .  77«  +  77;  =  1, 

woraus 

Ui  =  1 2 ,       U2  =  1 -z ,  •   •   •  iin=  1 2 

-Am  -a-m  -a-m 

Zusatz  L  Welches  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die 
betrachtete  (m-jährige)  Person  im  Laufe  des  2;  3.,  •  •  •  w*®^ 
Jahres  sterben  werde? 

-^—  ist  die  Wahrscheinlichkeit,   das  Ende  des  ersten 

Am  ' 

Jahres  zu  erleben; 
1 — ."*       ist  die  Wahrscheinlichkeit,  im  Laufe  des  zweiten 

M.m-{-l 

Jahres  zu  sterben; 

22* 
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die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  ist  daher 

Am  +  l    /h  Am-\-i\    Afn-\-l  —  ^m-f  2   -^»1+2  ^ 

Am      \  Am-\-l/  Am  Am 

Ebenso    ist   die  Wahrscheinlichkeit^    im   Laufe    des  dritten 
Jahres  zu  sterben^ 

Am  +  2   /^  Am-^3\  Am+i  —  Am-^3  Bm-\-i 


\  Am-\-2/ 


Am       \  Am-\-2/  Am  Am 

181.  Zusatz  ü.  Die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
dass  die  betrachtete  Person  in  dem  Zeiträume  vom  p^^  bis 
zum  {p  +  i)^^  Jahre  sterben  wird;  n  wird  dabei  sehr  gross 
vorausgesetzt. 

Von  den  Am  Personen  des  Alters  m  sterben  in  dem  ge- 
dachten Zeiträume  Äm+p  —  J.m+p  +  9  hinweg;  die  fragliche 
Wahrscheinlichkeit  ist  demnach 

A  A 

■^TO+P  m-^p  +  q 

A^ 

m 

Beispiel.  Mit  welcher  Wahrscheinlichkeit  hat  eine  20- 
jährige  Person  zu  erwarten,  dass  sie  im  Alter  zwischen  50 
und  60  Jahren  sterben  wird? 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist 

^50  -  Ao  ^   4450  -  3470   ^  ^^  ^  0'1527 
A^o  6416  6416 

173.  Drittes  Problem.  Wie  vide  von  l  Personen  des 
Alters  m  sterben  vor  Erreichung  des  Alters  von  m  -{-  1  Jahren? 

Die  Sterblichkeitstafel  gibt  an,  dass  von  Am  Personen 
im  Alter  von  m  Jahren  Bm  + 1  im  Laufe  des  nächsten  Jahres 
sterben.     Aus  der  Proportion 

Am  •  -t^m  -\- 1  '^^^  '  •  ^ 

folgt  dann 

Beispiel.  Für  l  =  10000  und  m  =  40  findet  man  wegen 
A^Q  =  5159.  und  Bm  +  i  =  71 

10000.71        -00 

174.  Sterblichkeit  (Mortalität)  und  Leblichkeit  (Vitalität). 
Die  Zahlen  der  Verstorbenen  in  den  einzelnen  Altersclassen, 
wie  sie  die  Sterblichkeitstafel  angibt,  eignen  sich  nicht  zur 
Beurtheilung  der  Sterblichkeit^  da  sie  in  jeder  Altersclasse 


j 
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aus  einer  andern  Anzahl  von  Lebenden  hervorgehen.  So 
stammen  die  1493  Verstorbenen  des  1.  Jahres  aus  10000 
Lebenden^  die  49  zwischen  14  und  15  Jahren  Verstorbenen 
aus  6750  Lebenden.    Reducirt  man  sie  sämmthch  in  der  in 

0 

voriger  Nummer  angegebenen  Weise  auf  ein  und  dieselbe 
Zahl^  etwa  auf  10000,  so  stellen  die  so  erhaltenen  Zahlen 
den  Verlauf  der  Sterblichkeit  dar. 

Als  Mass  der  Leblichkeit  hat  dann  offenbar  der  reci- 
proke  Werth  der  Sterblichkeit  zu  dienen.  In  der  folgenden 
Tabelle  sind  die  Werthe  der  Vitalität  zur  besseren  Ueber- 
sicht  so  transformirt,  dass  der  grösste  dem  Alter  von  12 
Jahren  entsprechende  gleich  1  ist-,  dies  geschah  einfach  da- 
durch, dass  die  reciproken  Werthe  der  Zahlen  aus  der 
zweiten  Colonne  sämmtlich  mit  66  multiplicirt  wurden. 

Tafel  der  Sterblichkeit  und  Leblichkeit. 


Von  10000  Per- 

Von 10000  Per- 

Alter 
s 

sonen  sterben 
im  nächsten  J. 
.Sterblichkeit. 

Leblichkeit 

Alter 

sonen  sterben 

im  nächsten  J. 

Sterblichkeit 

Leblichkeit 

0 

\l493 

004 

18 

^90 

0-73 

1 

^«^ 

010 

19 

y^  94 

0-70 

2 

37K. 

0-18 

20/ 

98 

0-67 

3 

246  ^S 

0-27 

2© 

103 

0-64 

4 

175 

^NQ;38 

/so 

105 

0-63 

6 

160 

o^HV 

36 

111 

0-69 

6 

121 

O'bV^ 

^0 

138 

0-48 

7 

89 

0^ 

^ 

137 

0-48 

8 

78 

^•84 

60 

S.        184 

0-36 

9 

71 

/o-93 

65 

^S^ 

0-27 

10 

76         > 

0-88 

60 

34bs. 

019 

11 

68      / 

0-97 

66 

483        '* 

^    014 

12 

66    / 

100 

70 

818 

008 

13 

69/ 

0-96 

75 

1313 

006 

14 

12 

0-91 

80 

1696 

004 

16 

0-82 

86 

2047 

003 

16 

83 

0-79 

90 

2678 

002 

17 

86 

0-76 

95 

3333 

002 

175.  Viertes  Problem.  Wie  viele  von  l  gleichiseitig  ge- 
borenen Personen  (oder  von  l  Personen  einer  Generation)  sind 
nach  m  Jahren  noch  am  Leben? 
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Lösung.  Der  Tafel  zufolge  sind  von  Äq  =  10000  Neu- 
geborenen im  Alter  von  m  Jahren  noch  Am  am  Leben;  man 
hat  daher 

ÄqI  Äm  =  l '-  X,     woraus     x  =  -j-  . 

176-    Fünftes  Problem.      Wie  viele  von  l  Personen  des 
Alters  m  sind  nach  p  Jahren  noch  am  Leben? 
Lösung.     Aus  der  Proportion 

folgt  unmittelbar 

166.  Sechstes  Problem.  Wie  viele  von  l  Personen  des 
Alters  m  sterben  in  den  p  nächsten  Jahren? 

Lösung.     Die  verlangte  Zahl  ist,   dem  obigen  gemäss, 

lA    ,  A    —A    , 

7  m  -\-  p   7      m m-\-p 

So  sterben 
von  10000  Neugeborenen     im  nächsten  Altersdecennium  3059, 
Zehnjährigen         ,y 


ff  ff 

ff  ff 


Zwanzigjährigen  „ 

Dreissigjährigen  „ 

Vierzigjährigen  „ 

Fünfzigjährigen  „ 

Sechzigjährigen  „ 

Siebzigjährigen  ,, 

Achtzigjährigen  ,, 

Neunzigjährigen  „ 


;; 

ff 

758, 

ff 

ff 

985, 

ff 

• 
ff 

1079, 

ff 

ff 

1374, 

ff 

ff 

2202, 

ff 

V 

3945, 

ff 

ff 

7406, 

ff 

ff 

8973, 

ff 

ff 

10000, 

2.   Die  mittlere  und  wahrscheinliche  Lebensdauer« 

178.  Definition  der  mittleren  Lebensdauer.  Verfolgt  man 
eine  grosse  Anzahl  von  Personen  des  Alters  x^y  welche  der- 
selben Generation  entstammen,  bis  zu  jenem  Zeitpunkte,  in 
welchem  sie  das  Alter  x^  erreichen  würden,  summirt  die 
innerhalb  dieses  Intervalls  von  den  einzelnen  wirklich  durch- 
lebten Zeiträume  und  dividirt  diese  Summe  durch  die 
Anzahl  der   beobachteten  Personen,   so   heisst  der  Quotient 
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die  mittlere  Lehensdauer  der  x^-jahrigen  bis  mm  Alter  x^- 
Es  ist  der  auf  eine  Person  entfallende  Antheil  der  von  Allen 
durchlebten  Zeit. 

Denkt  man  sich  an  Stelle  einer  Altersgrenze  x^  das 
höchste  erreichbare  Alter,  so  heisst  der  in  angegebener  Weise 
gerechnete  Quotient  mittlere  Lehensdauer  der  x^-jährigen  aber- 
Jiaupt  Die  Summe  aus  x^  und  der  mittleren  Lebensdauer 
heisst  mittleres  Lehensalter  der  x^-jahrigen. 

Tritt  endlich  noch  an  Stelle  von  x^  das  Alter  Null,  so 
gelangt  man  zu  der  mittleren  Lebensdauer^  der  Neugeborenen, 
welche  in  diesem  Falle  mit  dem  BegriflFe  des  mittleren  Lebens- 
alters übereinfällt. 


Fig.  10. 


Analytischer  Ausdruck  für  die  mittlere  Lebensdauer.  Nach 
Nr.  162  stellt  der  Inhalt  der  Schnittfläche  M'MNN', 
Fig.  10,  im  Abstände  OL  =  x  von  der  FZ-Ebene,  d.  i. 

F{x)==ff(t,x)dt, 


die  Anzahl  derjenigen  aus  der  Generation  ODi  =  t^  bis 
02X2  =  ^2;  welche  in  das  (zwischen  x^  und  X2  liegende)  Alter 
X  eintreten;  von  allen  diesen  kann  angenommen  werden, 
dass  sie  das  unendlich  benachbarte  Alter  OL^  ^=  x  -{-  dx 
erreichen;  die  Summe  der  in  diesem  Intervall  von  ihnen 
durchlebten  Zeiten  ist 
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dS  =  F{x)'dx  =  dxff{t,  x)  dt] 

h 

integrirt  man  vorliegenden  Ausdruck  in  Bezug  auf  x  inner- 
halb der  Grenzen  x^  =  OE^  und  x^^  OE^y  so  wird 

5f  z=jdxjf{t,  x)  dt  =JJf{ty  x)  dx  dt 

die  Summe   der  von  F{x^  Personen  des  Alters  x^  bis  zur 
Erreichung  des  Alters  x^  durchlebten  Zeiträume,  mithin 

Ä*  fff{t,x)dxdt         fF(x)dx 

Xi  a?!  f  j  Xi 


F{x,)  k  F{x,) 

ff(t,x,)dt 

die  entsprechende  mittlere  Lebensdauer.  Der  Zähler  dieses 
Ausdruckes  stellt  augenscheinlich  den  Bauminhalt  des  zwischen 
Fl  Fl  F^  F^  und  6r/  G^  G^  G^  enthaltenen  Körpers  vor. 
Auch  dem  Quotienten  lässt  sich  leicht  eine  geometrische 
Deutung  unterlegen. 

Für  die  mittlere  Lebensdauer  der  iCj-jährigen  überhaupt 
hat  man  die  obere  Grenze  x^  durch  das  höchste  Alter  zu 
ersetzen,  der  Zähler  stellt  sodann  den  Inhalt  des  ganzen, 
rechts  von  dem  Schnitte  F^  F^  F^  F^  liegenden  Körpers  vor. 
Wird  endlich  noch  an  Stelle  von  x^  Null  genommen,  so  re- 
präsentirt  der  obige  Ausdruck  die  mittlere  Lebensdauer  der 
Neugeborenen  aus  der  betrachteten  Generation. 

179.  Zusatz  I.  Die  mittlere  Lebensdauer  lässt  noch 
eine  andere  Auffassung  zu,  die  wir  an  der  mittleren  Lebens- 
dauer der  Neugeborenen  erläutern  wollen.  Dabei  beziehen 
wir  uns  auf  die  Fig.  10  in  Nr.  178. 

Der  Unterschied  der  beiden  unendlich  benachbarten 
Schnitte  MMNN'  und  M[MtNiN[,  welche  den  Altem 
OL  =  X  und  OLi  =  x  -{-  dx  entsprechen,  hat  zum  analy- 
tischen Ausdruck 

h 

tx  =  djf(t,x)  dt  =  dxj^^^^  dt  =  dxt{x).  .  (1) 
und  stellt  sich  in  der  Projection  Mi  M"  N''  Ni   des  Flächen- 


-    345     - 

Streifens  M^  M  NN^  auf  die  Ebene  YZ  dar.  Seine  Bedeu- 
tung ist  leicht  zu  erkennen^  es  ist  nämlich  die  Zahl  der- 
jenigen Personen  aus  der  Generation^  welche  zwischen  den 
genannten  Altersgrenzen  sterben;  die  von  ihnen  durchlebte 

Zeit  ist 

tx'  X  =  xil;(x)dx 

und  erscheint  geometrisch  durch  den  prismatischen  Körper 
MtM"N"NiNiNMMi  dargestellt. 

Integrirt  man  diesen  Ausdruck  innerhalb  der  Grenzen 
0  und  GJ,  wobei  co  das  höchste  erreichbare  Alter  vorstellt, 
und  dividirt  die  so  erhaltene  Sunmie  durch  die  Anzahl  F(P) 
der  Neugebornen,  so  ergibt  sich  die  mittlere  Lebensdauer 
JHqj  nämlich 

CÜ  tu  et) 


fxip{x)dx 


^^  F(0) 


=y  ^  "^fIo)"  "y  oog){x)dx  .  .  (2) 

0  0 

Nun  ist  offenbar 

a)(x)dx  =  ^^^^^^ *^ 

q){X)ax—    ^^^^    —  F(0) 

die  Wahrscheinlichkeit,  zwischen  den  Altersgrenzen  x  und 
X  -{-  dx  zu  sterben,  oder  die  Wahrscheinlichkeit,  ein  zwischen 
den  unendlich  nahen  Grenzen  x  und  x  -{-  dx  liegendes  Alter 
zu  erreichen,  das  Product  xg)(x)dx  daher  die  auf  dieses 
Alter  bezügliche  mathematische  Erwartung;  das  Alter  wird 
nämlich  mit  einer  Summe  verglichen,  für  deren  Erlangung 
die  Wahrscheinlichkeit  g)(x)dx  besteht.  In  diesem  Sinne 
erscheint  also  die  mittlere  Lebensdauer  als  mathematische 
Hoffnung. 

180.  Zusatz  IL  Häufig  begegnet  man  einer  Ableitung 
der  mittleren  Lebensdauer  aus  Sterblichkeitstafeln,  welche 
sich  in  folgender  Weise  darstellen  lässt. 

Die  Am  Personen  vom  Alter  m,  welche  die  Sterblich- 
keitstafel anführt,  zerfallen  in  zwei  Gruppen: 

1)  In  Äm  +  i  Personen,  welche  das  ganze  nächste  Jahr 
durchleben;  die  von  diesen  durchlebte  Zeit  ist  demnach 

Am,  -f  1  •  1  =  Am  -1-1 (1) 

2)  In   Am  —  Am  -f.  1    Personen,    welche    im  Laufe   des 
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nächsten  Jahres  allmälig  absterben.  Um  die  von  diesen 
durchlebte  Zeit  zu  ermittebi,  muss  eine  Annahme  über  die 
Absterbeordnung  innerhalb  eines  Jahres  getroffen  werden; 
man  nimmt  nun  an,  dass  die  Sterbefälle  gleichmässig  auf 
die  Zeit  sich  vertheilen,  so  dass,  wenn  x  einen  Bruchtheil 
des  Jahres  (vom  Anfange  desselben  gezählt)  bedeutet,  die 
Zahl  der  in  dieser  Zeit  Verstorbenen 

ist;  in  der  Zeit  x  -{-  dx  sterben  mithin 

(x  +  dx)  {Arn  —  -^  +  1), 
so  dass  auf  das  unendlich  kleine  Intervall  dx 

dx  {Am  —  Am-\-l) 

Verstorbene  entfallen,  welche  zusammen  die  Zeit 

Xdx{Am  —  ^m  +  l) 

durchlebt  haben.  Durch  Integration  dieses  Ausdruckes  inner- 
halb der  Grenzen  0  und  1  ergibt  sich  die  von  den  Verstor- 
benen durchlebte  Zeit 

1 

{Am  —  Am+l)l  Xdx  =  -g  {Am  —  Am  +  l)  ....  (2) 

0 

Die  Summe  aus  (1)  und  (2)  gibt  die  von  den  Am  w-jäh- 
rigen  bis  zum  Alter  m  +  1  durchlebte  Zeit 

•g  {^m  +  Am  +  l) ; 

ebenso  hat  man  für  die  folgenden  Lebensjahre  bis  zum  höch- 
sten Alter  CO  —  1,  für  welches  die  Tafel  noch  Lebende  auf- 
weist : 

-{Am^l  +  ^w  +  2), 


"ö*  \A(a  _  2  -j-  A(o  _  l), 

i(X_x+0). 
Die  Gesammtsumme  der  durchlebten  Zeit  ist  also 

—  Am  +  Am  4- 1  +  •  •  •  +  Aat  —  i , 

die  mittlere  Lebensdauer  der  w-jährigen 


j 
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K»  =  I  +  - 
die  der  Neugeborenen 


'■m  + 


l  +  ^m-l-2H l-^to-l 


.(3) 


m 


-^0=2+- X • 


(4) 


Diese  Werthe  hätten  nun,  wenn  sie  sich  auf  die  Sterb- 
liehkeitstafel  einer  Generation  stützen  würden,  die  Bedeutung 
von  ziemlich  rohen  Näherungswerthen,  weil  die  über  die 
Absterbeordnang  gemachte  Annahme,  namentlich  in  den 
ersten  Lebensjahren,  nicht  zutriflFfc.  Liegt  aber  der  Berech- 
nung eine  anders  geartete  Sterblichkeitstafel  zu  Grunde, 
dann  dürfte  den  aufgestellten  Formeln  kein  besonderer  wissen- 
schaftlicher Werth  beizumessen  sein. 

Nachstehend  sind  die  auf  Grund  der  Sterblichkeitstafel  IL 
nach  Formel  (3)  und  (4)  gerechneten  Werthe  der  mittleren 
Lebensdauer  für  alle  Altersjahre  zusammengestellt. 

Tafel  der  mittleren  Lebensdauer. 


m 

Mm 

m 

m 

1 

m 

m 

m 

m 

M 

0 

38-97 

20 

3852 

1 

40 

25-47 

60 

12-53 

80 

4-73 

1 

44-72 

21 

37-90 

41 

24-82 

61 

11-95 

81 

4-54 

2 

46-95 

22 

37-28 

42 

24-17 

62 

11-38 

82 

4-32 

3 

47-76 

23 

36-66 

1 

43 

23-52 

63 

10-83 

83 

4-08 

4 

47-95 

24 

36-05 

1 

44 

22-85 

64 

10-28 

84 

3-84 

5 

47-79 

25 

36-42  i 

45 

22-18 

65 

9-74 

85 

3-60 

6 

47-56 

26 

34-78 

46 

21-48 

66 

9-21 

86 

3-40 

7 

4714 

27 

3415 

47 

20-59 

67 

8-69 

87 

3-19 

8 

46-56 

28 

33-50 

48 

2009 

68 

8-18 

88 

305 

9 

45-92 

29 

32-85 

49 

19-40 

69 

7-71 

89 

2-92 

10 

45-25 

30 

3219 

50 

18-73 

70 

7-26 

90 

2-78 

11 

44-58 

31 

31-53 

51 

18-07 

71 

6-86 

91 

2-62 

12 

43-88 

32 

30-86 

52 

17-43 

72 

6-49 

92 

2-40 

13 

43-17 

33 

3019 

53 

16-79 

73 

616 

93 

2-21 

14 

4276 

34 

29-51 

54 

1617 

74 

5-85 

94 

2-07 

15 

41-77 

35 

28-84 

55 

15-54 

75 

5-57 

95 

1-94 

16 

4111 

36 

2816 

56 

14-92 

76 

5-33 

96 

1-66 

17 

40-45 

37 

27-48 

57 

14-31 

77 

5-14 

97 

1-25 

18 

3979 

38 

26-80 

58 

13-71 

78 

4-99 

98 

100 

19 

3915 

39 

2614 

59 

13-11 

79 

4-86 

99 

1 

050 
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Anmerkung.    Der  Näherungswerth  (3)  für  die  mitülere 
Lebensdauer  gibt  zu  einigen  Relationen  Veranlassung.  ■ 

1)  Es  ist 


■"m  *  "^m     ^  m  +  1 


^-+^—^+ Ä-l =  ¥  +  !— tl  + 


-^m+3  +  ^m4-4  +  " 


k+1  ^  -^m+l^  -^m+2 


also 


Jif m  = 


f+%^l^-+.+il. 


Mit  Hilfe  dieser  Formeln  kann  Mm  +  i  durch  -Zlfm+x,  Jf« 
durch  Mm^i  u.  s.  w.  ausgedrückt  werden.  So  fände  man 
beispielsweise 

^3«  =  0-5  +  gl  { 26-14  +  0-5 }  =  26-80. 

2)  Nachdem  -^^  =pm  +  i,    .""'"'  =  j)m  +  2,  u.  s.  w. 

die  Lebenswahrscheinlichkeiten  für  die  Alter  nf,  w  -f-  1, 
u.  s.  w.  sind;  so  hat  man  die  Beziehungen 

Mm    =    l+iJ^n+ll-afm  +  l  +  lj, 
Mm+l  =  ^  +Pm  +  2\Mm  +  2  +  ||, 

welche  dazu  dienen  könnten  ^  aus  einer  Tafel  der  mittleren 
Lebensdauer  eine  Tafel  der  Lebenswahrscheinlichkeiten  ab- 
zuleiten, indem 

m  2 

Pm  +  1  = 7-, 

m+l        2 


So   ergibt  sich  aus   der  obigen  Tafel  der  mittleren  Le- 
bensdauer 


j 


r 
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3915  —  0-5  38-65 ^  qqar 

^20  ""  38-52  +  05  ~  39^  ~  ^'^^^^ y 

welcher  Werth  mit  dem  aus  der  Sterblichkeitstafel  abgelei- 
teten 

genügend  übereinstimmt. 

181.  Erstes  Problem.  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P«,  zu 
bestimmen,  dass  die  Summe  der  von  n  im  selben  Zeitabschnitte 
geborenen  Personen  erreichten  Älter  o  =  Z  +  ^f*  ^^^ 

Lösung.  Sei  a  das  höchste  erreichbare  Alter;  ferner 
drücke  (p(x)dx  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  ein  zwischen  den 
Grenzen  x  und  x  -\-  dx  gelegenes  Alter  zu  erreichen,  oder 
zwischen  diesen  unendlich  nahen  Altersgrenzen  zu  sterben 
(vergl.  Nr.  179).     Dann  ist 

a 

f(p(x)dx=  1, 

0 

nachdem  jede  Person  ein  zwischen  den  Grenzen  0  und  a  be- 
findliches Alter  nothwendig  erreichen  muss;  femer  bedeutet: 


a 


fxq>  (x)  dx 

0 

den  strengen  Werth  der  mittleren  Lebensdauer; 

a 

Jt?  g)  (x)  dx 

0 

die  Summe  aus  den  Quadraten  aller  möglichen  Alter  mit 
den   entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten,  sie  zu  erreichen; 

a 

fx^  q)  (x)  dx 

0 

die  ^ähnliche  auf  die  dritten  Potenzen  der  Alter  bezügliche 
Summe  u.  s.  w. 

Im  Folgenden  lassen  wir  die  Altersstufen  nach  dem 
Constanten  Intervall  da  fortschreiten,  so  dass  bei  den  obigen 
Integrationen  dx  durchwegs  gleich  da  zu  denken  und  x  der 
Reihe  nach  durch  0,  da,  2da,  Sda  •  •  *  zu  ersetzen  ist. 

Bezieht  man  alle  Altersclassen  auf  das  höchste  Alter  a 
als  Einheit,  setzt  also 

X  =  ax',    q>  {ax')  =  ^(a?'). 
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dann 

11  1 

ff(x')dx''=JcQ,  fx  '^{x')dx  ^=\y  fx'^il){x)dx'  =  \j 


0 


so  wird 


0 


a  X  \ 

f(p  (x)  dx  ==  af^{x')dx'  =  ak  =  1, 

0  0 

a  1 

fxq>  (x)  dx = o?Sx'^  {x')  dx'^=c^\^ 

0  0 


(1) 


fx^q)(x)dx=ayx'^f(x')dx'=^a^1c2  -  • 

0  0  ' 

Von   der  Bemerkung  ausgehend^   dass   die  Glieder  der 
Entwickelung 

{q)(0)da  +  q>{dä)da  +  •  •  •  +  ^{^  —  d(i)da]^  =  1 
die  Wahrscheinlichkeiten  aller  Gombinationen  der  von  n  Per- 
sonen erreichten  Alter  abgeben^   construiren  wir  die  Func- 
tion 

X=[q>(0)daf'+(p(da)dat^  +  g>{2da)daf'^+'''y==IJPj'', 
in  welcher  sofort  Po,  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  vor- 
stellt, dafür  nämlich^  dass  die  von  den  n  Personen  erreich- 
ten Alter  o  zur  Summe  geben. 

Um  Fat  zu  finden^  setze  man  ^  =  e^®V^-i^  wodurch 

wird;  nun  ist  allgemein 


n 


J>ö|/z:i^^  =  0, 


ferner 


—  Ä 


Jd'm  =  23r; 


—  n 


multiplicirt  man  also  obige  Gleichung  mit  eö«y^  dcy  und 
integrirt  nachher  innerhalb  der  Grenzen  +  ä,  so  verschwin- 
den rechts  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  mit  Po,  behaf- 
teten und  man  erhält 


7t 


fX^^V^i  dcsf  =  2«:  Po,, 


—  TT 
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woraus 

P„  =  ^  /Zeffla-vcn  d-m 

—  7t 

folgt,  und  nimmt  man  o  =  Z  +  Wft,  so  wird  weiter 


71 


P„  =  ±  Cdss  i  «»^  { C^V-i  da  [9(0)  +  9 {da)  e 

—  7t 


-OdaV-T 


oder  kurz 

n 


P'^-^ß^^"'^'^' 


—  7t 

wenn 


gesetzt  wird.     Daraus  folgt  nun 
Z-^=w/[isr]/— 1-f wZ-[()p(0)da   . 

+  g){da)da  e-ö^«V-=^  +  9(2da)dfae"®  ^^">^="i  +  • . .] 

=n^'my—l-\'n'l^q){0)da 


+  9>  2da)da{l--is2daY:^l-^^-\-^^Y^l -{■■■■] 

^nn^y —  1  +n?-r{  g)(0)(?o  +  g>{da)da  -\-  <p(2da)da  -) } 

—  w  j/—  1  {da9(do)da  +  2da<p{2da)da  -f;  3da9)(3da)c?a  -j } 

—  ^  [da^g){da)da-\-2daq)(2da)da'\-3daq)(Sda)da'\ } 

+  ^-r|/ — \[da^g){da)da+2da^q>{2da)da+3da(p(ßda)da-{ — }-| J 


a  a  a 


=^n(i^y — 1  +  W'Z     /  (p {x)dx  —  ^y —  1  I  xq)(x)dx—  y  j  x^q){x)dx 

0  0  0 

+  ^Y'^fx^g)(x)dx  H 1; 
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berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (1),  so  kann  weiter  ge- 
schrieben werden 

Durch  Entwickelung  des  Logarithmen  in  eine  Reihe  er- 
gibt sich 

wenn  man  nämlich  bei  der  zweiten  Potenz  der  Variablen  ^ 
stehen  bleibt.  Nachdem  die  Grösse  ft  bisher  unbestimmt 
gelassen  wurde  ^  kann  nunmehr  derart  über  dieselbe  verfügt 
werden^  dass  der  imaginäre  Antheil  des  obigen  Ausdruckes 
verschwindet;  es  braucht  nur 

a 
0 

also  gleich  dem  wahren  Werthe  der  mittleren  Lebensdauer 
genommen  zu  werden.     Dann  folgt  einfach 

Z .  ^  =  —  n  ^'\'7^'  a^-m" , 


woraus  durch  üebergang  zu  der  Zahl  sich 

AJq  äj  ^~  *i 

4  =  r"~w 


-«     "o.r       fl'g' 


ergibt,  wenn  man,  n  als  sehr  gross  voraussetzend,  alle  wei- 
teren Glieder  des  Exponenten  unterdrückt.  Die  Einsetzung 
dieses  Werthes  in  den  letzten  Ausdruck  für  Po,  liefert  zu- 
nächst 


und  wenn,  was   mit  Hinblick   auf  die   Natur  der   Function 
unter  dem  Integralzeichen  erlaubt  ist,  die  Grenzen  bis  +  ^^ 

ausgedehnt  werden, 

oo  •^ 

P<„  =  2.Jrf^e'«'^^-"^W^-'«'* (2) 

—  OO 
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Um  die  hier  angezeigte  Integration  ausführen  zu  können, 
zerlegen  wir  den  Exponenten  wie  folgt: 


:o«       "  IL^       na\k^k^  —  ki*)J       Ina^ {k^k^—k,*)J  \^ 


2k, 
setzt  man  noch  zur  Abkürzung 


2  (^0  k^       Äj  ) 
SO  ist  weiter 


k  ^ 
P   ''^  9?/-  /♦  _  h~*\ ' w) 


L    2p  aV'n    J         ♦»«*' 


P^=^-^Jd-Sie 


na^ 


und  die  Formel  (2)  lautet  jetzt 

■      Hl   Ifl    f^ 

— oo 
Nun  sei 

durch    diese    Substitution,    welche    die    Integrationsgrenzen 
nicht  berührt,  erhält  man 


•^"^  ~  2«  ^ 


— oo 

oder,  wenn  für   das  Integral  der  bekannte  Werth  Yti  ein- 
geführt wird, 

P.  =  -^e    -*; (4) 

dies    also   ist    die  Wahrscheinlichkeit,    dass    die    summirten 
Alter  von  n  im  selben  Zeitabschnitt  Geborenen 

a 

o  =  /  +  wft  =  ?  -f-  na^\  =  Z  +  njxq)  {x)  dx 

0 

ergeben. 

Zweites  Problem.    Die  Wahrscheinlichkeit  m  suchen,  dass 
die  Summe  der  von  n  Ltdividuen  erreichten  Älter  zwischen 

HLejer^  Wahrscheinlichkeitsrechuung.  23 
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enthalten  sei, 

Lösung.  Lässt  man  in  dem  Ausdl-ücke  (4)  die  Grösse 
l  (als  Variable  betrachtet)  in  Interrallen  dl  alle  Werthe  von 
—  Z  bis  +  Z  durchlaufen,  so  ergibt  sich  die  verlangte  Wahr- 
scheinlichkeit 

P=  -4-   A~  »^  dl  ^^-^fe"^^  dl  =  ^.  /V^'-'  dr  .  (5) 
aynnj  yn  aynj  y'^J 

—  l  0  0 

P  ist  demnach  auch  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ver- 
hältniss   der  Summe   der  von   den  n  Individuen  erreichten 


ar 


Alter  zur  Anzahl  der   Individuen  zwischen  c?lz.  -\ — -=z  oder 

—  yn 

vermehrten  und  verminderten  wahren 


zwischen  der   um 


ar 


Vn 


mittleren  Lebensdauer  enthalten  ist 

Anmerkung.    Sind  a^,  «g,  •  •  •  a„  die  von  den  n  Personen 
wirklich  zurückgelegten  Alter  und  setzt  man 


G, 


n 

«1    +  «2   +  •  • 

n 

»1+4+. . 

-4-  „«          ^«f 

n  n  ' 

so  kann  bei  sehr  grossem  n  ohne  wesentlichen  Fehler 


Jx(p{x)dx  =  a^\  =  6r, 


0 
a 


Jx^<p(x)dx  =  a^Äg  =  H 


0 


genommen  werden;  alsdann  ist  im  Hinblick  auf  Formel  (3) 
und(l) 


ß'  = 


k 


(ak^y  a*        a* 

2  (ak  ^  ^^  ~~  2(«*oH-G')  —  2(Ä-G^' 
\     "  a*        o*/ 


ß- 


a 


y2{ir-G^y   2/? 


Yh-g* 
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183.  Drittes  Problem.  Ben  in  dem  Werthe  G  für  die 
mittlere  Lebensdatter  zu  fürchtenden  durchschnittlichen  Fehler 
zu  'bestimmen. 

Lösung.  Zunächst  muss  der  Begriff  des  durchschnitt- 
lichen Fehlers,  den  Laplace  als  mittleren  Fehler  bezeichnet, 
vorausgeschickt  werden.  Multiplicirt  man  alle  Fehlergrössen 
mit  den  ihnen  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  und 
summirt  die  Producte,  so  wird  der  auf  diese  Weise  erhal- 
tene wahre  Durchschnitt  aller  Fehler  durchschnittlicher  Fehler 
genannt. 

Die  Wahrscheinlichkeit  von  r  ist  der  Formel  (4)  zufolge 

-^^^^"dr, 

der  durchschnittliche  Betrag  von  r  ist  demnach  der  obigen 
Definition  zufolge 


±4=^  fre-^'^^dr, 


daher   der  durchschnittliche  Werth   von  —=.  oder  des  Fehlers, 

yn  ' 

welchen  man  begeht,   indem  man  für  die   mittlere  Lebens- 
dauer den  Quotienten  G  nimmt, 

oo 

ynnj 
u 


wegen 

oo 


0 


ßre-^^'-'^dr 


und  im  Hinblick  auf  die  vorige  Anmerkung  ergibt  sich  für 
ihn  der  Ausdruck 

I     "_  =  +  ^^^Ef . 

2ßynn  y2nn 

Die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Fehlers  in  G  ist  dieselbe 

* 

wie  jene  des  Durchschnitts werthes  von  r,  welcher  gleich  ist 

oo 


hß' 


e-^r-^^^ 


y^J  2ßyn' 

0 

23* 
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beträgt  also  nach  Formel  (5) 


2/<V» 


-£:/dr^ /»*'•' 


0 


die- 


0-28209 


<*  


^/*-' 


U 


und  mit  Benützung  der  Tafel  I. 

P  =  0-3101 ; 

mit  diesem  Grade  der  Wahrscheinlichkeit  ist  der  wahre  Werth 
der  mittleren  Lebensdauer  zwischen  den  Grenzen 


6?  + 


8 


enthalten. 

Anmerkung.  Diese  Resultate  bleiben  auch  aufrecht^ 
wenn  die  mittlere  Lebensdauer  von  einem  andern  Zeitpunkte 
als  dem  der  Geburt  gezählt  wird. 

184.  Viertes  Problem.  Die  mittlere  Lebensdauer  für  den 
Fall  0u  bestimmen^  dass  eine  der  Ursachen  der  Sterblicfikeit 
(sie  heisse  C)  verschwindet. 

Lösung.  Zur  näherungsweiseu  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  genügt  es,  für  die  einzelnen  Altersjahre  die  An- 
zahlen der  üeberlebenden  zu  kennen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Ursache  nicht  besteht;  denn  auf  Grund  einer  solchen, 
mit  Ausschluss  der  Ursache  C  construirten  Sterblicbkeits- 
tafel  kann  nach  Nr.  180  ein  Approximativwerth  der  mitt- 
leren Lebensdauer  abgeleitet  werden,  welcher  mit  dem  aus 
der  gewöhnlichen  Tafel,  bei  welcher  von  der  Ursache  G 
nicht  Umgang  genommen  wurde,  gewonnenen  verglichen  den 
Einfluss  dieser  Ursache  auf  die  mittlere  Lebensdauer  er- 
kennen lässt. 

Es  bedeute: 

y  die  Zahl  der  Üeberlebenden  im  Alter  Xy  wenn  die 
Ursache  C  besteht, 

Y  die  analoge  Anzahl,  wenn  diese  Ursache  nicht 
existirt; 
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il^(x)dx  die  Wahrscheinlichkeit,  in  dem  Zeitintervall  x 
bis  X  -{-  dx  in  Folge  der  Wirkung  der  Ursache  C  zu  sterben ; 

(p(x)dx  die  analoge  Wahrscheinlichkeit  in  Bezug  auf 
die  übrigen  Todesursachen. 

Alsdann  ist 

yil){x)dx  die  Zahl  derjenigen,  welche  im  genannten 
Zeittheilchen  der  Ursache  G  zum  Opfer  fallen; 

y<p{x)dx  die  Zahl  derjenigen,  welche  den  übrigen  neben 
C  bestehenden  Todesursachen  erliegen;  die  Summe  beider 
gibt  die  Aenderung,  welche  y  in  dem  erwähnten  Zeitintervall 
erleidet;  doch  muss  dieses  dy  das  Vorzeichen  —  erhalten, 
weil  dem  Wachsen  der  Zeit  eine  Abnahme  der  Ueberleben- 
den  entspricht;  man  hat  also 

—  dy  =  y{rl^(x)dx  -{-  q>{x) dx } . 

Ferner  stellt  Y(p(x)dx  die  Zahl  der  im  Zeitintervall  x 
bis  X  -{-  dx  Verstorbenen  vor,  wenn  die  Ursache  C  nicht 
besteht,  also  die  Aenderung  von  F,  so  dass 

—  dY=  Yq)(x)dx. 

Durch  Eliminirung  von  <p{x)dx  ergibt  sich  die  Relation 


aus  welcher 


-Y^^  +  't'i^y^^ 


J'\fj(pc)dx 

l'  Y=l  •  y  -{'Jt(x)dx  =  l '  ye 

und  endlich  f^{x)dx 

Y=ye (1) 

folgt.  Für  das  Integral  im  Exponenten  lässt  sich  ein  Nähe- 
rungswerth  in  folgender  Weise  ableiten.  Hebt  man  aus 
den  Todtenregistern  heraus,  wie  viele  von  einer  grossen 
Anzahl  im  selben  Zeitabschnitte  (Jahre)  geborener  Personen 
zwischen  0  und  1  Jahr,  zwischen  1  und  2  Jahren,  u.  s.  w. 
zwischen  x  ^—  1  und  x  Jahren  der  Ursache  C  erlegen  sind 
und  dividirt  jede  dieser  Zahlen  durch  die  Anzahl  der  be- 
obachteten Personen,  welche  in  der  Mitte  der  betrefiFenden 
Altersclasse  gelebt,  also  das  Alter  ^,  1^,  •  •  •  rc  —  i  erreicht 
haben,  so  gibt  die  Summe  dieser  Quotienten,  wie  leicht  er- 
sichtlich, einen  Näherungswerth  des  berührten  Integrals, 
mit  welchem  dann  Y  zu  rechnen  ist. 


i_ 
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Beispiel.  Um  die  Anwendung  des  Problems  an  einem  ein- 
fachen Beispiele  zu  erläutern,  nehmen  wir  an,  eine  Epidemie 

habe  in  jeder  Altersclasse  constant  — ;r  =    0"005     aller   in 

dieser  Altersclasse  beobachteten  Todesfälle  zur  Folge;  die 
Tafel  II.  gelte  mit  Einschluss  dieser  Krankheit.  Unter  diesen 
Annahmen  soll  die  Anzahl  der  Ueberlebenden  des  Alters 
von  10  Jahren  berechnet  werden,  wenn  die  Krankheit  nicht 
bestehen  würde. 

Aus  der  Colonne  JSm  +  i  der  Tafel  IL  entnimmt  mao, 
dass  der  erwähnten  Ursache  im  1.,  2.,  •  •  •  lO*®**  Lebens- 
jahre 

7-46,  2-89,  1-48,  094,  065,  058,  0-43,  032,  0*27,  025 

Todesfälle  zuzuschreiben  sind;  dividirt  man  diese  Zahlen 
durch  die  arithmetischen  Mittel  der  aufeinanderfolgenden 
Zahlen  der  Ueberlebenden,  —  diese  Mittelwerthe  können  näm- 
lich als  die  Anzahlen  derjenigeu  angesehen  werden,  welche 
^y  1^,  •  •  •  9^  Jahre  alt  werden  und  aus  welchen  die  obigen 
Todesfälle  hervorgegangen  sind,  —  also  durch 

9253,  8217,  7779,  7537,  7378,  7254, 7152, 7077, 7018, 6966, 

so  ergeben  sich  die  Quotienten 

0-0008062, 

00003517, 

0-0001902, 

0-0001247, 

0-0000881, 

0-0000799, 

0-0000601, 

0-0000452, 

0-0000385,  . 

00000359 

als  Näherungswerthe  der  Wahrscheinlichkeiten,  der  Epidemie 
in  den  betreffenden  Altersjahren  zum  Opfer  zu  fallen,  und 
ihre  Summe 

0-0018205 
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ist  ein  Näherungswerth   des  Integrals  ßl){pc)dx\   die  Formel 
(1)  gibt  dann  die  gesuchte  Zahl 

^10  =  2/io  ^'^^'^'^^  =  6941  .  1-00182 

=  6953. 

Würde  also  die  Epidemie  erlöschen,  so  wäre  die  Zahl 
derjenigen  von  10000  Neugeborenen,  welche  das  Alter  von 
10  Jahren  erleben,  6953,  also  um  12  grösser,  als  dies  beim 
Walten  der  Krankheit  der  Fall  ist. 

Auf  deiaselben  Wege  Hessen  sich  die  Zahlen  der  üeber- 
lebenden  für  alle  andern  Altersjahre  ableiten. 

185.  Definition  der  wahrscheinliclien  Lebensdauer.  Die 
wahrscheinliche  Lebensdauer  einer  Person  des  Alters  m  ist 
jener  Zeitraum,  innerhalb  dessen  die  Hälfte  der  Personen 
dieses  Alters  verstorben  ist.  Wird  sie  mit  i?^  bezeichnet, 
so  kann  man  eins  gegen  eins  wetten,  dass  eine  m-jährige 
Person  noch  Bm  Jahre  leben  oder  vor  Ablauf  dieser  Zeit 
sterben  wird. 

Um  Um  aus  der  Sterblichkeitstafel  zu  finden,  nehme 
man  die  dem  Alter  m  entsprechende  Zahl  Am  und  suche  in 
der  Alterscolonne  jene  Zahl  h,  welche  der  Zahl  \  Am  in  der 
Colonne  der  Lebenden  entspricht,  so  ist 

Brn  =  Ä  —  *^. 

Insbesondere  ist  Bq  die  wahrscheinliche  Lebensdauer 
oder  das  wahrscheinliche  Lebensalter  der  Neugeborenen. 

Erstes  Beispiel.  Die  wahrscheinliche  Lebensdauer  einer 
50jährigen  Person  zu  suchen. 

Man  findet  aus  der  Tafel  IL 

^50  =  4450,      1^,0  =  2225;     . 

der  letzteren  Zahl  entspricht  das  Alter  h  =  69*23,  also  ist 

iJgo  =  69-23  —  50  =  19-23. 

Zweites  Beispiel.  Die  wahrscheinliche  Lebensdauer  der 
Neugeborenen  zu  berechnen. 

Zu  diesem  Ende  suche  man  das  der  Zahl  —  J.^  =  5000 

entsprechende  Alter  und  findet 

R^  =  42-22; 
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innerhalb    dieses    Zeitraumes   hat    sieh   also    die    Zahl    der 
Neugebornen  auf  die  Hälfte  reducirt. 

3«   Wahrscheinlichkeiten,  yerbandene  Leben  betreiffend« 

186.  Erstes  Problem.  Zwei  Personen  A  und  B,  m  und 
n  Jahre  alt,  sind  für  einen  Zeitraum  von  t  Jahren  verbunden; 
welches  sind  die  Wahrscheinlichkeiten  ^  dass  die  Personen  nadh 
Ahlauf  dieser  Zeit  twch  leben  oder  verstorben  sein  werden? 

Lösung.     Die  Wahrscheinlichkeit, 

dass  A  nach  t  Jahren  lebt,  ist  p    =      .      ; 

m 


n 

A 


A^     ' 

m-\-t 


A^ 

n 


1)  Die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit,  dass  die- 
beiden  Personen  nach  t  Jahren  noch  am  Leben  sind,  ist 

A  A 

/     //  -^m  4-  t      -^n  + 1 

PP    =— T^ x^. 

m  n 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Gegensatzes,  dass  ent- 
weder keine  oder  nur  eine  der  Personen  nach  t  Jahren  am 
Leben  ist,  hat  den  Werth 

3)  Die 'Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  t  Jahren  A  lebt 
und  B  todt  ist,  lautet 


/  i-  -  ^  (i  -  %t/). 


4)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  t  Jahren  3  lebt 
und  A  bereits  gestorben  ist,  lautet 


n       ^  — VI 


\ 
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5)  Dier  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  t  Jahren  beide 
Personen  verstorben  sein  werden,  ist 

,v--(i-^)(i-^)- 

Anmerkiiiig  I.  Die  Wahrscheinlichkeiten  unter  1),  3), 
4),  5)  sind  die  Glieder  des  Productes 

(p  +  a')  (p"  +  q")  =  1. 

Anmerkung  IL  Die  Wahrscheinlichkeiten,  welche  sich 
auf  drei  für  einen  gewissen  Zeitraum  verbundene  Personen 
beziehen,  gibt  das  Product 

187.  Zweites  Problem.  Sei  M  eine  Anzahl  von  Ehe- 
paaren, die  Männer  sämmtlich  im  Alter  von  m,  die  Fra^nen  im 
Alter  von  n  Jahren;  welches  sind  die  Anzahlen  der  nach  t 
Jahren  noch  verbundenen,  der  getrennten  und  der  verstorbenen 
Paare? 

Lösung. 

1)  Nach  t  Jahren  sind  noch  M-^-—^  Paare  ver- 
bunden. 

2)  Nach  t  Jahren  leben  M  ^^  (l ji-')  Witwen. 

3)  Nach  t  Jahren  leben  M  ^-^  (l  -  --^^)  Witwer. 

4)  Nach  t  Jahren  existiren  m(i  —  ^~^)  (l  -  -^-) 

Paare  nicht  mehr. 

Liegen  nach  dem  Geschlechte  getrennte  Sterblichkeits- 
tafeln vor,  so  sind  die  Zahlen  Am^  Am-{-t  der  Tafel  für  das 
männliche,  die  Zahlen  An,  An-\-t  jener  für  das  weibliche  Ge- 
schlecht zu  entnehmen. 

Beispiel.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Tafel  IL 
für  beide  Geschlechter  Giltigkeit  hat,  sind  von  10000  Ehe- 
paaren, bei  welchen  die  Männer  im  Alter  von  30,  die  Frauen 
im  Alter  von  20  Jahren  stehen,  nach  15  Jahren  noch 
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10000  •  ^*^  •  ^55  =  7092  verbunden;  femer  leben 

10000  •  4-'-  (l  -  4")  =  1449  Witwen, 

10000  •  ^"  (l  —  4--)  =  1212  Witwer,  und 

-^80     ^  -^20' 

10000  •  (l  -  4-)  (l  —  1")  =  247  Paare  existiren  nicht  mehr. 


^30'      ^  "'20' 


4.    Mittlere  Dauer  einer  Yerbindiing  Ton  Menschenleben. 

188.  Definitionen.  Unter  der  mittleren  Ehedauer  ver- 
steht man  die  durchschnittliche  Anzahl  von  Jahren,  durch 
welche  Ehepaare  von  bestimmter  Alterscombination  verbun- 
den bleiben. 

.  Als  mittlere  Datier  des  Witwenstandes,  beziehungsweise 
Witwerstandes  wird  die  durchschnittliche  Anzahl  von  Jahren 
bezeichnet,  welche  die  Frauen,  beziehungsweise  Männer  der 
betreflfenden  Kategorie  als  Witwen,  respective  Witwer,  also 
nach  erfolgter  Lösung  der  Ehe,  verleben. 

189.  Erstes  Problem.   Die  mittlere  Daner  von  Ehen  zwi- 
sclien  Männern  im  Älter  von  a  und  Frauen  im  Alter  von  a 
Jahren  zu  bestimmen. 

Erstes  Verfahren.  Das  Sterblichkeitsgesetz  sei  in  der 
Weise  dargestellt,  dass  die  Zahl  der  in  jedem  Alter  üeber- 
lebenden  als  Function  dieses  Alters  ausgedrückt  ist. 

Sei  also  jP(a)  die  Zahl  der  Männer,  welche  das  Altera 

erreichen,  F^{a')  die  Zahl  der  Frauen,   welche  das  Alter  a 

erreichen ;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  x  Jahren  Mann 

und  Frau  leben  werden,  hat  dann  zum  Ausdruck 

F{a  +  x)     F,  {a  +  x) 
F{a)       '       F,{a)     ' 

und  dies  ist  auch  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  das  nächste 
Zeittheilchen  dx  zusammen  durchleben.  Integrirt  man  dem- 
nach den  Ausdruck 

F^a+jol     F,  ja   +  x)  , 
"    F{a)       '       FAa)      ''^ 

zwischen  x  =  0  und  jenem  Werthe  von  x,  für  welchen  einer 


—     363    — 

der  beiden  Factoren  Null  wird,  so  ergibt  sich  die  gesuchte 
mittlere  Ehedauer 

Zweites  Verfahren.     Das  Sterblichkeitsgesetz  sei  durch 

y   =z   (p  (u)  du, 
y^=    xl,  (u)  du 

dargestellt,  wobei  y  die  Wahrscheinlichkeit,  im  Zeitintervall 
tf  bis  M  +  du  zu  sterben,  für  den  Mann,  «/i  die  analoge 
Wahrscheinlichkeit  für  die  Frau  bedeutet. 

Die  mittlere  Ehedauer,  als  mathematische  Erwartung 
aufgefasst,  setzt  sich  aus  zwei  Antheilen  zusammen:  1)  aus 
dem  Antheile,  welcher  von  dem  durch  den  Tod  des  Mannes, 
2)  aus  jenem  Antheile,  welcher  von  den  durch  den  Tod  der 
Frau  gelösten  Ehepaaren  herrührt. 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Mann  nach  x,  die 
Frau  nach  0  Jahren,  vom  Zeitpunkte  der  Eheschliessung  an 
gezählt,  stirbt,  ist 

(p(a  -}'  x)  ijj  {a  +  ^)  dx  dz ; 

zugleich  ist  dies,  wenn  x<iz,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die  Ehe  durch  x  Jahre  verbunden  bleibt  und  nach  Ablauf 
dieser  Zeit  durch  den  Tod  des  Mannes  gelöst  wird;  wenn 
man  demnach  den  Ausdruck 

xq)  (a  -\-  x)  tp  {a   +  ^)  dx  dz 

in  Bezug  auf  z  innerhalb  der  Grenzen  x  und  oj'  —  a  {ca' 
bedeutet  das  höchste  Frauenalter)  und  hierauf  in  Bezug  auf 
X  innerhalb  der  Grenzen  0  und  ca  —  a  {(o  ist  das  höchste 
Mannesalter)  integrirt,  so  erhält  man  den  ersten  Antheil 

w — a  tu' — a 

S  S^  q)  {a  -\-  x)  if  {a  -{-  z)  dx  dz (a) 

0         X 

2)  Derselbe  Ausdruck 

g?  (a  +  ^)  ^  {<^'  +  ^)  dx  dz 
bedeutet,  wenn  x>  z,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Ehe 
durch  z  Jahre  verbunden  bleibt  und  nach  Ablauf  dieser  Zeit 
durch  den  Tod  der  Frau  gelöst  wird;  man  braucht  daher  nur 

z  (p{a  -{-  x)rlj{a  -{-  z)  dx  dz 


^  I 
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in  Bezug  auf  z  innerhalb  der  Grenzen  0  und  x,  sodann  in 
Bezug  auf  x  innerhalb  der  Grenzen  0  und  cd  —  a  zu  inte- 
griren,  um  den  zweiten  Antheil 

cü — a  X 

J  Jz  q)  {a  +  x)  tIj  {a  +  z)  dx  dz (j5) 

0       0 

zu  erhalten.   Durch  Summirung  von  (a)  und  {ß)  ergibt  sich 

(ji — a  la' — a  o) — a  x 

Maa'==J  Jxq){a'{-x)jl){a+z)dxdz-\-J  Jzq)(a+x)'il>{a'\-z)dokdz  .  (2) 

Q      X  0     0 

190.  Zusatz.  Aus  Sterblichkeitstafeln  der  üblichen  Form 
lässt  sich  ein  Werth  für  die  mittlere  Ehedauer  ableiten,  so- 
bald über  die  Absterbeordnung  innerhalb  eines  Jahres  eine 
Annahme  getroffen  wird.  Diese  soll,  wie  schon  in  Nr.  180, 
in  der  Voraussetzung  der  gleichmässigen  Vertheilung  der 
Sterbefalle  auf  das  ganze  Jahr  bestehen. 

Wir  legen  unserer  Rechnung  die  Formel  (1)  zu  Grunde, 
müssen  jedoch  die  Integration,  der  gegenwärtigen  Natur  der 
Function  entsprechend,  streckenweise  —  von  Jahr  zu  Jahr  — 
vornehmen.     Bedeutet  nämlich  x  einen  echten  Bruch,  so  ist 

F{m  +  x)  =  Am  —  xBmJ^t 
oder 

F{m  +  x)  =  ÄmJ^i  -\'{l—x)  JB^+i; 

man  hat  daher 


^  a      a' l 0 

-j-f\Äa+,  +  (l-x)B„+,)  (Äa-+2  +  il-X)B^+i)  dx+- 

0 

Nun  findet  sich  leicht 
1 
/(A+.  +  (1  -  a;)  -Ba+i)  (Äa'+i  +  (1  -a;)^a'+i)  äx 

0 

stellt  man  die  analogen  Ausdrücke  für  die  übrigen  Integrale 
innerhalb  der  Klammer  her  und  zieht  die  Summe,  so  wird 

Maa'=-7—7-\  UiÄa-^i  Äa'^i-\- i(UiAa-\.iBa'+i'{- 2JiÄa'-{-iBa+i) 
^a^a'  Li  1  1 
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Die  Zahlen  Ä,  B  beziehen  sich  auf  die  Tafel  für  das 
männliche,  jene  Ä\  JB'  auf  die  Tafel  für  das  weibliche  Ge- 
schlecht. Die  sämmtlichen  Summen  sind  bis  zu  den  Null 
werdenden  Gliedern  zu  führen. 

191.  Beispiel.  Die  mittlere  Ehedauer  für  Ehepaare  zu 
bestimmen,  wo  der  Mann  im  Alter  von  70  (a),  die  Frau  im 
Alter  von  60  (a)  Jahren  steht,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Tafel  IL  für  beide  Geschlechter  Giltigkeit  hat. 

In  Ausführung  der  Formel  (3)  findet  sich: 

Aj^     Aqq      =     7,290.470, 

29 

2Ji  Ä'jo+i  Äeo+i  =  37,660.262, 
1 

29 

U^Ä^o-^iBeo-\^i  =     1,934.401, 
1 

30 

UiÄ6o-\-iBw-\-i  =    5,055.464, 
1 

30 

27,- Byo-ft-Beo+t  =       293.187, 
1 

und  durch  Einführung  dieser  Werthe  in  die  Formel  erhält 

man 

-3^70,60  =  5*52  Jahre. 

192.  Zweites  Problem.  Die  mittlere  Datier  des  Witwen- 
standes zu  ermitteln. 

Erstes  Verfahren.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  a- 
jährige  Frau  eines  a -jährigen  Mannes  nach  x  Jahren  als 
Witwe  lebt,  ist 

V  F{a)     )       F,{a)      ' 

dies  ist  zugleich  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  das  nächste 
Zeittheilchen  dx  als  Witwe  zubringt;  wenn  man  also  den 
Ausdruck 


/  F{a  +  x)\  F,{a+x)    , 

y-      FW~I       F,{a) 


innerhalb    der  Grenzen  0  und  co'  —  a'    integrirt,   so    ergibt 
sich  der  gesuchte  Werth 
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0} — a 


0 

_    CF,  (a'+  X)  ,  /•F(a  +  a;)F.(a'+a;)  , 

ü  0 

*iiun  ist  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  die  mittlere  Lebens- 
dauer einer  a'-jährigen  Frau  (Nr.  178),  der  zweite  Theil  die 
mittlere  Ehedauer  (nach  Gl.  (1),  Nr.  188),  daher  ist 

Waa-    ==    Ma'-Maa' (4) 

Zweites  Verfahren.     Der  Ausdruck 

9)  (a  +  a;)  ^  (a'  +  z)  dx  dz 

gibt,  wenn  z'>  x  ist,  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  die 
Frau  ihren  Ehegatten  um  die  Zeit  z  —  x  überlebt,  diesen 
Zeitraum  also  (vorausgesetzt,  dass  sie  nicht  wieder  eine  Ehe 
eingeht)  als  Witwe  zubringt;  integrirt  man  sonach 

{z  —  x)  (p  {a  -{-  x)  tl)  {a  +  z)  dx  dz 

in  Bezug  auf  z  innerhalb  der  Grenzen  x  und  (o  —  a,  dana 
in  Bezug  auf  x  innerhalb  der  Grenzen  0  und  cd  —  a,  so  er- 
hält man  die  gesuchte  Zeitdauer 


va — a     0)  — a 


Waa'  =  J  J^  q>{a  -\'  x)'^{a  -\-  z)  dx  dz 


0       X 


m — a    ö>' — a 


—  S  y^  9  (^  +  ^)  ^  (^'  +  ^)  dx  dz. 

0        X 

Durch  Addition  dieser  Gleichung  zu  jener  (2),  Nr.   189  er- 
gibt sich 

CD— «      X 

Waa'  +  Maa'  =/  J^q>{a  +  x)  il) {a  +  z)  dxdz 


0        0 

w—a    üj — a 


+  r  fz  fp{a  -^  x)  tif  (a  -^  z)  dx  dz 


0        X 
(o — a    0)' — a' 


S  jT^  9  (^  +  ^)  V'  (^'  +  ^)  ^^  ^^ 


Ü         0 
(o — a  (!)' — a' 


=  J<p  (a  +  ^)  dxjz  t  (a  -{'  z)  dz] 


0  0 
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nun  ist  aber  offenbar 

O)  —  a 

f(p  (a  -{-  x)  dx  =  1, 

0 

weil  der  Mann  ein  zwischen  a  und  cd  liegendes  Alter  er- 
reichen muss;  derWerth  des  zweiten  Integrals  gibt  die  mitt- 
lere Lebensdauer  der  a'-jährigen  Frau,  man  hat  also 

woraus  wie  vorhin 

folgt. 

193.  Drittes  Problem.  Die  mittlere  Bauer  des  Witwer- 
standes zu  berechnen. 

Durch  analoge  Betrachtungen,  wie  sie  vorhin  gefuhrt 
wurden,  findet  man 

Waa'    =    Ma-  Maa' (5) 

Beispiel.  Für  Ehen  der  in  Nr.  191  bezeichneten  Kate- 
gorie die  mittlere  Dauer  des  Witwenstandes  und  Witwerstan- 
des zu  berechnen. 

Lösung.  Durch  Zuhilfenahme  der  Tafel  in  Nr.  180  und 
des  in  Nr.  191  erhaltenen  Werthes  vbn  Maa'  findet  man 

Waa'  =  12-53  — 5-52  =  701, 

Waa'  =     7-26  —  5-52  =  1-74  Jahre. 

Anmerkong.  Auf  Grund  der  Formeln  (4)  und  (5)  kann 
die  für  eine  bestimmte  Altersdiflferenz  der  Eheleute  con- 
struirte  Tafel  der  mittleren  Ehedauer,  durch  Zuhilfenahme 
von  Tafeln  der  mittleren  Lebensdauer,  mit  den  Colonnen 
„mittlere  Dauer  des  Witwenstandes"  und  „mittlere  Dauer  des 
Witwerstandes"  leicht  ergänzt  werden. 

194.  Laplace's  Untersuchung  über  die  mittlere  Ehedauer. 
Wir  betrachten  eine  Anzahl  n  von  Ehepaaren,  bestehend  aus 
a -jährigen  Männern  und  a'-jährigen  Frauen. 

Erreicht  ein  a-jähriger  Mann  mit  der  Wahrscheinlichkeit 
<p  das  Alter  a  +  a;,  eine  a'-jährige  Frau  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit xlf  das  Alter  a'  +  x,  so  ist  (pil;  die  Wahrscheinlich- 
keit,  dass  eine  Ehe  der  erwähnten  Art  x  Jahre,  nachdem  sie 
geschlossen  worden,  noch  besteht.     Mithin  repräsentirt  das 
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ersetzt;    dabei  ist  unter  q    der  Werth  -  —  zu  verstehen,    so 
dass  die  Relation 

^  =  -^ ia) 

statthat.     Man  erhält  auf  diese  Weise  zunächst 


X 


^  °°  (?+"«)l(l>'-9'-«)! 

entwickelt   man   den    Coefficienten    nach    der    Stirling'schen 
Formel,  welcher  zufolge 

so  wird  nach   einigen  Transformationen  unter  Berücksichti- 
gung von  (a) 

77=1/  P° 

r   iqp  {p  —  q)(,p+p)x 


Z      \«+2'+«+i  /^  £?  \JP+JP'— 3— 9'— «H-i 

X 


Z\q'-\-'-\-\   /  ;8f       \p'— 2'— «  +  i 


(■+?)'"■"*  ('-pif) 


1  /         f'         ^ 


weil  die  noch  übrigbleibenden  Factoren  sich  zu 


vereinigen  lassen,  was  im  Hinblick  auf  die  Beziehung  (a)  der 
Einheit  gleichkommt. 

Die  letzte  Formel  gestattet  eine  weitere  Reduction;  ent- 
wickelt man  den  natürlichen  Logarithmus  des  von  dem 
Wurzelzeichen  freien  Factors  A  unter  Vernachlässigung 
höherer  Potenzen  von  Zj  so  wird,  weim  man  immer  wieder 
von  (a)  Gebrauch  macht. 
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-(«'+^+i)l?+-l+(i''-ä'-^+l)(F^+-l 

und  daraus 


A  =  ß^^'^—^^^+P'^  ß      2qp'{p—q){p-i-p') 

Ciiq—p)p^Z  \^      2qp'{p-^q){p+p') 


^  /^    ,  {M-P)P'^      \  g 

\     '   Hp{p—a){p+p)/ 


Der  erste  Factor  dieses  Ausdruckes  kann  unter  Voraussetzung, 
dass  p,  q,  p'  sehr  grosse  Zahlen  sind,  der  Einheit  gleich- 
geachtet werden,  und  setzt  man  den  solcher  Weise  reducir- 
ten  Werth  von  Ä  in  die  Formel  für  77  ein,  so   erhält   man 


i>»«» 


V  ^ap(p  —  9){p+p)^ 

als  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl  der  von  p'  a-jähri- 
gen  im  Alter  a  •■\-  x  üeberlebenden 


p  q 


+  ^ 


P 
beträgt  (eigentlich  zwischen  diesem  Werthe  und  dem  unend- 

lieh  benachbarten  ^-^  +  ^  +  ^^    enthalten    ist),    oder    als 
Wahrscheinlichkeit  der  Beziehung 

l  —  ä^  —  l. 
p       p       p  ^ 

nun  kann  bei  sehr  grossem  p  und  q  der  Quotient  —  durch  q) 
ersetzt  werden;  es  ist  also  77  die  Wahrscheinlichkeit  für 

^      p         p'^ 

z^ 
oder,    bei  Vernachlässigung  von  -Tg,  für 


2 g'*  ^q'  z 

9>    —^2  ^ ; 


24* 
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oder  endlich  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ausdruckes 

P  P 

fiir  ng)^. 

196.  2)  Um  die  Wahrscheinlichkeit  77'  zu  finden^  dass 
die  Zahl  i  der  nach  x  Jahren  noch  bestehenden  Ehen  W9*  +  Z 
beträgt,  beachte  man,  dass  ng)^  der  Exponent  von  qp*  in  dem 
maximalen  Gliede  der  Entwicklung  [9?^  +  (1  —  9^)]"  ist; 
mithin  gibt  das  Z*®  Glied  vor  diesem  maximalen  Gliede  den 
Ausdruck  für  7J'.  Nun  ist  aber  nach  Nr.  51  (wenn  man 
dort  die  jetzt  giltigen  Bezeichnungen  einfuhrt,  also  fi  mit  «, 

p  mit  9?*  und  q  mit  1  —  9?^  vertauscht) 

f* 

V23rw<jp*(l  —  qp*) 

nimmt  man  an,  dass  6r«^,ti_i  =  6rny'+i,  so  folgt 

•    77-  = ^-=^  ,""^^("1^^^  ^^ 

als  Wahrscheinlichkeit  der  Bestimmung 

oder  präciser  gesprochen  als  Wahrscheinlichkeit  der  un- 
endlich benachbarten  Grenzen  ng)^  -{-  l  und  wg?^  +  Z  +  rfZ 
von  i;  ersetzt  man  hier  ng>^  durch  den  in  Nr.  195  abgeleite- 

ten  Werth  -4^ %-.  so  ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit 

77^  der  Bestimmung 

. nq'^        2nq'z    ^^  , 

1    — —  TOT  TS         "T"    V 

das  Product  aus  der  Wahrscheinlichkeit  77  von  ü  und  der 
Wahrscheinlichkeit  77'  von  Z,  also 

n^  =  nn'  ^  ^ 


«* 


= — —         —  dz  dl, 

2nynp'q)^{X  —  (py  (1  +  9?) 

wenn  man  ^—  neben  1  unterdrückt. 
P 


r 
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Nun   wurde   aber  an  die   Spitze  der  Untersuchung  die 
Frage  nach  der  Wahrscheinlichheit  von  s  in 

p  *     • 
gestellt;  vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  dem  vorigen 


so  folgt 


7         2nq'z 


und  fuhrt  man  den  hieraus  für  l  fliessenden  Werth 

in  dem  Ausdruck  für  U^  ein,  integrirt  sodann  in  Bezug  auf 
^  innerhalb  der  Grenzen  +  cx),  so  ergibt  sich 


^ß 


—  CX) 

als  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  irgend  einem  Werthe  von 
z  der  Werth  von  i  innerhalb  der  unendlich  benachbarten 
Grenzen 

und  —^. — h  s  +  ds  enthalten  ist. 

197.     Die  Wahrscheinlichkeit  P  zu  bestimmen,  dass  der 

Fehler  in  i  =  -^  innerhalb    gegebener  Grenzen    -j-  s  ent- 

halten  sei,  integrire  man  den  obigen  Ausdruck  für  P,  noch- 
mals in  Bezug  auf  s  innerhalb  der  Grenzen  +  s.  Behufs 
Ausführung  dieser  Integrationen  transformiren  wir  den  Ex- 

ponenten  von  e,  wobei  wir  im  zweiten  Gliede  desselben  K 
näherungsweise  durch  qp  ersetzen,  wie  folgt: 

-r 


2/>Xl  — (p)     '     2wp'*9«(l  — 9«) 


s» 


j}'(i  +  y)  +  ^*^y  2 2g    . 

~     2i)'V(l  — 9>')     ^          PXl  —  9^*)  ^  "^  2nV(l  — 9*) 
/>' (1  +  9)  +  4nqp  r   2   1 ^' ^  1    I  «* 
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zur  Abkürzung  sei 

P'(^  +  y)  +  ^wy  _  , 2p' s  ^ 

2i?'*<p(l  — 9*)  ^      jp'(l  +  9)  +  4ng)       ^' 

es  ist  dann  weiter 


2p  g)  (1  —  9)  ^  2ni?'>2(l  —  qp*)        2n<jp'^  (1  —  9*) 

mithin,  wenn  für  den  Augenblick  der  vor  dem  Integrations- 
zeichen stehende  Coefficient  mit  c  bezeichnet  wird, 

P  =  cfdse   L2n9M-y*)      '\n,^k\z^,v 

—  8  —00 

8 


-tf' 


=  I  dse 


,     L2«9*(l-y^)       9(1-9*)  {P'  +  (P'+4n)y}J 


—  8 


y'27cn(p\l—q>)  {p+{p+4: 


n)<p)J 


p'a^ 


Vp_  A^g     2n9)»(l-y){p'-Kl>'-H»)9}^ 


—  s 


Setzt  man  schliesslich  zur  Abkürzung 


P 


2n(p*{l  —  9>){p' +  (l>' +  4*1)9}  ' 

so  wird 


0 

die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit. 

Beispiel.  Unter  Zugrundelegung  von  Tafel  II.  sind  die 
wahrscheinlichen  Grenzen  der  Anzahl  jener  Ehepaare  zu  be- 
rechnen, welche  von  10000  zwischen  20-jährigen  Personen 
geschlossenen  Ehen  nach  30  Jahren,  zu  einer  Zeit  also,  wo 
die  Ehegatten  50  Jahre  alt  sind,  noch  bestehen. 

Für  diesen  Fall  ist 

i>'  =  6415,     q  =  4450, 
n  =  10000; 

rechnet  man  1c  mit  dem  Werthe  op  =  — -  ^=  0'6936867 ,  so 

^         6415  ' 

findet  sich 

]c  =  0-007507. 
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Nun   ist   die  Wahrscheinlichkeit   der  Fehlergrenze  s  in 

i  =  n  ^  =  4812 
ausgedrückt  durch 

s  ks 

p  =  li  Te-*'*^  ds  =  -%  /V'*  dt, 

0  0 

und  da  es  sich  um  die  wahrscheinliche  Fehlergrenze  handelt, 
so  muss  P  =  0*5  werden,  wofür 

Jcs  =  0-476936 

wird.     Mit  dem  für  k  gefundenen  Zahlenwerthe  erhält  man 
nun 

0-476936         n  A 
0007607  ' 

mit  der  Wahrscheinlichkeit  —  liegt  also  die  Anzahl  der  von 

10000  Ehen  der  erwähnten  Kategorie    nach  30  Jahren  noch 
bestehenden  Ehepaare  zwischen  den  Grenzen 

4812  -  64  =  4748    und    4812  +  64  =  4876. 

Für  P  =  0*9  fände  man  aus  Tafel  L  durch  Interpolation 

Jcs  =  1-160013 

und  mit  Hilfe  von  k 

1160013 .  -  K 

^  ~"  0007507  ""  ^^^' 

so  dass  dieser  Wahrscheinlichkeit  die  Grenzen 

4657     und    4967 

von    i  entsprechen.     Mit    weiter   wachsendem  P  rücken  die 
Grenzen  von  i  immer  langsamer  auseinander. 

5.   Theorie  der  Bevölkerung  nach  Enler's  Hypothese. 

198.  Theorem.  Ist  in  einem  Lande  das  Verhältniss  der 
jährlichen  Gehurten  some  jenes  der  jährlichen  Sterbefälle  zur 
gesammten  Bevölkerung  constant,  so  bilden  die  Zahlen  der  Ge- 
burten, der  Sterbefälle  sowie  die  Bevölkerungszahlen  der  auf- 
einanderfolgenden Jahre  geometrische  Progressionen, 

Beweis.     Es  bezeichne: 

Fdie  Bevölkerung  zum  Zeitpunkte  r;  T*  G  beziehungs- 
weise die  Zahl  der  Todes-  und  Geburtsfälle  in  dem  diesem 
Zeitpunkte  nachfolgendem  (ersten)  Jahre; 
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Fl  die  Bevölkerung  zum  Zeitpunkte  r  +  1; 

T, ,  Gl  die  analogen  Zahlen  des  2.  Jahres ; 

Fa  die  Bevölkerung  zum  Zeitpunkte  r  +  2; 

Tg,  6r2  die  analogen  Zahlen  des  3.  Jahres;  u.  s.  w. 

Die  Hypothese  Euler's  nimmt  an,  es  sei 

-är  =  9,     -j=^;    woraus  G=y,    T  = —,    -^  =  f-; 
^1 n      Zl /.  n  Xi     T  Zi     Tl. i. 

^8  ^        ^a  *,  n   ^%      rp  ^2       T^  g 


0^2  ~  ^'     T,  ~  ^'       "      ^2      ^  '  ^2       t^a^—\t' 

u.  s.  w. 

1)  Die  üeberschüsse  der  Geburten  über  die  Todesfalle 
in  den  aufeinanderfolgenden  Jahren  sind 

H^^G^  —  T^=  .     .    •   ^2  (-^  —  t)j  ^'  s-  w. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

r  =  1  -4 - 

so  ergibt  sich  leicht 

y- y, 

r,  =  V     +2J     =(l  +  i-.i)  =  Fr, 

r,^r,  +2J,   =  : r,r, 

Vi  =  F_i  +  2:,-i  == Vi-i  r; 

durch  Multiplication  dieser  Gleichungen  findet  man  nach  ent- 
sprechender Abkürzung 

Vi^Vr^', (a) 

daher  ist 

F-  +  i=Fr*-+V 
woraus  • 


V. 


gefunden  wird. 


.4.^ 


r 


r  =  ^- (ßl 
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2)  Ersetzt  man  in  (a)  Fi  durch  g  Gi  und  V  durch  ^r  Q, 

so  folgt 

ö.  =  Gr'-, iß) 

also 

woraus  wieder 

geschlossen  wird. 

3)  Setzt  man  in  Gleichung  («)  an  Stelle  von  Vi  den 
Werth  tTiy  ebenso  tT  statt  V,  so  erhält  man 

Ti^^Tr*, (y) 

woraus 

und 

^=^ (y) 

folgt. 

Durch  die  Gleichungen  («),  (j3),  (y)  ist  das  aufgestellte 
Theorem  erwiesen;  die  Formeln  («'),  (j8'),  (y')  zeigen,  wie 
der  gemeinschaftliche  Quotient  der  geometrischen  Progressio- 
nen aus  den  Bevölkerungs-,  Geburts-  und  den  Zahlen  der 
Verstorbenen  zweier  aufeinanderfolgender  Jahre  ermittelt 
werden  kann. 

Anmerkung.  Die  Verhältnisszahlen  g  und  t,  welche  auch 
als  Anzahlen  derjenigen  Einwohner  gedeutet  werden  können, 
auf  welche  jährlich  je  ein  Geburts-,  respective  Sterbefall 
kommt,  bezeichnet  man  als  Geburts-,  beziehungsweise  Sterb- 
lichkeitsziflfer.  Häufig  belegt  man  auch  die  Reciproken  dieser 
Zahlen  mit  den  eben  angeführten  Namen.  Der  Werth  r 
würde  gewissermassen  ein  Mass  für  das  Wachsthum  der 
Bevölkerung  abgeben. 

Geburts-  und  Sterblichkeitsziffer  werden  sehr  häufig  zur 
Beurtheilung  der  Bevölkerungsbewegung  angeführt,  haupt- 
sächlich wegen  ihrer  anschaulichen  Bedeutung.  Besonderen 
wissenschaftlichen  Werth  darf  man  diesen  Zahlen  jedoch, 
namentlich  in  der  vorliegenden  Auffassung,  nicht  beilegen. 

Was  die  in  der  Euler'schen  Hypothese  vorausgesetzte 
Beständigkeit  von  g  und  t  anlangt,  so  muss  im  Vorhinein 
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bemerkt  werden,  dass  eine  solche  wohl  nirgends,  namenüiclr 
nicht  für  lange  Zeiträume,  streng  besteht;  vielmehr  sind  die 
genannten    Werthe    mehr    weniger    grossen    Schwankungen 
unterworfen. 

199.  Erstes  Problem.  Für  eine  Bevölkerung,  welche  den 
im  vorigen  Theorem  gestellten  Forderungen  Genüge  leistet^  die 
Anzahl  i  von  Jahren  abzuleiten,  welche  nöthig  ist,  damit  sie 
auf  den  m-fachen  Betrag  ihres  gegenwärtigen  Standes  anr- 
wachse. 

Lösung.  Ist  Fdie  gegenwärtige  Bevölkerung,  so  ist  sie 
nach  Ablauf  von  i  Jahren   Fr*;  aus  der  Bedingung 

Vr*  ==:  mV 

folgt 

. log  m 

logr 

Beispiel.  Für  a  =  2  und  m  =  500  Millionen  findet  sich 
unter  Zugrundelegung  des  Werthes  r  =  1*0062,  (welchen 
Liagre  für  die  Bevölkerung  Belgiens  abgeleitet  hat), 

i  =  3240, 

so  dass  3240  Jahre  hinreichen  würden,  damit  aus  einem 
Menschenpaare  eine  Bevölkerung  von  1000  Millionen  an- 
wachse. 

200.  Zweites  Problem.  Unter  der  gleichen  Voraussetzung 
bestimme  man  aus  dem  Ueberschusse  U  der  Geburten  Ober  die 
Sterbefälle  innerhalb  eines  Zeitraumes  von  i  Jahren  den  Quo- 
tienten der  Beihe,  welche  von  den  successiven  Bevölkerungs- 
zahlen gebildet  mrd. 

Lösung.     Wäre   V  die  Bevölkerung  am  Beginn,   Vi  die 

Bevölkerung  am  Schlüsse  des  gedachten  Zeitraumes,  so  hätte 

man 

Vi  =  Vr\ 


woraus 


r=n=f^^'f^ 


2 

V 


gefunden  wird. 


=  1  -I-  _=  1  4-_! 

^    '     tF         ^  ^      iV 
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Beispiel.    In  Preussen  betrug  die  Bevölkerung 

1822    .    .    11,664133, 
1834    .    .     13,509927; 

daher  war  U  in  diesem  12jährigen  Zeiträume  1,845794; 
hieraus  würde  sich 

r  =  1  +  -l»-^i-^^-^>      =  1-013187 

^         ^^12.11,664133  A^J-^AOI 

ergeben.  Rechnet  man  mit  diesem  Betrage  die  Bevölke- 
rung für  das  Jahr  1828  nach  der  Formel 

r=  1 1,664133.  (1013187)^ 

so  ergibt  sie  sich  mit  12,617991  gegen  die  wirklich  be- 
obachtete 12,726110. 

201.  Drittes  Problem.  In  dem  Kalenderjahre  von  r  his 
t  -{- 1  seien  T,' + 1  Sterbeßlle  von  Personen  zwischen  den  Alters- 
grenzen i  und  i  -{- 1  beobachtet  worden;  es  soll  hieraus  die 
Zahl  Ti_|-i  von  Personen  ermittelt  werden,  welche ^  aus  einem 
Geburtsjahre  stammend,  zmschen  den  Altersgrenzen  i  und  i  +  1 
sterben, 

Lösung.  Die  Verstorbenen  l^  +  i  zerfallen  in  zwei 
Gruppen,  nämlich  in  solche,  welche  aus  dem  Geburtsjahre 

t  —  (i  -f-  1)     bis     X  —  i '(1) 

und  in  solche,  welche  aus  dem  Geburtsjahre 

^+  1  _-(i+ l)=tr  — i     bis     r-fl  — i  =  r  — i+1  .(2) 

stammen;  bezeichnet  man  die  Zahl  der  in  die  erste  Gruppe 
gehörigen  mit  ^Z+i,  die  Zahl  der  Verstorbenen  aus  der  zweiten 
Gruppe  mit  ^/+i,  so  ist 

2^t+i  =  ^»'+1  +  ^»+1 (3) 

Versteht  man  unter  ^  +  1  die  Zahl  aller  zwischen  i  und 
^  *  +  1  Jahren  Verstorbenen,  die  nur  aus  dem  einen  Geburts- 
jahre (2),  d.  i.  vom  Zeitpunkte  t  —  i  bis  zu  jenem  x  —  i  +  1, 
herrühren,  so  ist  ^,-4-1  bereits  ein  Theil  dieser  Sterbefalle; 
der  andere  Theil,  den  wir  mit  ^,'+1  bezeichnen  wollen,  käme 
erst  im  nächsten  Kalenderjahre  (r  -|-  1  bis  r  -f-  2)  zur  Be- 
obachtung und  ist  analog  den  Sterbefällen  ^,'+1,  diesen  je- 
doch nicht  gleich,  weil  er  einer  um  ein  Jahr  späteren,  also 
rmal  grösseren  Geburtenmenge  entstammt;  folglich  ist 
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tl'l^i  =  rtl^i, (4) 

und  nachdem 

Ti  ^  i  =  ti  ^  i  -\-  ti  !\.  ij 

so  hat  man  schliesslich 

Ti+,  =  t"+t  +  rti+,  .-. (5) 

Wurden  demnach  die  in  einem  Jahre  beobachteten  Sterbe- 
fälle Ti^  1  zwischen  zwei  Altersgrenzen  i  und  i  +  1  ^^^^ 
nach  dem  Geburtsjahre  gesondert  (in  die  Theile  ^/+i  und 
^,-'_l_i),  so  lässt  sich  auf  Grund  solcher  Beobachtungen  bei 
bekanntem  r  die  andere  Gesammtheit  von  Verstorbenen,  näm- 
lich 2^»+i,  ableiten. 

Beispiel.  Zur  Erklärung  des  Obigen  nehmen  wir  an, 
es  seien  in  dem  Kalenderjahre  vom  1.  Jan.  1878  (r)  bis 
1.  Jan.  1879  (r  +  1)  3972  Todesfälle  von  Personen  zwischen 
10  und  11  Jahren  {i  und  i  +  1)  beobachtet  und  nach  dem 
Geburtsjahre  geschieden  worden;  ein  Theil  tix  dieser  Ver- 
storbenen wird  nämlich  aus  dem  Kalenderjahre  (1) 

1878  -  11  =  1867  (1.  Jan.)  bis  1878  -  10=  1868  (1.  Jan.), 
der  andere  Theil  tn  aus  dem  Kalenderjahre  (2) 

1879  —  11  =  1868  (1.  Jan.)  bis  1879  —  10  =  1869  (1.  Jan.) 
herrühren,  und  es  sei 

tii  =  1969,  tn  =  2003,  sodass  Tu  =  tu  +  tn  =  3972. 

Gilt  für  r  der  in  Nr.  200  gefundene  Werth  1-013187, 
so  hat  man  als  Zahl  der  zwischen  den  Altersgrenzen  von 
10  und  11  Jahren  Verstorbenen,  welche  aus  dem  Geburts- 
jahre (2)  vom  1.  Jan.  1868  bis  1.  Jan.  1869  stammen, 
nach  der  Formel  (5) 

Tu  =  2003  +  1-013187  •  1969  =  3998. 

202.  Viertes  Problem.  In  dem  Kalenderjahre  t  bis  t'{-l^ 
wurde  die  Vertheilung  der  Verstorbenen  nach  Alterseiassen  und 
Geburtsjahren  beobachtet,  d>enso  die  Zahl  der  Geburten  G  er- 
mittelt Aus  diesen  Beobachtungen,  sowie  oms  dem  bekannten  Quo- 
tienten r  sollen  die  Zahlen  der  von  den  G  Geborenen  nach  1,2,3,"- 
Jahren  Ueberlebenden  abgeleitet  werden. 

Lösung.  Aus  den  beobachteten  Theilgesammtheiten 
it[,  ti),  (ti,  t^),  •  •  •  berechnet  man  nach  Formel  (5)  die  Zahlen 
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-'■17    -*-27    -^3»  -^t}  5 

doch  beziehen  sich  diese  Gesammtheiten  von  Verstorbenen 
auf  verschiedene  Geburtenmengen,  müssen  daher  sämmtlich 
auf  die  Geburtenmenge  G  des  Kalenderjahres  t  bis  r  +  1 
zurückgeführt  werden;  und  zwar  entspricht 

Ti  der  Geburtenmenge  6r, 

Tg  „  eines  um  1  Jahr  zurückliegenden, 

Tg  „  jy      ,y   2  Jahre  „ 

Ti  y,  „      „  i—1  Jahre       „     Kalenderjahres; 

durch  Reduction  auf  die  Geburtenmenge  G  erhält  man  die 
Zahlen 

•  m 

•  • 


Nun  ist,  wenn  man  die  üeberlebenden  nach  i  und  i  +  1 
Jahren  beziehungsweise  mit  -4,  und  ^,-|-i  bezeichnet, 

Ai  —  ^»-1-1  ==  Bi^x, 
woraus 

Ai^i  =  Ai  — -  Bi-i^i 

^Ai-r'Ti  +  r (6) 

folgt.    Ersetzt  man  in  dieser  Formel  i  nach  und  nach  durch 
O,  1,  2,  3,  •  •  •  und  beachtet,  dass  Aq^=  G  ist,  so  hat  man 

A  =  ö 

A^=  Aq       jT^  , 

A^  ==  Ai  ^-^27 

A^==  A^    —   ^    -/g, 

woraus  darch  Addition 

Ai^G-{T,+  rT,  +  r^T,  +  . . .  +  r'-iT,} .  .  (7) 
erhalten  wird. 
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Diese  Formel  gibt  den  Weg  an,  wie  aus  den  in  der 
oben  angegebenen  Weise  angeordneten  Beobachtungen  eines 
Jahres  und  unter  Zugrundelegung  des  Euler'schen  Theorems 
eine  Mortalitätstafel  der  üblichen  Form  abzuleiten  wäxe. 

Für  r  =  1  hat  man  es  mit  einer  stationären  Bevölke- 
rung zu  thun;  durch  Ausdehnung  der  Formel  (7)  bis  zu 
jener  Altersgrenze  o,  für  welche  Äa,  =  0  ist,  ergibt  sich  in 
diesem  Falle 

G  =  T,  +  T,  +  T3  +  . .  •  +  T„; (8) 

da  überdies,  wie  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (3)  und  (5) 
belehrt,  die  Gesammtheiten  Tt+i  mit  den  direct  beobachte- 
ten Ti^i  zusammenfallen,  so  braucht  die  Zahl  der  Geburten 
nicht  besonders  beobachtet  zu  werden,  da  sie  der  Gesanmit- 
zahl  der  Verstorbenen  des  betroflfenen  Kalenderjahres  gleich- 
kommt. 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  für  G  aus  (8)  in  (7) 
ergibt  sich 

Äi  ==  T,+i  +  Ti^,  H 1-2^0, (9) 

In  dieser  Formel  ist  das  Wesen  der  früher  vielfach  be- 
nutzten Halley'schen  Methode  zur  Construction  von  Sterb- 
lichkeitstafeln enthalten,  welche  sich  auf  die  Verstorbenen 
allein  stützt.  Ueber  den  Werth  dieser  Methode  braucht, 
wenn  man  die  Reihe  der  Voraussetzungen  überblickt,  welche 
auf  die  vorliegende  Formel  geführt  haben,  nichts  weiter  be- 
merkt zu  werden. 

203.  Ableitung  einer  Bevölkerungstafel  aus  einer  Sterh- 
licKkeitstafel,  Die  zu  einem  Zeitpunkte  r  bestehende  Bevöl- 
kerimg V  zerfällt  in  Altersgruppen  von  0  bis  1,  1  bis  2, 
2  bis  3,  •••  o  —  1  bis  CD  Jahren;  jede  dieser  Altersgruppen 
stammt  jedoch  aus  einem  andern  Geburtsjahre,  und  zwar 

die  Altersgruppe  0  bis  1  aus  dem  Jahre  r —  1  bis  r, 

„  1  >?  2  aus  einem  um  1  Jahr  zurückliegenden, 

„  2  „  3         „  „  2  Jahre  „ 


y) 


i  j)   **+l  yy  yy  **    yy  yy      Kalen- 

derjahre. 


J 
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Die  Absterbeordnung  der  im  Jahre  r  —  1  bis  r  Geborenen 
G  sei  dargestellt  durch  die  Zahlen 

Äq  =  Gf  Äi,  A^j  •  •  •  Aiy ' '  •  -4ft,__i. 

Bezeichnet  man  mit  CuC^^C^,  -  -  -  Ci^i^  *  -  -  die  An- 
zahlen der  Personen  in  den  oben  erwähnten  Altersclassen, 
so  kann 

gesetzt  werden;   ebenso  könnte  C^  gleichgenommen  werden 

A    I  A 
^  T^ — ^,  wenn  die  zweite  Altersclasse  aus  demselben  Geburts- 

Jahre,  also  aus  derselben  Geburtenmenge  stammen  würde; 
nachdem  dies  nicht  der  Fall  und  die  Geburtenmenge  des  um 
ein  Jahr  zurückliegenden  Kalenderjahres  rmal  geringer  ist, 
so  wird  man 

A  A-  A 
ZU  nehmen  haben;  ebenso   wird    man  für   Cg  nicht      ^  7"   ^ 

fiehmen  dürfen,  weil  diese  Altersclasse  aus  einer  um  zwei 
Jahre  zurückliegenden,  also  r^mal  geringeren  Geburtenmenge 
herrührt;  es  ist  daher 


3  "~       2r« 
zu  setzen.     In  gleicher  Weise  ergibt  sich 


a      = 


A,  +  A, 


4  2rä     ' 

r      __  A  +  A+i 

r       _  jfcü-j_ 

Demnach  isjb 

F=(7i  +  02  +  ...  +  C. 

--=   -^0     1-^1       [      -^1  "T -^2       I      -^2  "T"-^8       I  I  CO  —  1 

2         "^        2r       "■         2r*  '  2r'"~"^' 

während  die  Zahlen  C^,  C2,  •  •  •  Ca,  die  Vertheilung  der  Be- 
völkerung nach  Altersclassen,  also  eine  Bevölkerungstafel 
darstellen. 
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Für  r  ==  1 ,  d.  h.  für  eine  stationäre  Bevölkerung,  wird 

^1  —  2 » 


a 


A+A 


2 


femer 


F  = 


A 


+  A^- 


15 


2  +^^+^+4,  +  . 

hebt  man  rechter  Hand  Äq  =  Q  heraus,  so  ei^bt  sich  im 
Hinblick  auf  Formel  (4)  Nr.  180 


)  = 


GM^, 


Aus  dieser  allerdings  höcbst  einfachen  und  an  sich  in- 
teressanten Beziehung;  welche  jedoch  auf  Voraussetzungen 
beruht;  die  nirgends  stattfinden ,  würde  einerseits  aus  der 
Geburtenmenge  eines  Jahres  und  der  mittleren  Lebensdauer 
die  (constante)  Bevölkerung,  andererseits  aus  Geburtenmenge 
und  Bevölkerung  die  mittlere  Lebensdauer  folgen,  üeber- 
dies  Hessen  sich  Consequenzen  über  den  Zusammenhang  def 
Geburtenmenge  und  mittleren  Lebensdauer  ziehen,  die  wir 
wegen  ihrer  ünhaltbarkeit  nicht  erst  anführen. 

204.    Anmerkung.    Die  Entwickelung  einer  Bevölkerung 
sei  durch  die  Function 

dargestellt,  erfolge  also  nach  einer  geometrischen  Progression, 
wenn  die  Zeit  t  nach  einer  arithmetischen  Reihe  fortschrei- 
tet; k  und  a  sind  Constanten,  e  die  Basis  des  natürlichen 
Logarithmensystems. 

Nennt  man  die  dem  Anfangspunkte  der  Zeitzählung  ent* 
sprechende  Bevölkerung  Vq,  so  ist 

weshalb 

zu  schreiben  ist.  Der  nach  t  genommene  Diflferentialquotient 
von  V  drückt  die  Geschwindigkeit  im  Wachsthum  der  Be- 
völkerung aus  und  wird  als  .Energie  ihrer  'Entwickelung  be- 
zeichnet; man  erhält  für  ihn  den  Werth 

=  av (a) 


dt 


=  a^oC" 
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Zur  Ermittelung  von  a  ist  die  Kenntniss  zweier  zu- 
sammengehöriger Werthe  von  v  und  t  erforderlich;  wüsste 
man  beispielsweise,  dass  v  in  2v  übergeht,  wenn  t  auf  ^  +  25 
anwächst,  so  wäre 

woraus 

a  =  y  =  0027726 

folgt. 

In  Europa  weisen  die  Beobachtungen  im  Allgemeinen 
eine  Abnahme  in  der  Energie  der  Entwickelung,  also 
in  av  nach.  Um  diesem  Umstände  Ausdruck  zu  ver- 
leihen, nehmen  wir  an,  diese  Abnahme  finde  proportional 
mit  dem  Wachsen  der  Bevölkerung  statt  und  betrage  daher 
g  (v  —  Vq),  worin  g  den  Proportionalitätsfactor  und  Vq  eine 
vor  der  Hand  unbestimmt  gelassene  Normalbevölkerung 
bedeutet;  Formel  («)  nimmt  dann  folgende  Gestalt  an: 

woraus 

V  '  dt  ^       V  V 

Wird 

g  —  a  =  m,    gV^  =  mV 

gesetzt,  so  hat  man  weiter 

1     dv        m(V  —  vy 

V     dt  V 

und 

7,         1     dv 
dt  =  — 


m  V — v' 
woraus  durch  Integration 

t  +  c  =  —  ^l'(v-r) 
erhalten  wird;  nachdem  aber  für  t  ^=  0  - '  -  v  =  Vq  wird,  so  ist 

und 

t  =  ~l-  ^^? , iß) 

l .  (F—  v)  =  l-  (F-  Vo)  —  mt  =  l-  [(F-  Vo)c^""J; 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  25 
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die  Auflösung  nach  v  ergibt  endlich 

v=  V—  (V—  Vq)  er""* {y) 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  von  V  und  m. 
Kennt  man  die  zugehörigen  Werthepaare 

so  ergeben  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (ß)  die  Glei- 
chungen 

*         m         V  —  v^  ' 
9/  ^  7      ^  — ^0 

aus  welchen  durch  Ausscheidung  von  m  zunächst 


und  hiermit 


sich  ergibt. 

Beispiel.     Die  Bevölkerung  Preussens  betrug 
im  Jahre  1816   .    .    .    10,349031, 
„        „       1822  .    .    .   11,664133, 
„        „       1828   .    .    .   12,726110. 

Wird  mit  der  Zeitzählung  im  Jahre  1816  begonnen,  so 

hat  man 

Vq  =  10,349031, 

^^  =  6,    «;/=  11,664133;         2^^  =  12,    Vg  =  12,726110. 

Hiermit   ergeben   sich    durch    Anwendung   der  Formeln  (8) 

und  {s)  die  Werthe 

F=  17,181391, 

m  =  0-0356315, 
und  die  Formel  {y)  lautet  in  Zahlen 

V  =  17,181391  -  6,832360 e-<>03563i5 *, 

Rechnet  man   mit  Hilfe   derselben  die  Bevölkerungszahl  für 

das  Jahr  1837,  wofür 

^  =  21 
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za  setzen  ist,  so  findet  sich 

«;  =  13,948395, 
während  die  Beobachtung 

V  =  14,098125 

ergab.    Der  Unterschied  beträgt  —  oder  1*06  7o  ^©s  beobach- 
teten Werthes. 

6.    Laplace'  Theorie  der  Bestimmung  der  Bevölkerung  eines 

Landes. 

205.  Erstes  Problem.  Bas  Verhältnissg  der  Volksmenge 
0ur  Anmhl  der  jährlichen  Geburten  zu  ermitteln. 

Lösung.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man  das  Ergebniss 
einer  Volkszählung  mit  genau  geführten  Geburtsregistern 
zusammenzuhalten.  Ist  p  die  Bevölkerungszahl,  q  die  Anzahl 
der  jährlichen  Geburten,  welche  aus  dieser  Bevölkerung  her- 
vorgegangen sind,  so  hat  man 

P 
g  =  — 

zu  setzen. 

Anmerkung.  Laplace  versteht  unter  q  die  Anzahl  der 
Geburten,  welche  in  dem  der  Volkszählung  vorausgegange- 
nen Jahre  beobachtet  wurden.  Doch  wird,  zur  Ermittelung 
der  GeburtsziflFer  gj  wohl  auch  die  Geburtenmenge  des  dem 
Zählungszeitpunkte  nachfolgenden  Jahres  in  Rechnung  ge- 
zogen, wie  dies  in  Nr.  198  geschehen  ist;  endlich  wird  zu- 
weilen die  Geburtenmenge  eines  Jahres  mit  dem  Durch- 
schnitte der  Bevölkerungszahlen  am  Beginn  und  Ende  dieses 
Jahres  verglichen. 

Beispiel.  Am  22.  September  1802  wurde  in  einer  An- 
zahl von  Gemeinden  Frankreichs  eine  Volkszählung  vor- 
genommen; die  Gemeinden  waren  über  30  Departements 
und  diese  über  das  ganze  Land  so  yertheilt,  dass  eine  Aus- 
gleichung der  aus  der  Veränderlichkeit  des  Klimas  hervor- 
gehenden  Einflüsse    erwartet   werden    durfte.     Die  Zählung 

ergab 

.      p  =  2,037615. 

In  den  drei,  dem  Zählungszeitpunkte  vorangehenden  Jahren, 
also  vom  22.  September  1799  bis  zum  22.  September  1802 

25* 


^ 
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wurden  in  den  genannten  Gemeinden  110312  Knaben  und 
105287  Mädchen  geboren;  auf  ein  Jahr  entfallen  also  im 
Durchschnitt 

110312  +  105287  rj.oaa 

q  = '—     -   —  =  71866 

Geburten.    Hieraus  ergibt  sich 

g  =  ^  =  28-352845. 

206.  Zweites  Problem.  Atis  der  bekannten  Gehurtsmffer 
g  und  der  Anzahl  q  der  jahrliehen  Gehurten  die  Bevöllerting 
des  Landes  zu  berechnen. 

Lösung.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Geburts- 
ziflfer  eine  Constante  ist,  welcher  man  um  so  näher  kommt, 
je  ausgedehnter  das  zu  ihrer  Berechnung  verwendete  Be- 
obachtungsraaterial,  ergibt  sich  der  vortheilhafteste  Werth 
für  die  verlangte  Bevölkerung 

Beispiel.  Für  den  im  vorigen  Beispiel  gefundenen  Werth 
von  g  ergibt  sich  die  g'  =  1,000000  Geburten  entsprechende 
Bevölkerung 

p'  =  1,000000  .  28-352845  =  28,352845, 

ferner  die  einer  Geburtenmenge  q  =  1,500000  entsprechende 
Bevölkerung 

p'  =  42,529267. 

207.  Drittes  Problem.  Die  WahrscheinlichJceit  U  eines 
Fehlers  z  in  der  Bestimmung  p'  =  ^^  zu  ermitteln. 

Lösung.  Die  analytische  Lösung  für  dieses  Problem  ist 
bereits  in  Nr.  195  enthalten.  Es  wurde  nämlich  beobachtet, 
dass  aus  einer  Bevölkerung  |)  im  Jahre  q  Geburten  hervor- 
gehen, und  nun  verlangt  man  die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  q'  später  beobachtete  Geburten  einer  Bevölkerung 


P  a 


+  ^ 


entstammen.    Vertauscht  man  mithin  in  der  für  77  in  Nr.  195 
gefundenen  Formel 
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p  mit  qy 
q  miipy 
p'  mit  q'j 
so  ergibt  sich  sofort  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit 


^-\/w 


r  ^      2q'pip-q){q  +  q') 


*i  PKit  —  fini-ri )  j„ 


qp{p  —  q){q  +  q')n 

208.    Viertes  Problem.    Die  Wahrscheinlichkeit  P  m  he- 

stim^nen,  dass  der  in  p  =  —  enthaltene  Fehler  innerhalb  der 
'  ^         q 

Grenzen  +  z  sich  befindet. 

Lösung.     Zu  diesem  Behufe  hat  man  obigen  Ausdruck 
innerhalb .  dieser  Grenzen  zu  integriren  und  erhält 

Y  23  jB  (p  —  g)  (g  +  g  )nj 

—  Z 

z  az 

ü  0 

worin 

a^=  ^    


TAI  nehmen  ist 
Beispiel.    Für 

p  =2,037615, 
q  =  71866, 
q  =  1,500000 

erhält  man  für  die  Bevölkerung  den  Werth 

p'  =^  =  42,529267, 

und   die   Wahrscheinlichkeit,    dass    demselben   ein   zwischen 
den  Grenzen 

+  z  =  +  500000 

belegener  Fehler  anhafte,  ist,  nachdem  sich  für  a  der  Werth 

a  =  0-000004433 

ergibt,  mit  Zuliilfnahme  von  Tafel  I. 
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2-2165 


P  =  4-  fe-  '^  dt  =  0-9982787  =  1  —  -^*), 

0 

so  dass  man  580  gegen  1  wetten  kann^  die  in  der  angege- 
benen Weise  bestimmte  Bevölkerungszahl  42,529267  sei 
nicht  um  mehr  als  eine  halbe  Million  fehlerhaft. 

Anmerkung.  Der  Rechnung  liegt  selbstverständlich  die 
Annahme  zu  Grunde,  dass  die  Bevölkerung  nicht  auch  durch 
Ein-  und  Auswanderung  geändert  werde;  es  wird  also  an 
eine  völlig  geschlossene  Bevölkerung  gedacht. 


X.  Oapitel. 
Ueber  Lebcnsversicherttngen. 


209.  Vorbemerkungen.  Das  theoretische  Princip,  welches 
dazu  dient,  lOn  Fragen,  welche  Versicherungen  betreffen, 
in  Form  von  Gleichungen  darzustellen  und  sodann  durch 
Rechnung  zu  erledigen,  besteht  in  der  Gleichsetzung  der 
Einnahmen  der  Anstalt  mit  deren  Auslagen. 

Je  nach  der  Art  des  Versicherungsmodus  setzen  sich 
die  Einnahmen  zusammen:  1)  Aus  denjenigen  Capitalien 
(S),  welche  die  Parteien  bei  Abschluss  der  Versicherung  an 
die  Anstalt  abgeben;  2)  aus  den  zeitweise  oder  lebensläng- 
lich gezahlten  Beiträgen  (<y),  Prämien  genannt. 

Diesen  gegenüber  befinden  sich  die  Ausgaben,  bestehend 
1)  aus  den  an  die  Versicherten  oder  deren  Erben  ein-  für 
allemal  oder  terminweise  zu  zahlenden  Capitalien  oder  Ver- 
sicherungssummen (p);  2)  aus  den  für  eine  bestimmte  Frist 
oder  zeitlebens  zu  leistenden  Renten,  Zeit-  oder  Lebens- 
renten genannt;  3)  aus  den  Verwaltungskosten.  Letztere 
werden  in  Form  von  Zuschlägen  zu  den  auf  mathematischem 
Wege  gefundenen  Netto-Einlagen  oder  Netto- Prämien  herein- 
gebracht;   die    so   veränderten  Werthe    werden    Brutto-Ein- 


*)  Laplace  gibt,  wohl  in  Folge  eines  Versehens,  1  —     -  -  an. 
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lagen;  beziehungsweise  Bruttoprämien  genannt  uud  bilden 
den  Tarif  der  Anstalt. 

Einnahmen  und  Ausgaben  sind  als  auf  Zinseszins  lie- 
gende Capitalien  zu  behandeln  und  müssen  daher^  um  ver- 
glichen werden  zu  können,  auf  denselben  Zeitpunkt  reducirt 
werden. 

Im  Folgenden  soll  r  den  Werth  der  Geldeinheit  nach 
Ablauf  eines  Jahres  bezeichnen,  sodass,  jenachdem  die  Ver- 
zinsung mit  3,  3V2,  4  und  5  Procent  erfolgt,  r  ==  1*03,  1'035, 
1'04,  r05  zu  setzen  sein  wird. 

210.  Problem  I.  JEs  ist  die  Frage  nach  dem  Cajpital  S, 
welches  eine  Person  im  Älter  von  m  Jahrmi  einer  Versicherungs- 
anstalt vorausmhemhlen  hat,  damit,  wenn  sie  durch  die  a  ersten 
Jahre y  jedesmal  am  Ende  des  Jahres,  den  Beitrag  a  leistet, 
ihr  die  Anstalt  eine  durch  c  Jahre  vom  6'^"  Jahre  nach  Ah- 
schluss  des  Vertrages  an  laufende,  immer  am  Ende  des  Jahres 
fällige  Bente  q  zusichere. 

Lösung.   I.  Berechnung  der  Einnahmen, 

1)  Es  sei  M  eine  (sehr  grosse)  Anzahl  von  Personen 
des  Alters  m,  welche  unter  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
mit  der  Anstalt  gleichzeitig  Verträge  abschliessen ;  dies  be- 
dingt für  die  Gesellschaft  eine  sofortige  Einnahme  MS, 

2)  Von  diesen  M  Personen   sind  am  Ende  des  ersten 

Jahres   noch  M    "*.       am  Leben  und  diese  zahlen  die  Summe 


Mö  — x^  ®^7  deren  gegenwärtiger  Werth  jedoch —^  ist. 

3)  Ebenso  ergibt  sich  der  gegenwärtige  Werth  der  aus 
den  am  Ende  des  zweiten  Jahres  geleisteten  Beiträgen  re- 
sultirenden  Einnahme  mit 

Ma^m  +  i 


schliesslich  der  auf  das  Ende  des  a**" 

Jahres 

bezügliche 

Werth 

lUll 

4)   Die    gesammte  von    den  M  Individuen   herrührende 
Einnahme  ist  daher 
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^P + Ä,:X-T- +—.-  +  •••  +  -7-  -j}5 

dividirt   man   dieselbe   durch   Jtf,   so   gibt   der   Quotient  die 
durchschnittliche,  auf  ein  Individuum   entfallende  Einnahme 

IL  Berechnung  der  Ausgäben. 

1)  Während  der  b  ersten  Jahre  zahlt  die  Anstalt  nichts. 

2)  Am  Ende  des  b  +  1*^"  Jahres  ist  die  Zahl  der  üeber- 
lebenden  ^ 

if  ^^  +  6  +  1 

m 

und  der  gegenwärtige  Werth  der  an  sie  ausbezahlten  Renten 

Mq  -^m+6  +  1 


3)  Der  gegenwärtige  Werth  der  am  Ende  des  b  +  2^^ 
Jahres  fälligen  Auslage  ergibt  sich  mit 

Mq    ^m  +  b  +  2 

6+2        ^        ^  ^-  s-  W-? 
endlich  der  discontirte  Werth  der  letzten,    am  Schlüsse  des 

- 

b  4-c**^  Jahres  fälligen  Renten  mit 

Mq  A^_^f^_^^ 

Durch  Addition  und  nachherige  Division  durch  M  folgt 
der  durchschnittliche  discontirte  Werth  der  an  eine  Person 
zu  zahlenden  Renten 


Y  Q        Mm-f6-fl      I     ^m  +  b  +  2      .  .     -^m-^-b  +  c 

A^rf>  \        r  '  r*  1    '  *  *  "r         ^c 

Von  den  Verwaltungskosten  abgesehen,  hat  man  dem- 
nach 

X=Y. (A) 

zu  setzen. 

Anmerkung.  Dauert  die  Einzahlung  der  Prämie  ö  le- 
benslänglich, was  wir  dadurch  anzeigen  wollen,  dass  wir 
a  =  GJ  setzen,  so  muss  die  Reihe  in  dem  Ausdrucke  für  X 
bis  an  das  Ende  der  Sterblichkeitstafel  fortgesetzt  werden. 


J 
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Ist  die  Rente  eine  Leibrente,  was  durch  c  =  co  angedeu- 
tet werden  soll,  dann  müssen  die  Glieder  der  Reihe  in  Y 
bis  an  die  Grenze  der  Mortalitätstafel  fortgeführt  werden. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (A)  kann  eine  der  Grössen 
S,  0,  Q  berechnet  werden,  sobald  die  beiden  andern  gegeben 
sind;  a,  h,  c,  r  werden  als  bekannt  vorausgesetzt. 

Besondere  Fälle. 

Erster  Fall.  Handelt  es  sich  um  eine  Leibrente,  welche 
sofort  nach  Abschluss  des  Vertrages  beginnen  und  durch  ein- 
malige Einzahlung  des  Capitals  S  (auf  Capitalsfuss^  wie  man 
diesen  Modus  bezeichnet)  erworben  werden  soll,  so  hat  man 

<?  =  0,     6  =  0,     c  =  G} 

zu  nehmen  und  Gleichung  (A)  liefert 


S 


woraus  auch 

i_  =  _1_  f^^+i    i    ^>^  +  2  j \ 

gefunden  wird;  um  nach  letzterer  Formel  bequem  rechnen 
zu  können,  construirt  man  eine  „Tafel  der  discontirten  Zahlen 
der  Lebenden",  bestehend  in  der  Zahlenreihe 


*^0                                 -^1                                 -^"2 

«m 

und  bildet  auch  gleich  die  Summen 

(ü             oi  A. 
i              i   r 

obige  Formel  schreibt  sieb  dann  kurz 

t 

8               Q          j 

woraus  das  verlangte 

T 

^m                                      ^m 

9 

^m+l 

am 

^m 

gefunden  wird. 

Zweiter  Fall.    Soll  eine  Altersrente  oder  aufgeschobene 
Rente  (welche   erst   bei    einem   höheren  festgesetzten  Alter 
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beginnt  und  bis  ans  Lebensende  dauert)  durch  ein  Capital 
S  erkauft  werden,  so  ist 

ij  =  0,     c  =  CO 

zu  setzen  und  es  wird 


S 


/^m  +  64-1      ,     ^m  +  64-2      ,  \ 


oder  mit  Zuhilfenahme  der  oben  erwähnten  Symbole 

^         a 

m 

Dritter  Fall.  Soll  eine  aufgeschobene  Leibrente  durch 
Prämieneinzahlung  (auf  Beitragsfuss)  erworben  werden,  so 
setze  man,  da  die  erste  Prämie  gleich  bei  Abschluss  der  Ver- 
sicherung zu  erlegen  sein  wird, 

S     =      Ö,  C     =     COy 

und  erhält,  wenn  die  Prämienzahlung  auch  wieder  nur  a  mal 
erfolgen  soll, 


■^m  4-  6  +  1 

r 

■T            ^2 

'  +  - 

9     • 

1 

Vierter  Fall.  Handelt  es  sich  um  eine  sofort  zu  be- 
ginnende Zeitrente,  welche  durch  einmalige  Einzahlung  eines 
Capitals  erworben  werben  soll,  so  ist 

0  =  0,     &  =  0 

zu  nehmen;  Gleichung  (A)  gibt  dann 

=   Q  — ^     . 

m 

Fünfter  Fall.  Für  eine  aufgeschobene  Zeitrente  auf 
Beitragsfuss  ist  wie  im  ersten  Falle 

S  =  0 

zu  nehmen,  und  es  ergibt  sich  dann  bei  a  maliger  Prämien- 
zahlung 


r 
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^m  -1-6  4-1    I    A/f-f-  6-f-2    ,  ,     -^m  -|-  6  -f-  c 

''»^         ^        ^  T^        ^a  — 1 

-^m  -f  6  -f- 1  ~      -w  -t-  6  -{-  c-f- 1 

m  in  -|-  a 

Allgemein  kann  die  Gleichung  (J.)  zur  Lösung  aller 
einschlägigen  Aufgaben  in  der  Form 

S-Y  C  •^"»  +  1  —  ^^  +  ^4-1  ^        -^m -1-64-1  — ^»*  +  &+c-hl 

dm  (hn 

geschrieben  werden. 

Anmerknng.  Bezeichnet  S  das  von  einer  m  +  ^  Jahre 
alten  Person  zu  leistende  Capital  für  eine  unmittelbar  nach 
Abschluss  des  Vertrags  beginnende  Leibrente,  so  gibt  Formel 
(a)   des  ersten  Falles  nach  einiger  Reduction  die  Beziehung 

^-Vi    ^Sf'  +  p 


Ä  = 


m 


771 


welche  zur  Construction  einer  Leibrententafel  verwendet  wer- 
den kann. 

211.  Problem  IL  ^5  ist  die  Frage  nach  der  Summe  fi> 
welche  eine  Person  im  Älter  von  m  Jahren  bei  der  Anstalt  0u 
erlegen  hat,  damit,  indem  sie  durch  die  a  ersten  Jahre  nach 
Abschluss  des  Vertrages  am  Ende  eines  jeden  Jahres  den  Be- 
trag 6  einmhlt,  a/n  ihre  Erben  eine  Versicherungssumme  q  aus- 
befahlt  werde,  vorausgesetzt ,  dass  der  Tod  weder  vor  Ende  des 
&*®^,  noch  nach  Schluss  des  b  +  c^^^  Jahres,  vom  Zeitpunkte  des 
Vertrages  gezählt,  eintritt, 

Lösnng.  I.  Die  Einnahmen  ergeben  dieselbe  Summe  wie 
im   vorigen  Problem. 

IL  Die  Ausgaben  entnimmt  man  der  folgenden  Zusammen- 
stellung: 

Zahl  der  Sterbeßlle: 


Vom  6*«"  bis  zum  b+l^"  Jahre  -  -  -  M 


m  -|-  6  m  4-  6  4^  1 


Ä  ' 

m 

„       bTl       „       6  +  2  „         .    ■    .    j^<  +  ^+l-^m  +  .  +  .^ 


Ä 


m 


•  •  • 


A  A 

„    b+c-l„    b+c  „      ...  M — ^^^-^ — -2 


L 
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Discontirte  Ausgabe: 


m 

Mq    ^m  +  ft+i  — -^ 


m-\-b-\-2 


.6+2 


m 


Mq    -^m  +  fr  +  c— l~-^w  +  ft4- 
.6+c 


f  — m 

Durch  Addition  und  Division  durch  M  erhält  man  die 
durchschnittliche  an  ein  Individuum  erfolgte  Auszahlung  und 
damit  die  Gleichung 


s+^(^^^+. 


'■»»4-2 


^-4-^    •    •    •    ^J*^ 


■■m-f- 


~^ln{ 


m 

A 


') 


m-\-b 


+ 


Ä 


m 


+  6  +  1 


+ 


1         r 


+ 


'•m  4-  6  +  2 

».2 


+  •••-+ 


+ 

A 


'•(II -1-6+ c— 


^1 


m  +  ft  +  c 


I] 


(B) 


welche  übrigens,  wenn  man  die  Zahlen  der  Verstorbenen  zu 
Hilfe  nimmt,  auch  in  der  Form 


S  + 


a 


Q 


m 

B 


i~^+ 


'■m4-2 


+ 


( 


m  +  6  + 1 


^m  +  6+2     I     .  _     I     5m  + 


f  6  +  A 


geschrieben  werden  kann. 

Zur  Bequemlichkeit  der  Rechnung  kann  entweder  nur 
von  einer  Tafel  der  reducirten  Zahlen  der  Lebenden  oder 
ausserdem  auch  von  einer  ähnlich  construirten  Tafel  der 
reducirten  Zahlen  der  Verstorbenen  Gebrauch  gemacht  werden, 
welch'  letztere  in  der  Zahlenreihe 


Y  —  ^\y     y«  —  ^2 


B 


m 


T 


=  hmy 


besteht;  setzt  man  dann  zur  Abkürzung 

« 
tu     Jß,  tX) 

t      /  » 


—     397 
SO  hat  man  entweder 


S  J^  ^^m-hl--^rH  +  a  +  l 


«m 


r  Um 

oder  im  andern  Falle 

o     I     ^  '^w  +  l  —  ■'^»n  +  a  +  l  ■^m  +  b-\-l  —  ■^m-[-b-^c-{-l 

A3    -f-   O    ==  ö  — . 

Anmerkung.  Die  abgeleiteten  Formeln  setzen  voraus,  dass 
die  Auszahlung  der  Versicherungssumme  nicht  unmittelbar 
nach  erfolgtem  Tode,  sondern  erst  am  Ende  des  betreffenden 
Jahres  erfolgt. 

Besondere  Fälle. 

Erster  Fall.  Soll  die  Versicherungssumme  q  auf  lebens- 
länglichem Beitragsfuss  erworben  und  ausbezahlt  werden, 
wann  auch  der  Versicherte  stirbt,  so  setze  man 

und  gelangt  zu  der  Formel 

[^+%^+--]-[%-'+-V+-] 

(^  =  Q  ^ 1^ -A 

=  ^ FL  --  =  ^'17-' 

m  m 

Zweiter  Fall.  Soll  die  Versicherungssumme  auf  Capitals- 
fuss  erworben  und  ausbezahlt  werden,  wann  auch  der  Ver- 
sicherte sterben  mag,  so  hat  man 

(j  =  0,     6  =  0,     c  =  CD 

zu  nehmen  und  erhält 


'-1 

m 


^  «m  «m 


Auch   für    andere    specielle  Fälle   lassen    sich    die    ent- 
sprechenden' Formeln  leicht  ableiten. 
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212.  Problem  III.  Es  ist  die  Frage  nach  der  Summe  S, 
welche  eine  Person  Ä  im  Alter  von  m  Jahren  erlegen  muss, 
damity  indem-  sie  durch  a  Jahre  einen  Beitrag  ö  einmhU,  die 
Anstalt  einer  andern  n  Jahre  alten  durch  A  hemchneten 
Person  B  nach  dem  Tode  von  A  ein  Capital  q  zusichert ^  unter 
der  Bedingung,  dass  der  Tod  niclit  vor  Ende  des  l^^,  vom 
Zeitpunkte  des  Vertrags  an  gezählten  Jahres  erfolgt  Veberdies 
unrd  angenommen,  dass  die  Auszahlung  der  Versicherungs- 
summe erst  am  Ende  des  Todesjahres  vollstreckt  unrd, 

Lösung.  I.  Einnahmen,  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
die   Personen  A  und  B  am  Ende  des  ersten  Jahres    noch 

leben,  ist      .       •  —f—\  der  mathematische  und   discontirte 

m  n 

Werth  der  von  diesem  Zeitpunkte   herrührenden  Einnahme 
ist  demnach 


tn       n 


? 


ebenso  ergibt  sich  der  discontirte,  fOr  «ine  Person  gerechnete 
Durchschnittswerth  der  Einnahme  vom  Ende  des  2.,  •  •  •  a 
Jahres  mit 


ten 


r^         A     A        ' 

m       n 


r 


a 


A„  A, 


m 


die  vollständige  Einnahme  ist  demnach 


X  =  S  + 


m       n 


würden  die  Beiträge  dagegen  jedesmal  zu  Beginn  der  ersten 
a  Jahre  eingezahlt  werden,  der  erste  also  gleichzeitig  mit 
dem  Capital  S,  so  würden  sich  die  Einnahmen  mit 


X'=-S+3^^T^„^„  + 


'■'  '  ---.—.-      -m» .  ^i^L^      •     •      •       ^^1—  '  


g  — i^nH-g  — i"] 
-^1  -J 


herausstellen. 

11.  Ausgaben.  1)  Die  Anstalt  zahlt  nichts,  wenn  A  vor 
Ende  des  6*«^  Jahres  stirbt. 

2)  War  die  Anzahl  der  Paare,  mit  welchen  die  Anstalt 
unter   den   Bedingungen   des    Problems   Verträge   abschloss, 


r 
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gleich  Mj  so  existiren  ihrer  am  Ende   des  6^"  Jahres  noch 

m      n 


demnach  ist 


^    ^n  +  6  +  l 
^n  +  ft 


^    ^m  +  ft  + 1 


die  Zahl  der  Personen  JB,  welche  am  Schlüsse  des  6  +  1*®" 
Jahres  leben,  nachdem  die  ihnen  entsprechenden  Personen  A 
im  Laufe  dieses  Jahres  gestorben  sind.  Der  discontirte  Werth 
der  Ausgabe  ist  also 

^i9   ^n  +  6-hl   h  ^m  +  ft  +  l  \ 

3)     Am  Schlüsse  des  6  +  V^^  Jahres  sind  noch 


verbundene  Paare  vorhanden,  und  zu  Ende  des  h  +  2*®** 
Jahres  leben 

Jlf^fl±»±ljl_:f2L±H:i| 

Personen  JB,  denen  im  Laufe  dieses  Jahres  die  Personen  A 
starben.  Der  discontirte  Werth  der  an  sie  geleisteten  Aus- 
gabe ist 


tI'- 


r*  +  ^^«-|-6  +  l    1  ^m+ft-f-lJ 


4)  Setzt  man 


A   A 

m      n 


so    findet    sich    der  discontirte  Wevth   der   am    Schluss    des 


h  -|-  3*®**  Jahres  zu  leistenden  Zahlung  mit 

-^8  P  '^w+ft  +  Äf  1  An  +  6  +  3 


/  +  3-ä^_|_j_|_2  y  ^fn^b-{-2 


S.  W. 


Addirt  man  die  einzelnen  Ausgaben,  substituirt  für  JUT^, 
Jfg,  Jüfg,  •  •  •  die  gefundenen  Werthe  und  dividirt  nachher 
durch  Jf,  so  ergibt  siqh  der  Durchschnittsbetrag  der  auf 
eine  Person  entfallenden  Ausgabe 
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ri>Ä^A 


Je  nach  den  Bedingungen  des  Vertrages  hat  man  X 
oder  X'  gleich  Y  zu  zetzen;  für  den  letzteren  Fall  erhält 
man  die  Gleichung 


Q  I  -^m  +  ft-^Ä  +  64-1  "~  ^m  +  ö+l-^«+64-l 


r^  A    A 

m 


Q 


—  rf«+Hii^m+6+l        ■^/»+6+g^m4-6+2   j 1 

Von  besonderen  Fällen  heben  wir  hervor: 

1)  a  =  o^     6  =  0; 

2)  5  =  0,     6  =  0,     a==o; 

3)  ö  =  0,     6  =  0. 

Der  zweite  Fall  entspricht  einer  auf  Beitragsfuss  erwor- 
benen Versicherungssumme,  wenn  die  Einzahlung  lebensläng- 
lich und  die  Auszahlung  von  Seite  der  Anstalt  ohne  Rück- 
sicht auf  den  Zeitpunkt  des  Todes  der  Person  Ä  erfolgt; 
aus  der  Gleichung  X'  =  Y  ergibt  sich 

Ä„  1  .  B^  ,  ,       A^  ,  oB^  ,  o      J..  .  qB, 


. .  .(C) 


a^Q 


A,     A       [    ^m  +  l^n+l    .    ^,n+2^n  +  2_|_ 


Im  dritten  Falle  wird  die  Versicherung  durch  ein  Ca- 
pital begründet  und  erlangt  ebenfalls  sofort  nach  Abschluss 
ihre  Giltigkeit;  man  findet 


S 


9 
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213.  Problem  IV.  Es  ist  die  Frage  nach  dem  Capital 
S,  welches  zwei  Ehegatten,  m  und  n  Jahre  alt,  bei  einer  An- 
stalt erlegen  müssten,  damit,  indem  sie  jährlich  die  Prämie  0 
einzahlen,  die  Anstalt  dem  Ueberlebenden  nach  dem  Tode  eines 
der  Ehegatten  ein  Capital  q  zusichere. 

Lösung.  I.  Die  Einnahmen  sind  dieselben  wie  im  vori- 
gen Problem. 

II.  Die  Ausgaben.  Angenommen,  die  Anstalt  habe  mit 
M  Ehepaaren  der  bezeichneten  Kategorie  Verträge  abge- 
schlossen; man  hat  dann  folgende  Anzahlen  der 

verbundenen  Paare: 
Am  Ende  des  1.  Jahres  M^  =  M    "^V  P'- 

m  n 
m  n 
m      n 


Witwer  oder  Witwen: 
3f  r%M(i  _VM)  +  ^-^t^(l  _^)l=.M  (1); 

M,  \^  (1  -  j'^-^)  +  ^-^  (1  -  l"^*^)]  =  M,  (3); 


die  auf  den  Zeitpunkt  des  Abschlusses  der  Versicherung  re- 
ducirte  Ausgabe  ist  sonach 

£^(l)  +  ^(2)  +  ?^(3)  +  ...; 

durch  Einsetzung  der  Werthe  tur  M^,  M^,  '  -  -  und  darauf- 
folgende Division  durch  M  ergibt  sich  die  auf  ein  Ehepaar 
im  Durchschnitt  entfallende  Ausgabe;  man  hat  sonach  die 
Gleichung 

Meyer,  Wahrsoheinliohkeitsreohnang.  26 


1 


Ä    A    \ 

m      n    ^ 
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(D) 


Q        r^m+l^n4-l  +  -^n  +  l^TO+l    i    ^m4-2 -^114-2  +  ^n4-2^m+2    .  1 

214.  Problem  V;  Es  ist  die  Frage  nach  dem  Capital  S, 
welches  zwei  Ehegatten  A  und  B,  m  und  n  Jahre  alt,  bei 
einer  Anstalt  erlegen  müssen,  damit,  indem  sie  bis  mm  Tode 
des  einen  die  jährliche  Prämie  6  einzahlen^  die  Anstalt  dem 
andern  eine  Leibrente  q  zusichere. 

Lösung.     I.  Die  Einnähmen  sind  dieselben  wie  vorhin. 

II.  Ausgäben.  Wird  unter  M  die  Zahl  der  Paare  der 
erwähnten  Kategorie  verstanden,  mit  welchen  die  Anstalt 
unter  den  Bedingungen  des  Problems  Verträge  abschliesst, 
so  hat  man  für  die  Berechnung  der  Ausgaben  folgende  Zu- 
sammenstellung : 

Zahl  der  überlebenden  Zahl  der  überlebenden 

Witwer:  Witwen: 

Am  Ende  des  1.  Jahres        Jf  ^i(l  -  %ti),        -^"^^(l  —  -Z^X 


;; 


2.      „  ^^(l-V-)'       ^^-(1-^4 

m      \  n     /  .      «       \  m   * 


•  • 


Da  nun  jedem  üeberlebenden  die  Rente  q  ausbezahlt  wird, 
so  ergeben  sich  die  auf  den  Zeitpunkt  des  Vertragsabschlusses 
reducirten  Ausgaben  wie  folgt: 

Wahr    ....^{^=±1(1-^) +^'(.-^±>)), 

' ^{^:-^0-^)+^0-^4 

Durch  Addition  und  Division  durch  M  ergibt  sich  die 
durchschnittlich  auf  ein  Ehepaar  entfallende  Ausgabe  und 
mit  dieser  die  jetzt  geltende  Gleichung 
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'^+3^(^^-+^^=^^T^  +  ^'--+--| 


m     n  ^ 


^m+1  ^n  +  -^n4-l^m~2^m+l^n+l 


>. 


+ 


^m+2  \  +  -^«+2  ^m  ""  ^An±2  ^n±2 


+  •••), 


(E) 


215.  Problem  VI.  Es  ist  die  Frage  nach  dem  Capital 
S,  welches  zwei  Personen  A  und  B  im  Älter  von  m  und  n 
Jahren  bei  einer  Anstalt  erlegen  müssen  y  damit,  indem  sie  jähr- 
lich eine  Prämie  6  einzahlen,  die  Anstalt  der  VerNndtmg  (A,B) 
eine  Rente  q  zusichere,  welche  mit  dem  Tode  einer  der  Per- 
sonen aufhören  soll, 

Lösimg.     I.  Die  Einnahmen  bleiben  dieselben. 

11.  Ausgaben,  Nachdem  von  einer  sehr  grossen  Anzahl 
M  von  Personen 

am  Ende  des  1.  Jahres  noch     M — ^     a       ^ 


ff 


» 


2. 


9} 


A    A 
m     n 

A    A 
m      n 


Paare  existiren,  so  ergibt  sich  der  durchschnittliche  discontirte 
Werth  der  auf  eine  Verbindung  {Ä,  B)  entfallenden  Ausgabe, 

indem  man  diese  Anzahlen  beziehungsweise  mit  — , 


.S  f 


multiplicirt  und   die  Summe  der  Producte   durch  M  dividirt. 
Auf  diese  Weise  ergibt  sich  die  Gleichung: 


'■m  +  l^n  + 


+•■11 


-^m  +  1  ^n  +  1     ,     -^m  +  2  -^n  4-  2 


(F) 


m     n  \ 

216.  Problem  VII.  Es  ist  die  Frage  nach  der  Summe 
8,  welche  zwei  Gesellschafter  A  und  B  im  Alter  von  m  und 
n  Jahren  bei  einer  Anstalt  erlegen  müssen,  damit,  indem  sie 
jährlich  die  Prämie  6  einzählen,  die  Gesellschaft  ihnen  eine 
Leibrente  q  zusichere. 

LSsung.  I.  Die  Einnahmen  bleiben  dieselben  wie  in 
den  vorigen  Fällen.       • 

26* 
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II.  Ausgaben.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  t  Jahre 
nach  Äbschluss  des  Vertrages  mindestens  eine  der  Personen 
lebt,  ist 

A       "^     A  A    A        ' 

m  n  m      n 

Mit  Beachtung  dieses  Ausdruckes  gelangt  man  durch  dieselbe 
Reihe  von  Schlüssen  zu  der  Gleichung 

m     n  l  T  t 


=i(^+^+-)+t(^^-+.^+.-) 

_  Mm  +  1  -^B  +  i  _,     -^m  +  a-^n  +  g     ,  \ 

„\  r  "I"  r*  ~*""J 


(6) 


^«.^ 


r-^m+1     1    -^n  +  l  1        /-^m  +  l-^n+l    ,    -^m+ä-^B+a    ,         "\1 

^  ^l~T~"^ — ä — jn~\ — ? 1 P~~"+"7J 

217.  Problem  VIII.  Es  ist  die  Frage  nach  dem  Capital 
S,  welcJies  swei  Gesellschafter  A  und  B  von  m  und  n  Jähren 
bei  einer  Anstalt  erlegen  müssen ,  damit  y  indem  A  eine  Jahres- 
prämie  6  einzahlt  ^  die  Anstalt  dem  B  n(zch  dem  Tode  von  Ä 
eine  Leibrente  q  ' zusichere ^  vorausgesetzt,  dass  der  Tod  von  A 
nicht  vor  Ende  des  V^,  vom  Zeitpunkte  des  Vertrages  an 
gezählten  Jahres  eintritt,  und  dass  die  durch  das  Paar  (Ä,  B) 
bis  zum  Augenblicke  seines  vollständigen  Erlöschens  erwachsen- 
den Verwaltungskosten,  d  pro  Jahr,  in  Bechnung  gezogen 
werden, 

Lösung.    I.   Die  Einnahmen  sind  dieselben  wie  vorhin. 

II.  Berechnung  der  um  die  Verwaltungskosten  vermehrten 
Ausgaben. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  t  Jahre  nach  Inkrafttreten 
des  Vertrags  B  noch  lebt,  A  dagegen  todt  ist,  —  in  welchem 
Falle  eben  die  Rente  q  zur  Auszahlung  gelangt  — ,  beträgt 


v-^^^y 


n         ^  — m 


Damit  ergibt  sich  der  durchschnittliche  Werth  der  auf  ein 
Paar  (A,  B)  entfallenden  Ausgabe   • 


j 
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n 


^n-\-b-\-2 
*.6  +  2 


+  '  •  'l 


A    A 

m      n 


I 


^m^b+l^n  +  b+1    _!_  -^ro4-6+2-^n  +  6+2 


.ft+1 


+ 


,ft  +  2 


+  •••}(!) 


Nun  handelt  es  sich  um  die  Anrechnung  der  Verwal- 
tungskosten. War  M  die  Anzahl  Paare,  mit  Welchen  Ver- 
träge abgeschlossen  wurden,  so  ist  nach  t  Jahren 

A        A 
M    ^  /  /        die  Anzahl  der  noch  verbundenen  Paare, 

A    A  ' 


M 


1 


^»1+ 


m 


-  j  die  Zahl  der  w-jährigen  Individuen, 


welche  noch  leben,  nachdem  die  mit  ihnen  verbunden  gewesenen 
99^-jährigen  Individuen  gestorben  sind;  die  Anstalt  wird  also 


3f^-t^1^^  +  Jf^( 


A    A 

m     n 


^m-\- 


^n      ^'  ^m     /  ^'^      ^« 


0- 


jf^''+' 


Paaren  Verwaltungskosten  anrechnen,  deren  discontirterWerth 

Md  \+t 


rt 


ist;  legt  man  dem  t  die  Werthe  1,  2,  •  •  •  bei,  summirt  die 
so  entstandenen  Ausdrücke  und  dividirt  sodann  durch  M,  so 
erhält  man  die  Verwaltungskosten  für  eine  Person 


(2) 


Die   Einnahmen  der  Summe  (1)  +  (2)  gleichgesetzt,  ergibt 
sich  die  Gleichung 


S  -f-  jTj"  ( -4,» J.„-|- 


Aw+l^n+l     I     ^w-f'2  ^ 


^+-j 


_       p       Mn  +  M-l    I    ^n+6  +  2    i         \ 

A. 


n  m      n         \ 


+  s 


r 
L 


1  J.t 


+•••)] 


(H) 


—     406    — 

218.  Problem  IX.  Mehreren  Personen,  welche  beziehungs- 
weise m,  m  +  «1,  m  +  «1  +  «2?  • '  •  «'öfÄra  alt  sind,  eine  LeSh 
rente  q  m  sichern ,  welche  so  lange  zur  Auszahlung  gelangt, 
bis  die  letzte  der  Personen  gestorben  ist.  Es  soll  das  dieser 
Bente  äquivalente  gegenwärtige  Capital  ermittelt  werden, 

Lösung.  1)  Die  Wahrscheinlichkeit  für  die  erste  Person, 
nach  X  Jahren  noch  zu  leben^  ist  -^-^;    und    die    Wahr- 

m 

scheinlichkeit,    vor    Erreichung    dieses    Alters    zu    sterben, 

2)  Für  die  zweite  Person  sind  die  analogen  Wahrschein- 
lichkeiten   ausgedrückt    durch       ^»+«1+^^     beziehungsweise 

1 .        '— ,  u.  s.  w. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach  x  Jahren  keine  der 
Personen  mehr  am  Leben  ist,  hat  zum  Ausdruck 

V  -^»1     /  ^  ^m  +  a,     /^  ^»»4.01+«,/ 

demnach  ist  w«  =  1  —  Px  die.Wahrscheinlichkeit,  dass  min- 
destens eines  der  Individuen  am  Ende  den  x^^,  vom  Zeit- 
punkte  der  Begründung  der  Bente  an  gezählten  Jahres  lebt, 
dass  also  die  Rente  zur  Auszahlung  gelangt,  und  damit  er- 
gibt sich  auch  sofort  die  Gleichung 


^x 


S  =  Q2J^ -.  (K) 

1   r* 

Die  Summirung  ist  soweit  zu  führen ,  bis  w,.  ■=  0  wird. 

219.  Der  Untersuchung  über  die  Grösse  des  Vortheils, 
welcher  einer  Versicherungsanstalt  daraus  erwächst,  dass  sie 
mit  einer  grossen  Anzahl  von  Personen  Verträge  abschliesst 
und  von  jeder  derselben  einen  gewissen  Zuschlag  auf  die 
Nettoeinzahlung  abfordert,  schicken  wir  das  folgende  all- 
gemeine Problem  voraus. 

Problem  X.    Mne  Urne  enthält  Kugeln  verschiedener  Far- 
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ben  (1),  (2),  •  •  •.  Eine  Person  A  zieht  aus  derselben  eine 
Kugel  und  erhält  (oder  mhlt)  den  Betrag  v^,  Vg,  •  •  •,  jenachdem 
die  gezogene  Kugel  von  der  Farbe  (l)j  (2)y  •  •  •  war;  werden  nun 
t  solcher  Ziehungen  ausgeführt  und  die  gezogene  Kugel  jedesmal  in 
die  Urne  zurückgelegt,  so  handelt  es  sich  um  die  Wahrscheinlich' 
Jceit  XJa,  dass  der  mathematische  Werth  der  aus  diesen  Ziehungen 
für  Ä  resultirenden  Einnahme  (oder  Ausgäbe)  6  =  t^i  -\-  l  ist, 
Lösung.  Sind  jPi,i>2J '  *  •  ^^^  auf  das  Ziehen  einer  Kugel 
von  der  Farbe  (1),  (2)  •  •  •  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten, 
so  sind  die  den  einzelnen  Ziehungen  entsprechenden  mathe- 
matischen Erwartungen  PiV^,p2V2,' '  ' 

Die   generirende   Function  der  verlangten  Wahrschein- 
lichkeit ist 

X  =  [p^u^^^  +  JPa«*'»  H y=  £UaU^, 

wobei 

JPi+äH —  =  1- 
Setzt  man  u  =  6®^^~^,  so  wird  weiter 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e^^V---^  dis  und  integrirt 
nachher  innerhalb  der  Grenzen  +^j  ^^  ergibt  sich  nach 
bekanntem  Vorgange 

n 


'"-Lj 


—  n 
n 


—  n 


wenn  man 

A  =  {e-/*ö>^=^  {p^  e»^»>^^  -t-i)2  efsi^-^^^  +•••)}' 
setzt,  woraus  wieder  weiter  folgt: 
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=  — ^ftüory^— 1 

+  th^Px+P2-\ h(Ä^l+Ä^2  +  '-0^y^-(ÄV+P2«^2^  +  ---)y-*--J 

+  il'\}  +  (PlVi+P2V,  +  -')'^y^^—{PlV,^+P2V^''+-''^ — J- 

Entwickelt  man  den  Logarithmus  der  rechten  Seite  in 
eine  Reihe,  so  wird 

l'A=^tW  Y^^{pi  Vx+PiV^-i fi) 

Die  Glieder  mit  ^'^  •  •  •  können  vernachlässigt  werden,  da  t 
sehr  gross  vorausgesetzt  and  der  obige  Äusdrack  zum  nega- 
tiven Exponenten  von  e  wird.  —  Der  imaginäre  Bestandtheil 
von  l  •  A  verschwindet,  sobald  man 

^=ÄVi  +P2^2-i 

setzt;  bedient  man  sich  ferner  der  Abkürzung 

2]c^  =i?i  t?i'  +Ä  V  H (ä  «^1  +i^2  ^2  H )'; 

so  wird 

l'A  =  —  mUJ(^ 
und  hiermit 

A  =  e'*^'^% 
daher 


Cr,  =  ^/dsre-f'**°'+"»*'-'l 


—  7t 

n 


-hß 


'i^e-"[{'*'&t-i:m] 


=  -— -  e     4«*« 

29r 


4«*«    /  c 

-OO 
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Mit  Hilfe  der  Substitution 

erhält  man  endlich 


TT  1  --^      fjl         -'^  1 

Ua  =  7=^e     4**»    I   dt  €  =  p: 

^nkyt  J  2ky7t 


-  e    4/*»  .    .  (a) 
t 


—  oo 
220.   Problem  XI.    Die   WahrscheinlichJceit  P  m  smlien, 
dass  die  Einnahme  {oder  Ausgabe)  von  A  zmschen  die  Grenzen 

Lösung.    Zu   diesem  Behufe   hat   man   die    Summe   der 

Werte  Ua  für  alle  zwischen  +  '  uiid  —  ^  gelegenen  Werthe 

von  l  zu  bilden,  mit  andern  Worten,  den  Ausdruck  für  Ua 

in  (a)  nach  Multiplication  mit  dl  innerhalb  der  Grenzen  +  l 

*zu  integriren;  dadurch  ergibt  sich 

i  i 

1       /^_JL  1       /"-Jl- 

P  = -=  I  e    ^tk^  dl  =  — ;=-  /  e    ^tk^  dl 

2ky7ttJ  .       kYnt 

als  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Einnahme 
(oder  Ausgabe)  ö  zwischen  den  Grenzen 

^t  +  l     oder    t  (pi  ^1  +  Ä  ^2  +  •  •  •)  i  ' 
enthalten  ist.     Setzt  man 

--^=r\  l=2hryj,  dl  =  2kyl'dr\ 

so  wird 

a  =  ^t+l=iit  +  2Är']/T, 
und  es  ist  dann 


r 

=.-7=  I  e       dr 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass   die  Einnahme   (oder  Ausgabe) 
von  A  zwischen  die  Grenzen 

^t+l   oder  ^  (Pi  t^i  +  i>2 1;.>  -j —  •)  +  2fcr'yT 
fällt. 
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221.  Problem  XII.  Eine  Versicherungsamtalt  schliesst  mit 
t  Personen  im  Alter  von  m  Jahren  Verträge  ab,  indem  sie 
ihnen  gegen  ZcMwng  des  Capitals  5+6  Leibrenten  q  zusichert, 
dera/rty  dass 

Es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  gefmiden  werden,  dass  der  Vor- 
theily  welcher  der  Anstalt  aus  diesem  Geschäfte  erwächst^  zwischen 
gegebenen  Grenzen  enthalten  ist. 

Losung.  Es  handelt  sich  hier  darum,  die  Wahrschein- 
lichkeit für  gewisse  Grenzen  der  mathematischen  Ausgaben 
zu  ermitteln,  welche  die  Anstalt  an  die  t  Versicherten  zu 
leisten  haben  wird;  die  Lösung  dieser  Frage  ist  in  den  beiden 
vorhergehenden  Problemen  enthalten. 

Es  sind  nämlich 

^1  =  0, 

Q     ,      Q 


Q    i     Q    i    Q_ 

3; 


^4  —  7  +  ^  +  y 


die  auf  ihren  gegenwärtigen  Werth  discontirten  Ausgaben, 
welche  der  Anstalt  für  einen  Versicherten  erwachsen,  jenachdem 
derselbe  im  Laufe  des  1.,  2.,  3.,  4.,  .  .  .  vom  Vertragsdatum 
an  gezählten  Jahres  stirbt,  und 


Pi 


JP2 


•^m  +  3 

I  m 

I  ^m  +  4 

m 

die  bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten  dieser  Ereignisse.  Dem- 
nach ist 


J 
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,.,..+i...+--^H^.±-'('+^)+Tf('+^+*)+- 


"^ AT ^+- 


^m 


folglich 


"■-Tr^  +  Tf^CHI.)' 


und  es  stellt 


r 


:  1  e       tir' 
J 


0 

die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  der  mathematische  Werth 
der  von  der  Anstalt  an  die  t  Versicherten  zu  leistenden  Aus- 
gabe zwischen  die  Grenzen 

fällt. 

Nun  aber  hat  die  Anstalt  durch  die  t  Verträge  eine 
Einnahme 

f  (Ä  +  6)  =  ^/g  +  ^6 

erzielt;  bringt  man  hiervon  die  Grenzen  der  Ausgabe  in  Ab- 
zug, so  ergeben  sich  die  Grenzen  des  Gewinnes,  nämlich 

tb  +  2W  yfy 

welche  mit  derselben  Wahrscheinlichkeit  P  zu  erwarten  sind. 

Ist  demnach  die  Anzahl  der  abgeschlossenen  Verträge 
sehr  gross,  so  ist  mit  einer  der  Gewissheit  nahen  Wahr- 
scheinlichkeit ein  sehr  grosser  Gewinn  zu  gewärtigen,  welcher 
sich  der  Grenze  tb  nähert 

222.  Problem  XIII.  Zwei  Personen  A  und  JB,  welche  im 
selben  Älter  y  von  m  Jahren^  stehen  und  gleich  vermögend  sind. 
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wollen  jede  durch  ein  Capital  S  eine  Leibrente  erwerben]  sie 
können^  dies  unabhängig  von  einander  thun  oder  aber  die  Capi- 
talien  eusammenlegen  und  mit  der  Summe  25  eine  Leibrente 
begründen  derart  ^  dass  selbe  nach  dem  Tode  der  einen  Person 
auf  die  andere  übergM]  welcher  Ausweg  ist  vom  Standpunkte 
der  moralischen  Hoffnung  der  vortheilhaftere? 
Lösnng.  I.  Erste  Art  der  Capitalsanlegung, 
Das  Vermögen  der  Personen  als  Einheit  angenommen, 
sei  Q  der  Betrag  der  Rente  in  dem  Falle,  dass  jede  derselben 
für  sich  eine  Rente  begründet. 

Nach  Nr.  64  ist  der  moralische  Werth  einer  Erhöhung 
des  ursprünglichen  Vermögens  v  auf  den  Betrag  F,  also  einer 
Vermehrung  desselben  um   V  —  v  =  s,  ausgedrückt  durch 

ml '  —  ^=  ml '  =  ml '  ( 1  H — | , 

V  V  \        '      1?/' 

demnach   der  moralische  Werth  der  Rente  Qy  diese  als  ge* 

wiss  betrachtet, 

ml'{\  +  q)', 

nun  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Rente  von  der  be- 
treffenden Person  {A  oder  B)  nach  x  Jahren  wirklich  be- 
zogen werden  wird, 

A  y*' 

demnach  der  moralische  Werth  der  ungewissen,  nach  x  Jahren 
fälligen  Rente 

wyx?.(i  +  p); 

bildet  man  die  analogen  Ausdrücke  für  das  1.,  2.,  ...  Jahr 
und  summirt  dieselben,  so  ergibt  sich  der  moralische  6e- 
sammtwerth  der  Rente  für  A  sowohl  als  B  mit 

T^ml.{l  +  Q).2:y, (I) 

IL    Zweite  Art  der  Capitalsanlegung, 
Im  Falle  der  vereinigten  Capitalsanlage  sei  q'  die  ent- 
sprechende Rente. 

1)  So  lange  beide  Personen  leben,  bezieht  jede  die  Hälfte 

davon,   also  y,  und  da  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nach 

X  Jahren  beide  leben,  y,?  ist,  so  ist  der  moralische  Werth 
der  nach  x  Jahren  für  eine  Person  falligen  Rente 
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der  Gesammtwerth 

mr  (1  +  ^)  •  2:y^ 

2)  Lebt  nach  x  Jahren  die  Person  Ä  allein,  —  und  die 
Wahrscheinlichkeit  hiefür  ist  y^  (1  —  y^)  =2/«  —  yx^y  —  so 
bezieht  sie  die  ganze  Rente  p';  der  moralische  Werth  dieser 
Erwartung  ist 

^(Vx  —  yx^)  ?  •  (1  +  q1, 

und,  bezogen  auf  alle  Jahre, 

m? .  (1  +  (>')  .  (Zy.  —  2:y:?). 

Die  gesammte  Erwartung  ist  diesmal  also  für  jede  der 
beiden  Personen  ausgedrückt  durch 

r  =  m? .  (1  +  V)  •  ^y-^ + ^^  •  (1 + «^')  •  ^^y-  -  ^y-')-  ^") 

Jenachdem  nun  T^T,  ist  die  erste  oder  die  zweite  Art 
vortheilhafter. 

Zum  Zwecke  dieser  Vergleichung  ist  es  erforderlich,  q' 
als  Function  von  (>  darzustellen,  und  dies  gelingt  mit  Hilfe 
der  beiden  Gleichungen: 

Ä   Ä    \  r  '  r^  *  ) 

mm  \  ■  / 


2 


=  9'^^^^^, (2') 


aus  welchen  sich 


ergibt. 

Um  die  Vergleichung  zu  erleichtem,  nehmen  wir  an,  q 
und  q'  seien  sehr  kleine  echte  Brüche.     Nun  ist 

r  >  T, 
wenn 
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z.(i  +  ^).2:y,*  +  z.(i+^')-(-^yx-2:y/)>?-(i+p)--^x; 

entwickelt  man  die  Logarithmen  und  bleibt  auf  Grund  der 
oben  gemachten  Voraussetzung  bei  der  ersten  Potenz  von  q 
und  q'  stehen^  so  ergibt  sich 

und  ersetzt  man  hier  ^'  durch  seinen  Werth  aus  (3'),  so 
folgt  nach  entsprechender  Abkürzung 

oder 


oder 


oder 


(2i;y«  -  2jy/)2'^  >  (2^'^  -  2-;--)  ^y«, 

^y*       i;yx        ^^       ^yx  ^ 


2  -  -^  >  2  - 


oder  endlich 


^yx  ^y_x_ 


welche  Ungleichheit  thatsachlich  besteht,  weil  r  >  1  ist. 
Mithin  ist  die  zweite  Art  der  Capitalsanlegung  für  beide  Per- 
sonen moralisch  vortheilhafter. 


^ 
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XL  Capitel. 

Von  der  Wahrscheinliclikeit  der  Zeugenanssagen 

und  Urtheile. 

I.  Wahrscheinliclikeit  der  Zeugenaussagen. 

223.  Wir  stellen  uns  hier  die  Aufgabe,  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  bestimmen,  dass  ein  durch  Zeugen  ausgesagtes 
Ereigniss  stattgefunden  hat  und  unterscheiden  dabei  die  fol- 
genden Fälle. 

1)  Das  Ereigniss  wird  durch  einen  einzigen  Zeugen  aus- 
gesagt. Welche  Wahrscheinlichkeit  besteht  für  dasselbe  unter 
der  Voraussetzung  a)  dass  es  gewöhnlicher,  b)  dass  es  un- 
gewöhnlicher Natur  ist? 

2)  Das  Ereigniss  wird  durch  mehrere  Zeugen  ausgesagt; 
a)  gleichzeitig,  b)  durch  allmählige  üeberlieferung. 

Um  die  Rechnung  auf  Probleme  dieser  Art  anwenden 
zu  können,  wird  es  erforderlich  sein,  in  jedem  Zeugen  die 
Verstandes-  und  die  Willensperson  zu  unterscheiden.  Erstere 
erkennt  die  Wahrheit  oder  irrt,  letztere  sagt  dem  Erkenntniss 
der  ersteren  gemäss  aus  oder  nicht.  In  Folge  dessen  hat 
man  vier  verschiedene  Wahrscheinlichkeitswerthe  zu  unter- 
scheiden, von  denen  zwei  und  ebenso  die  zwei  anderen  ein- 
ander entgegengesetzt  sind. 

Nimmt  man  nämlich  an,  dass  der  Zeuge  unter  n  Fällen, 
wo  er  zu  einer  Aussage  über  eine  wahrgenommene  Thatsache 
veranlasst  wird,  m  mal  die  Wahrheit  erkennt,  also  n  —  fnmal 
irrt,  andererseits  m  mal  in  üebereinstimmung  mit  seiner 
Erkenntniss,  also  n  —  m'mal  gegen  seine  üeberzeugung  aus- 
sagt, so  ist 


m 
n 


die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  nicht  irrt. 


1  —  r  = „  dass  er  irrt: 


m 


p  =  —  „  dass  er  nicht  betrügt. 


n 


1 —  p  = ,^  dass  er  betrügt. 
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In  Bezug  auf  eine  Aussage  dieses  Zeugen  können  dann 
vier  verschiedene  Fälle  eintreten,  deren  Wahrscheinlichkeiten 
durch  die  Glieder  des  Productes 

[r  +  (l-r)]  |J>  +  (1-1>)]  =  1 

ausgedrückt  sind.  So  bedeutet  beispielsweise  das  Glied  rp 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zeuge  weder  geirrt  noch 
betrogen,  jenes  r.(l  — p)  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er 
zwar  nicht  geirrt,  aber  betrogen  hat. 

1«    Das  Ereigrniss  wird  durch  einen  einzigren  Zeugren  ausgesag^t. 

a)  Das  bezeugte    Ereigniss  ist  gewöhnlicher  NcUur. 

224.  Erstes  Problem.  Atis  einer  Urne,  welche  n  Num- 
mern enthält,  uoird  einmal  gezogen,;  ein  Augenzeuge  sagt  aus, 
es  sei  Nummer  i  gezogen  worden;  um  gross  ist  die  Wcihrschein- 
lichkeit,  dass  dies  währ  sei? 

Lösung.  Es  können  die  folgenden  vier  Voraussetzungen 
gemacht  werden: 

1)  Der  Zeuge  betrügt  nicht  und  irrt  auch  nicht; 

2)  er  betrügt  nicht,  irrt  aber; 

3)  er  betrügt  und  irrt  nicht; 

4)  er  betrügt  und  irrt. 

Nach  dem  Satze  von  Bayes  ist  die  geforderte  Wahr- 
scheinlichkeit P  gleich  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten, 
welche  aus  den  der  Wahrheit  der  Zeugenaussage  günstigen 
Annahmen  gefolgert  werden,  dividirt  durch  die  Summe  der 
aus  allen  Annahmen  gefolgerten  Wahrscheinlichkeiten. 

WährscheinlicMeit  nach  der  ersten  Annahme. 
Dieselbe  setzt  sich  zusammen: 

1.  Aus  der  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  der  Zeuge  nicht 
betrügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  r,  dass  der  Zeuge  nicht 
irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  —    für    das    Ziehen   von 

n 

Nummer  i.       * 

Die  nach  dieser  Annahme  gerechnete  Wahrscheinlichkeit 
ist  daher 

^  n 
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Diese  erste  Annahme  ist  der  Wahrheit  der  Zeugenaus- 
sage günstig. 

Wahrscheinlichkeit  nach  der  zweiten  Annahme, 

Diese  besteht 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  der  Zeuge  nicht 
beträgt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  r,  dass  der  Zeuge  irrt ; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit ,  dass  Nummer  i  nicht 

gezogen  wurde; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit-——,  daes  der  Zeuge,  in- 
dem er  irrt,  die  gezogene  Nummer  für  i  hält.  Die  aus  der 
zweiten  Hypothese  gefolgerte  Wahrscheinlichkeit  ist  demnach 

TT            /1           N  n  —  1         1            «  (1  —  r) 
n»=p(l  —  r) =  ^^ ^. 

Diese  zweite  Annahme  ist  der  Wahrheit  der  Zeugen- 
aussage nicht  günstig. 

WahrscheinlichJceit  nmh  der  dritten  AnnaJime. 

Diese  setzt  sich  aus  dem  Zusammentreflfen  folgender 
Wahrscheinlichkeiten  zusammen: 

1.  Aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — jp,  dass  der  Zeuge  be- 
trügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit     r,     dass  er  nicht  irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit ,  dass  Numm er  i  nicht 

gezogen  wurde; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  __  ,  dass  der  Zeuge,  in- 
dem er  betrügt,  unter  den  n  —  1  nicht  gezogenen  Nummern 
gerade  Nummer  %  gewählt  hat. 

Demnach  führt  diese  Annahme  zu  der  Wahrscheinlichkeit 

_  (1— j>)r 

Dieselbe  ist  der  Wahrheit  der  Zeugenaussage  nicht  günstig. 

Wahrscheinlichkeit  nach  der  vierten  Annähme. 

Bei  dieser  Annahme  sind  wieder  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Meyer,  Wahrgcheinlichkeitsrechnung.  27 
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Erster  Fall,  Nummer  i  ist  gezogen  worden;  es  sei  U^ 
die  diesem  Falle  nach  der  vierten  Hypothese  zukommende 
Wahrscheinlichkeit,  so  besteht  dieselbe 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — jp,  dass  der  Zeuge  be- 
trügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  r,  dass  er  irrt; 

.    .        .         1 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — ,  dass  Nummer  i  ge- 
zogen wurde; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit     _^    ,  dass  der  Zeuge  ge- 

* 
rade  die  Nummer  i  wählt;   indem  er  irrt,  hält  er  die  gezo- 
gene Kugel  für   eine  andere  als  i,  und  indem  er  betrügen 
will,  wählt  er  unter  den  n  —  1  Nummern,   die   er  nicht  ge- 
zogen glaubt,  gerade  L     Folglich  ist 

_  (\-p){\-r) 
^^^~       n(n-l)   "• 

Dieser  Fall  ist  der  Wahrheit  der  Zeugenaussage  günstig. 

Zweiter  Fall,  Nummer  i  ist  nicht  gezogen  worden;  es 
sei  /Z5  die  für  diesen  Fall  aus  der  vierten  Annahme  gerech- 
nete Wahrscheinlichkeit,  so  setzt  sich  dieselbe  zusammen: 

1.  Aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — jp,  dass  der  Zeuge  be- 
trügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — r,  dass  er  irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit ,    dass    Nummer    i 

nicht  gezogen  wurde; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  —3^?  dass  der  Zeuge  ge- 
rade Nummer  i  wählt  unter  den  n — 1  Nummern,  von  wel- 
chen er  glaubt,  sie  seien  nicht  gezogen  worden.  Daher 
hat  man 

{l-p){l-r) 


n. 


n 


Diese  Wahrscheinlichkeit  ist  der  Wahrheit  der  Zeugen- 
aussage nicht  günstig. 

Durch  Anwendung  von  Bsuyes'  Theorem  findet  sich 
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p^  n, +  77, 

pr  (1— j?)(i— r) 

n  n{n  —  1) 


pr      p{i-r)      (1  — p)r      (l-p)(l--r)      (i-^)(i— r) 
wn  w  n(w-—  1)  n 

(l~p)(l~r) 


pr  + 


w  — 1 


1    .   (l-j?)(l-r)  • 
"^        n  —  1 


Wäre  der  Zeuge  von  Irrthum  frei,  so  hätte  man  r  =  1 
und  damit  P  =  j};  würde  er  niemals  unwahr  aussagen,  so 
wäre  p  =  1  und  P  =  r. 

Für  ein  sehr  hohes  n  ist  näherungsweise  P=pr. 

b)  Das  "bezeugte  Ereigniss  ist  aussergewöhnlicher  Natur. 

225.  Zweites  Problem.  Eine  Urne  enthält  neben  n  —  1 
schwarzen  Kugeln  eine  weisse;  es  wird  eine  Kugel  gezogen  und 
der  Zeuge  sagt  aus,  dieselbe  sei  weiss.  Wie  gross  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit  der  Wakrheit  dieser  Aussage? 

Lösung,  üeber  die  Art  und  Weise,  wie  die  Aussage 
des  Zeugen  zu  Stande  gekommen  ist;  können  wie  im  vorigen 
Problem  vier  verschiedene  Annahmen  getroffen  werden. 

Erste  Annähme.  Der  Zeuge  betrügt  nicht  und  irrt  nicht. 
Die  hiernach  gerechnete  Wahrscheinlichkeit  11^^  ist  das  Product 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  der  Zeuge  nicht 
betrügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit     r,     dass  er  nicht  irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit    —  für  das  Ziehen  einer 

n 

weissen  Kugel,  also 

pr 


n,^ 


n 


Zweite  AnncJime.    Der  Zeuge  betrügt  nicht,  aber  er  irrt. 
Die  auf  Grund  dieser  Hypothese  gefolgerte  Wahrscheinlich- 


keit TIg  besteht 


1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p^  dass  der  Zeuge  nicht 
betrügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  r,  dass  er  irrt; 

27* 
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«  —  1 


3.    aus  der  Wahrscheinlichkeit ,  dass  eine  schwarze 


n 


Kugel  zum  Vorschein  kam;  mithin  ist 

p{l'-r)(n~l) 


n,= 


n 


Dritte  Annähme.  Des  Zeuge  betrügt,  und  irrt  nicht.  Die 
dieser  Annahme  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  U^  setzt 
sich  zusammen 

*1.   aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — jp,  dass  der  Zeuge  be- 
trügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit     r,     dass  er  nicht  irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  für  das  Ziehen  einer 

n 

schwarzen  Eugel;  es  ist  also 

(1  —p)r(n  —  1) 


«8  = 


n 


*  Vierte  Annahme.  Der  Zeuge  betrügt  und  irrt;  es  wurde 
nämlich  eine  weisse  Eugel  gezogen,  der  Zeuge  hält  sie,  in- 
dem er  irrt,  für  schwarz,  und  indem  er  betrügen  will,  gibt 
er  vor,  sie  sei  weiss.  Nach  dieser  Annahme  setzt  sich  also 
die  Wahrscheinlichkeit  U^  zusammen 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — p,  dass  der  Zeuge  be- 
trügt; 


2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — r,  dass  er  irrt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit     —  für  das  Ziehen  einer 

n 


weissen  Kugel;  folglich  ist 


(l-p)(l-r) 


n 


Da  nun  die  erste  und  die  vierte  Annahme  der  Wahrheit 

der  Zeugenaussage  günstig  sind,  so  ist  dem  Satze  von  Bayes 

zufolge 

p^         n,  +  n, 

pr  ,   (1— j?)(l— r) 
n  n 

^  pr      p(i--.r)(n~l)      {i-pj7(^-i)      (i^p)(i-^y)' 

n  n  n  n 

Der  Ausdruck  pr  -]-  (l  ~  p)  (1  —  r)  =  q  bedeutet  offen- 
bar die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Zeuge  eine  wahre  That- 
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Sache  aussagt ,  sei  es,  indem  er  weder  betrügt  noch  irrt,  sei 
es,  dass  er  beides  thut;  es  kann  daher  P  einfacher  in  der 
Form 

P 2 

geschrieben  werden. 

Ist  n  sehr  gross,  so  wird  die  Aussage  des  Zeugen  sehr 
unwahrscheinlich;    ausser   wenn   q    der   Einheit    sehr    nahe 

9 

kommt;  so  wäre  beispielsweise  für  1>  =  ^  ==  tj:,  w  =  1000, 

p  =  00045, 

so  dass  man  9955  gegen  45  oder  1991  gegen  9  wetten 
könnte^  die  von  dem  Zeugen  behauptete  Thatsache  sei  nicht 
wahr.  In  diesem  Falle  ist  aber  das  Ziehen  einer  weissen 
Kugel  ein  ungewöhnliches  Ereigniss,  und  man  sieht  also, 
dass  dieser  Umstand  die  Wahrscheinlichkeit  der  Wahrheit 
der  Zeugenaussage  im  Allgemeinen  herabmindert. 

226.  Drittes  Problem.  Eine  Urne  enthält  eine  grosse 
Anzahl  n  weisser,  eine  andere  Urne  dieselbe  Amahl  schwarzer 
Kugeln;  ams  einer  der  Urnen  wird  eine  Kugel  gezogen ,  hierauf 
in  die  andere  gelegt  und  schliesslich  aus  dieser  letzteren  eine 
Kugel  geJwben,  Ein  Zeuge  der  ersten  Ziehung  versichert,  es 
sei  eine  weisse  Kugel  gezogen  worden;  ein  Zeuge  der  zweiten 
Ziehtmg  macht  die  gleiche  Versicherung.  Welches  ist  die  Wahr- 
scheinlichlceit,  dass  thatsächlich  in  "beiden  Ziehungen  eine  weisse 
Kugel  gehoben  wurde? 

Lösung.  Es  bedeute  q  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der 
erste  Zeuge  die  Wahrheit  aussagt,  so  dass  mit  Beibehaltung 
der  früheren  Bezeichnungen 

q=pr+  (1  -jp)(l  -  r); 

q    sei  die  analoge  Grösse  für  den  zweiten  Zeugen. 

Ueber  das  Zustandekommen  der  beiden  Aussagen  können 
vier  verschiedene  Hypothesen  aufgestellt  werden. 

Erste  Annahme,  Beide  Zeugen  sagen  wahr  aus.  Die 
nach  dieser  Annahme  gerechnete  Wahrscheinlichkeit  U^  ist 
das  Product 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  q,  dass  der  erste  Zeuge 
wahr  aussagt; 
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2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  g',  dass  der  zweite  Zeuge 
wahr  aussagt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — ,  dass    in    der     ersten 

Ziehung  eine  weisse  Eugel  gezogen  wurde;  denn  die  gezo- 
gene Eugel  kann  ebensowohl  aus  der  ersten  wie  aus  der 
zweiten  Urne  hervorgegangen  sein; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — rr  för  das  Ziehen  einer 

»  +  l 

weissen  Eugel  aus  der  zweiten  Urne;  denn  diese  enthält, 
nachdem  die  erstgezogene  Eugel  in  sie  hineingelegt  worden, 
neben  n  schwarzen  eine  weisse  Eugel.    Folglich  ist 

1  2  (n  +  1)  • 

Zweite  Annahme.  Der  erste  Zeuge  sagt  wahr^  der  zweite 
unwahr  aus.     Die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  besteht 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  g,  dass  der  erste  Zeuge 
wahr  aussagt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — g',  dass  der  zweite 
Zeuge  wahr  aussagt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  —^  dass  die  erste  Eugel 
weiss  war; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — r-r»  dass  aus  der  zwei- 

ten  Urne  eine  schwarze  Eugel  zum  Vorschein  kam.  Es  ist 
daher 

TT  =äiLz«l!? 

2  2(n+l)    • 

Dritte  Annahme.  Der  erste  Zeuge  sagt  unwahr,  der 
zweite  sagt  wahr  aus.  Die  aus  dieser  Annahme  gefolgerte 
Wahrscheinlichkeit  der  Aussagen  setzt  sich  zusammen 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — 2,  dass  der  erste  Zeuge 
unwahr  aussagt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  g',  dass  der  zweite 
Zeuge  wahr  aussagt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  -r-,  dass  die  erste  Eugel 
schwarz  war; 
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4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — r-r»  dass  die  zweite  Ku- 

n+  1' 

gel  eine  weisse  war.     Demnach  hat  man 

_  (t— g)g  n 
^^3—     2(«+l)  • 

Fierfe  Annähme.    Keiner  der  beiden  Zeugen  sagt  wahr 
aus.     Die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  ist  das  Product 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  ^,  dass  der  erste  Zeuge 
unwahr  aussagt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1 — q,  dass     der     zweite 

Zeuge  unwahr  aussagt; 

*  i 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit    y,     dass  die  erste  Engel 
schwarz  war; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit — rrj  dass  auch  die  zweite 

Kugel  schwarz  war;  es  ist  also 

_  (i-g)(i-g-) 
^^4—        2(n+l)      • 

Nachdem  nur  die  erste  Annahme  allein  der  Wahrheit 
der  Zeugenaussagen  günstig  ist,  so  hat  man 


P  = 


n,+n,  +  n,  +  n, 

qq 

2'{n  +  1) 


qq  g  (1  --  q)  n      (1  —  q)  q  n       (1  —  g)  (1  —  q) 


2  (n  +  1)   '     2  (n  +  1)     '     2  (n  +  1)     '         2  (w  +  1) 

^ «1 

qq+n  [q{l  -  q')  +  q' (1  -  q)]  +  (1  -  q)  {1  ^  q)' 

Man  erkennt,  dass  diese  Wahrscheinlichkeit  sehr  klein 
ausfallt,  wenn  n  sehr  gross  wird,  oder  dass  die  Wahrijichein- 
lichkeit  des  aus  der  üebereinstimmung  der  beiden  Zeugen- 
aussagen hervorgehenden  Thatbestandes  sich  sehr  vermindert, 
wenn  letzterer  aussergewöhnlicher  Natur  ist. 

Für  Q  =  gf  =  -K  verwandelt  sich  P  in  - — .— ^,   d.  i.  in 

die  apriorische  Wahrscheinlichkeit  des  bezeugten  Ereignisses, 
wie  dies  nothwendig  sein  muss. 
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2.    Das  Erei^iss  wird  durch  mehrere  Zeugen  ausf^esa^ 

a)  Die  Aussage  erfolgt  gleichzeitig, 

227.  Viertes  Problem.  Eine  Urne  enthalt  n  Nummern; 
eine  davon  tvurde  gezogen,  und  zwei  Zeugen  sagen  aus,  es  sei 
Nummer  i.  Es  ist  die  Frage  nmh  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
dieses  Ereigniss  tvirJclich  eingetroffen  ist 

Lösung.  Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  nehmen  wir 
an,  dass  die  beiden  Zeugen  niemals  irren ;  p  und  p  seien  die 
bezüglichen  Wahrscheinlichkeiten,  dass  sie  nicht  betrügen. 
Es  gibt  dann  nur  zwei  verschiedene  Voraussetzungen,  nämlich 
entweder  betrügt  keiner  oder  es  betrügen  beide. 

Erste  Annahme.  Beide  Zeugen  sagen  die  Wahrheit  aus. 
Die  auf  Grund  dieser  Annahme  gerechnete  Wahrscheinlichkeit 
besteht 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  der  erste  Zeuge 
wahr  spricht; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p\  dass  der  zweite  Zeuge 
wahr  spricht; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — ,  dass  Nummer  i  ge- 
zogen wurde;  mithin  ist 

Zweite  Annahme.  Beide  Zeugen  lügen.  Die  dieser  An- 
nahme entsprechende  Wahrscheinlichkeit  112  besteht 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — p,  dass  der  erste 
Zeuge  lügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  — p,  dass  der  zweite 
Zeuge  lügt; 

3^  aus  der  Wahrscheinlichkeit  ~"  ,  dass  Nummer  i 
nicht  gezogen  wurde; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit      _  >,,  dass  beide  Zeugen 

dieselbe  Nummer  i  unter  den  n  —  1  nicht  gezogenen  Nummern 
wählen.     Es  ist  demnach 

ii2        (,1       p)[^l       p)      ^     (ti-l)*—       n(n-l)      • 


r 
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Da  die  erste  Annahme  allein  der  Wahrheit  der  Zeugen- 
aussagen gflnstig  ist,  so  folgt 

p^     n,         pp  1 . 

■^     n,+n,      -,„.7(i-P)(r-V)       .  ,  (i-p)(i-py 

^^^         n-l  '^'^     (n  —  i)pp' 

die  Gegenwahrscheinlichkeit  ist 

1       p^  1 

1  .     (n  —  l)pp 

'"^(l-p)(l-l)') 

Für  grosse  Werthe  von  n  steht  P  der  Einheit  sehr  nahe; 
in  diesem  Falle  ist  es  also  sehr  wahrscheinlich,  dass  Nummer  i 
gezogen  wurde.  Die  Ursache  hiervon  liegt  darin,  dass  in  dem 
Falle,  als  die  Zeugen  gleichzeitig  unwahr  aussagen,  es  schwer 
zu  erwarten  stände,  sie  werden  beide  dieselbe  Nummer 
wählen;  die  Möglichkeit  einer  Verständigung  der  Zeugen  ist 
ausgeschlossen. 

Ist  »  =  2,  so^  hat  das  Ziehen  der  Nummer  i  die  Wahr- 

scl^einlichkeit  — ,  und  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dies  statt- 
gefunden hat,  wenn  zwei  Zeugen  es  versichern,  lautet 


P  = 


PP 


pp+{^-p)i^-py 

Diese  Formel  drückt  die  Wahrscheinlichkeit  eines  durch 
zwei  Zeugen  behaupteten  Ereignisses  aus,  dessen  Eintreffen 
und  Nichteintreffen  a  priori  gleich  wahrscheinlich  ist.  Sind 
beide  Zeugen  .gleich  glaubwürdig,  so  hat  man  p  =  p  zu 
setzen,  und  der  obige  Ausdruck  übergeht  in 


Soll  in  diesem  Falle  durch  die  Zeugenaussagen  eine  grössere 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Ereigniss  herbeigeführt  werden, 
als  sie  ihm  a  priori  zukommt,  so  muss 


oder 

werden;  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  jeder  der  beiden  Zeugen 


1 
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1 

wahr  aussagt,  muss  also  —  übersteigen   oder  grösser  sein  als 

die  Gegenwahrscheinlichkeit. 

Allgemein:  Behaupten  s  gleich  glaubwürdige  Zeugen  das 
Stattfinden  eines  Ereignisses,  dessen  Eintreffen  und  Nicht- 
eintreflfen  a  priori  gleich  wahrscheinlich  ist,  so  ist  nach  er- 
folgter Zeugenaussage  die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ereig- 
nisses 


1>* +  (!-!>)* 

228.  Fünftes  Problem.  J5iwe  XJrm  enthält  n  Nummern; 
der  erste  Zeuge  behauptety  es  sei  Nummer  i,  der  zweite  Zeuge 
versichert,  es  sei  Nummer  i  gezogen  worden;  wie  gross  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  unrklich  Nummer  i  erschienen  ist? 

Lösung.  Wie  vorhin  sei  r  =  r'  =  1  und  p  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  der  erste,  p'  jene,  dass  der  zweite  Zeuge 
wahr  aussagt. 

Ueber  das  Zustandekommen  der  beiden  Zeugenaussagen 
können  diesmal  drei  Annahmen  gemacht  werden. 

Erste  Annahme,  Der  erste  Zeuge  sagt  wahr  aus,  der 
zweite  lügt.  Die  dieser  Annahme  entsprechende  Wahr- 
scheinlichkeit besteht 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  der  erste.  Zeuge 
wahr  aussagt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1—p,  dass  der  zweite 
Zeuge  lügt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  — ,  dass  Nummer  i  zum 
Vorschein  kam; 

4.  aus  der  Wahrscheinlichkeit -,    dass    der    zweite 

n  —  V 

Zeuge  gerade  Nummer  i'  unter  den  n  —  1  von  i  verschiedenen 
Nummern  gewählt  hat.     Mithin  ist 

TT  =iSljZ.ll 
1         ti(n— !)• 

Zweite  Annahme.  Der  erste  Zeuge  lügt,  der  zweite  sagt 
wahr  aus.  Die  Wahrscheinlichkeit  dieser  Gombination  setzt 
sich  zusammen 

1.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  p,  dass  der  erste 
Zeuge  lügt; 
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2.  aus  der   Wahrscheinlichkeit     p',       dass    der   zweite 
Zeuge  wahr  aussagt; 

3.  aus    der   Wahrscheinlichkeit     — ,      dass    Nummer   i 
gezogen  wurde; 


n 


4.   aus   der   Wahrscheinlichkeit 


n—V 


dass    der    erste 


Zeuge,  indem  er  lügt,  gerade  Nummer  i  wählt.    Demnach  ist 

_  (l—p)p 

Dritte  Annähme.    Beide  Zeugen  lügen.     Die  nach  dieser 
Hypothese  gerechnete  Wahrscheinlichkeit  ist  das  Product 

1.  aus    der   Wahrscheinlichkeit   1  — p^  dass    der    erste, 

2.  aus  der    Wahrscheinlichkeit  1  — p',  dass   der  zweite 

Zeuge  lügt; 

n—2 


3.  aus    der   Wahrscheinlichkeit 
noch  t   gezogen  wurde; 

4.  aus   der   Wahrscheinlichkeit 


n 


dass    weder    i 


dass  der  erste 


(n—iy' 
Zeuge  i  und  der  zweite  i'  wählt.     Es  ist  also 

_(n-2)(l-i))(l-p) 
^^3  "~  n  (n  —  1)« 

Nachdem  die  erste  Annahme  allein  dem  Stattfinden  des 
fraglichen  Ereignisses  günstig  ist,  so  ist  dessen  Wahrschein- 
lichkeit nach  erfolgter  Zeugenaussage 


P  = 


■P  (^  —  p) 

n(n  —  1) 


n  («  —  1)  "^  n  (w  —  1)  "^  n  (w  —  1)2 

P+P-^  +  n{l^ppy 
Für  w  =  2  ist  jede  der  bezeugten  Thatsachen   eben  so 
wahrscheinlich  wie  das  Gegentheil;  ist  überdies  j)  =p  =  --- 

so  wird  die   gesuchte  Wahrscheinlichkeit  — ,  also   gleich  der 
apriorischen  Wahrscheinlichkeit  des  betreffenden  Ereignisses; 


^ 
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in  der  That  heben  sich  dann  die  beiden  Zeugenaussagen 
gegenseitig  auf. 

229.  Sechstes  Problem.  Von  m  -{-  n  gleich  glaubtoürdigen 
Zeugen  sagen  m  das  Eintreffen  des  Ereignisses  E,  n  das  Ein- 
treffen seines  Gegensatzes  F  aus;  wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Eintreffens  von  E  nach  erfolgter  Zeugenanhörung j 
wenn  E  und  F  a  priori  gleich  wahrscheinlich  sind? 

Lösung.  Ueber  das  Zustandekommen  dieser  Combination 
von  Zeugenaussagen  können  nur  zwei  Annahmen  getroflfen 
werden. 

Erste  Annahme,  Die  m  ersten  Zeugen  sagen  wahr  aus, 
die  n  andern  lügen;  in  diesem  Falle  ist  das  Ereigniss  E  ein- 
getroffen, die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  ergibt  sich  mit 

Zweite  Annahme.  Die  m  ersten  Zeugen  lügen,  die  n 
andern  sagen  wahr  aus;  in  diesem  Falle  ist  das  Ereigniss  F 
eingetroffen  und  die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  lautet 

Nachdem  nur  die  erste  Annahme  dem  Eintreffen  von 
E  günstig  ist,  so  hat  man 

Ist  m>  n  und  zwar  m  =:  n  -{-  s,  so  verwandelt  sich  der 
obige  Ausdruck  in 


es  ist  also  gerade  so,  als  hätten  s  =  m  —  n  Zeugen  der  vor- 
ausgesetzten Beschaffenheit  einstimmig  das  Eintreffen  von  E 
ausgesagt.     Die   Wahrscheinlichkeit  P  wächst  mit  5,  wenn 

p  >  1  —  p  oder  i?  >  ^;  im  andern  Falle  nimmt  sie  mit  dem 

Zunehmen  von  s  ab. 

b)  Die  Zeugenaussagen  erfolgen  su^ecessive  durch  Ueberlieferung. 

230.    Siebentes  Problem.   Ein  hei  der  Ziehung  anwesender 
Zeuge  sagt  aus,  gesehen  m  haben,  dass  atis  einer  n  Nummern 
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enthaltend&n  Urne  Nummer  i  gezogen  umrde;  dasselbe  Ereigniss 
wird  durch  Ueberlieferung  von  r  —  1  weiteren  Zeugen  bestätigt; 
es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  suchen,  dass  Nummer  i  mrMich 
gezogen  umrde, 

Lösung.  Nachdem  das  Ereigniss  durch  r  —  1  Zeugen 
successive  bezeugt  worden,  heisse  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  es  wirklich  stattgefunden  hat,  «/r—i;  durch  Hinzutreten 
eines  neuen  r*®^  Zeugen  verwandelt  sie  sich  in  yr* 

Die  Aussage  des  r*®"  Zeugen  kann  in  zweifacher  Weise 
zu  Stande  kommen:  a)  indem  er  wahr  aussagt,  b)  indem  er 
lügt;  yr  ist  demnach  die  Summe  zweier  Wahrscheinlichkeiten 
P  und  Q. 

Die  Wahrscheinlichkeit  P  setzt  sich  zusammen: 

1.  Aus  der  Wahrscheinlichkeit  pr,  dass  der  Zeuge  wahr 
aussagt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  yr— i?  welches  das  wirk- 
liche Stattfinden  des  Ereignisses  nach  der  r  —  1*®^  Zeugen- 
aussage besitzt.     Demnach  ist 

Die  Wahrscheinlichkeit  Q  besteht: 

1.  Aus  der  Wahrscheinlichkeit  1  —  pr,  dass  der  Zeuge 
lügt; 

2.  aus  der  Wahrscheinlichkeit    1  —  Vr—i,   welche    dem 

Nichtstattfinden  des  Ereignisses  nach  der  r  —  1*®"  Zeugen- 
aussage zukommt; 

3.  aus  der  Wahrscheinlichkeit  _  ,  dass  der  Zeuge, 
indem  er  lügt,  gerade  Nummer  i  wählt.     Folglich  ist 

daher 

,.  =  P  +  (2  ==  ^. ,,_,  +  (izMCl^^i-) . 

Zum  Zwecke  der  Integration  dieser  Gleichung  bringen 
wir  selbe  auf  die  Form 

nimmt  man  nun  hier  der  Reihe  nach  r  ===  1,  2,  3,  •  •  •  r,  so 
ergeben  sich  die  Gleichungen: 
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Vi 


1         np,-l  /      _  l^x 
n  n  — 1    l^^o        n}^ 


aus  deren  Multiplication  nach  entsprechender  Abkürzung 

i  _  /  ^\  (♦^Pi  —  ^)  (^.^2  —  1)  '  •  •  (np^  —  1) 

Vr     ^  - (yo - ;rj  ^iT 

folgt.  Noch  handelt  es  sich  um  die  Werthermittelung  des 
Symbols  y^^  dieselbe  gelingt  durch  die  Bemerkung,  dass  nach 
erfolgter  Aussage  eines  Zeugen  (Nr.  224)  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Stattfindens  gleich  kommt  der  Wahrscheinlichkeit, 
dass  dieser  Zeuge  wahr  aussagt;  mithin  ist  y^  =|>i;  ^^^ 
führt  zu  der  Gleichung 

£ wpi  —  1  /     1\ 

aus  welcher  sich  j^^  =:  1  ergibt.    Man  hat  daher  schliesslich 

Mit  ins  unbegrenzte  wachsendem  n  nähert  sich  yr  der 
Grenze 

• 

Ist  das  Eintreffen  des  bezeugten  Ereignisses  eben  so 
wahrscheinlich  wie  sein  Nichteintreffen,  also  n  «=  2,  so  wird 

Aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  yr  geht  hervor,  dass 
in  dem  Masse,  als  die  Reihe  der  Zeugnisse  wächst,  die  aus 
denselben  resultirende  Wahrscheinlichkeit  beständig  der  Grenze 

— ,   d.  i.  der  apriorischen  Wahrscheinlichkeit  des  bezeugten 

Ereignisses  zustrebt;  das  Glied 

n  -  1  (npi  —  1)  -  •  '  {np^  —  1) 
w  (n  —  If 
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drückt  also  die  Vergrösserung  aus,  welche  letztgenannte 
Wahrscheinlichkeit  durch  die  Reihe  von  Ueberlieferungen  erfahrt. 
Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des 
wirklichen  Stattfindens  einer  durch  Tradition  überkommenen 
Erscheinung  in  dem  Masse  geringer  wird,  als  die  Kette  von 
Ueberlieferungen  siÄi  erweitert.     So  wäre  beispielsweise  für 

9 

n  =  20  und  p^  =  p^  =  •  • .  =  — 

2'-  =  4  +  S(S)"'  =  0-05  + 0-3124, 
y-  =  Ä  +  S(Sr=0-05  + 0-1028, 

y«=ä+s(sr=<^-o5+o-oiii. 

II.   WahrsclieinUclikeit  der  ürtheilsspriiclie. 

231.  Erstes  Problem.  Welches  ist  die  Wahrscheintichkeit 
für  die  Eichtigkeit  eines  Urtheils,  welches  zwischen  zwei  ent- 
gegengesetzten ^  an  sich  gleich  zulässigen  Meintmgen  mit  Stimmen- 
einhelliglceit  von  r  Eichtem  (Geschwomen)  entscheidet,  wenn  die 
Wahrscheinlichkeit  j  dass  jeder  dieser  Eichter  nicht  irrt,  gleich 
kommt  p? 

Lösung.  OiBFenbar  ist  dieser  Fall  vergleichbar  mit  der 
einstimmigen  Aussage  von  r  gleich  glaubwürdigen  Zeugen 
in  Bezug  auf  ein  Ereigniss,  dessen  Eintreffen  eben  so  wahr- 
scheinlich ist  wie  das  Nichteintreflfen;  die  aus  einem  solchen 
Zeugnisse  hervorgehende  Wahrscheinlichkeit  des  thatsächlichen 
Stattfindens  des  bezeugten  Ereignisses  übergeht  in  diesem 
Falle  in  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  von  den  r  Richtern 
gefällte  Urtheil  richtig  ist;  letztere  Wahrscheinlichkeit  ist 
daher  (Nr.  227) 

p  =  — ^ — m 

Was  nun  den  Werth  von  p  betriflft,  so  schlägt  Laplace 
dessen  Bestimmung  aus  dem  Verhältnisse  der  durch  Stimmen- 
einheit gefällten  Urtheile  zur  Anzahl  aller  bei  dem  betreffenden 
Gerichtshofe  in  Verhandlung  gezogenen  Fälle  vor.  Ist  nämlich 
letztere  Anzahl,  welche  mit  n  bezeichnet  werden  soll,  sehr 
gross,  die  Zahl  der  einstimmig  gefällten  Urtheile  i,  so  kann 
mit  grosser  Annäherung 
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t^+{i-p)-  = 


n 


m 


gesetzt  werden;  denn  einstimmige  ürtheile  können  in  zwei- 
facher Weise  zu  Stande  kommen:  1)  Indem  keiner  der  r 
Richter  irrt;  die  Wahrscheinlichkeit  hierfür  ist  p^;  2)  indem 
alle  r  Richter  irren;  die  entsprechende  Wahrscheinlichkeit  ist 
(1  — pY]  demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  ein- 
stimmigen Urtheils  überhaupt 

woraus  die  Berechtigung  der  Gleichung  (2)  erhellt,  durch 
dercD  Auflösung  ein  Werth  für  p  gefunden  wird.  Besteht  der 
Gerichtshof  beispielsweise  aus  drei  Richtern,  so  hat  man  die 
Gleichung 

3y_3i,+  l-^, 
aus  welcher 


n 


^         ^     I   1  /4t  —  n 


gefunden  wird;  es  wurde  nur  das  Zeichen  +  beibehalten, 
weil  es  natürlich  ist  anzunehmen,  dass  kein  Richter  leichter 
irrt,  als  er  nicht  irrt.  Wäre  gerade  die  Hälfte  der  ürtheile 
durch    Stimmeneinhelligkeit    gefällt,    so    hätte    man    wegen 

i=J...^  =  0-789. 

Unter  Zugrundelegung  der  Beziehung  (2)  ergibt  sich  die 
Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  eines  neuen  einstim- 
migen Urtheils,  wenn  man  den  Werth 

^  =  i-(i-i,X 

aus  (2)  in  die  Formel  (1)  einsetzt;  man  erhält  so 

p=l_«(l__p)r. 

Hieraus  ersieht  man,  dass  P  um  so  grösser  ausfällt,  je 

grösser  r  und  je  beträchtlicher  die  Werthe  —  und  p  sind; 

letzteres  hängt  offenbar  von  der  Aufklärung  der  Richter  ab. 
Es  liegt  daher  ein  grosser  Vortheil  in  der  Errichtung  von 
Appellationsgerichten,  welche  aus  einer  grossen  Anzahl  auf- 
geklärter Richter  zusammengesetzt  werden. 
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232.  Zweites  Problem.  Ein  vor  einem  p  +  qgliedrigen 
Gerichtshofe  (Geschwornengerichte)  stehender  Angeklagter  wird 
von  p  Richtern  des  ihm  mr  Last  gelegten  Verbrechens  schuldig, 
von  q  Richtern  nichtschuldig  gesprochen.  Wie  gross  ist  die  auf 
Grund  dieses  Verdictes  gefolgerte  WahrscheinlichJceit  der  Un- 
schuld des  Angeklagten? 

Von  der  Grösse  dieser  Wahrscheinlichkeit  hängt  es  offen- 
bar ab,  ob  der  Angeklagte  verurtheilt  oder  freigesprochen 
werden  soll.  Nur  wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der 
Angeklagte  das  ihm  in  der  Anklage  zur  Last  gelegte  Ver- 
brechen wirklich  begangen  hat,  so  bedeutend  ist,  dass  die 
der  Gesellschaft  aus  der  Lossprechung  drohende  Gefahr 
grösser  erscheint  als  der  Irrthum  des  Gerichtshofes,  fordern  die 
allgemeinen  Interessen  die  Verurtheilung.  Ist  a  dieses  nöthige 
Mass  der  Wahrscheinlichkeit,  so  nehmen  wir  an,  dass  jeder 
der  Geschwornen,  welcher  schuldig  spricht,  nur  deshalb  so 
entscheidet,  weil  die  Wahrscheinlichkeit,  welche  er  sich  auf 
Grund  der  Verhandlung  und  vermöge  seiner  Erfahrungen  von 
der  Schuld  des  Angeklagten  gebildet  hat,  mindestens  gleich 
kommt  a. 

Bezeichnet  x  die  Wahrscheinlichkeit,   dass  der  Richter 
•  .  .         . 

nicht  irrt,  so  trifft  Laplace  bezüglich  dieser  Grösse  die  An- 
nahme,   dass   ihr   Werth   zwischen    den    Grenzen   —    bis    1 

in  unendlich  kleinen  gleichen  und  a  priori  gleich  wahr- 
scheinlichen Intervallen  sich  bewegt,  indem  er  voraussetzt, 
dass  bei  keinem  Richter  die  Wahrscheinlichkeit  des  Irrens 
grösser  gedacht  werden  kann  als  jene  des  Nichtirrens.  Die 
Aufgabe  läuft  nun  darauf  hinaus,  die  Wahrscheinlichkeit  Q 
eines  ungewissen  Ereignisses  F  auf  Grund  einer  gemachten 
Beobachtung  E  abzuleiten-,  und  zwar  ist  F  die  Schuld  des 
Angeklagten  oder  die  Richtigkeit  des  ürtheils,  wenn  er  ver- 
urtheilt wird,  E  die  Schuldigsprechung  durch  p  und  die 
NichtSchuldigsprechung  durch  g  Richter*,  bezeichnet  man  für 
einen  gewissen  Werth  von  x  die  Wahrscheinlichkeit  von  F 
mit  Zy  jene  von  E  mit  y,  so  wird 

Q=-^^/^^, (l) 

Jydx 

Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  28 
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beide  Integrale  innerhalb  der  Grenzen  —  und  1  genommen, 

innerhalb  welcher  die  Ursache  x  sich  ändern  kann.  Die  im 
Problem  geforderte  Wahrscheinlichkeit  der  Nichtschuld  des  An- 
geklagten, (Jder  des  Irrthums,  wenn  er  verurtheilt  wurde,  ist  dann 

-P=l-e (2) 

Das  beobachtete  Ereigniss  E  kann  in  zweifacher  Weise 

zu  Stande  kommen:  entweder  indem  die  p  schuldigsprechen- 
den Zeugen  nicht  irren,  —  die  entsprechende  Wahrschein- 
lichkeit ist  xP  {\  —  xy^  oder  indem  sie  irren,  —  die  zu- 
gehörige Wahrscheinlichkeit  ist  (1  —  xy^afi-^  demnach  ist 

y  =  a^  (1  —  xy  +  {\  —  xyxfi. 

Die  Verurtheilung  des  Angeklagten  kann  erfolgen:  1) 
wenn  die  schuldigsprechenden  Zeugen  nicht  irren;  die  Wahr- 
scheinlichkeit hierfür  ist  x^  {\  —  x)^  und  das  Urtheil  ist  in 
diesem  Falle  ein  gerechtes;  2)  wenn  die  schuldigsprechenden 
Zeugen  irren;  die  Wahrscheinlichkeit  dafür  ist  (1  —  xYofi  und 
das  Urtheil  ist  in  diesem  Falle  ein  verfehltes.  Demnach  ist 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass,  indem  der  Angeklagte  verur- 
theilt wird,  das  Urtheil  ein  richtiges  ist,  also  die  Wahrschein- 
lichkeit von  jP,  gleich 

x^  (1  —  xf • 

~  x^  {1  -  xf  +  (1  —  xfx^ ' 
Durch  Einsetzung   dieser  Werthe   von  y  und  jsf  in  die 
Formel  (1)  findet  sich 

fxP  (1  —  a;)«  dx 

«-^— i 

f  1x^(1  -  ic)^  +  (1  -  xfx^]  dx 
i 
Führt   man   in    dem   zweiten   der  Integrale,   in   welche  der 

Nenner  zerfällt,  die  Substitution  x  =  1 —  y  durch,  so  wird, 

da  es  auf  den  Namen  der  Variablen  nicht  ankommt, 

1 

f[xP  (1  —  a;>  +  {l  —xy  x^]  dx 

^  i 

=fxP(l  -  xy  dx+jyp{l  -  yy  dy 

1 
=fxP{\  —  xy  dx] 

ü 
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daher  hat  Tna,n 

i 

# 

Q 

1 

fxP  (1       x)^  dx 

1 
fx^  (1       ic)«  da; 

dagegen  ist  die  entgegengesetzte  Wahrscheinlichkeit^  die  der 
Nichtschuld    des  Angeklagten    oder   des  Irrthums,   wenn   er 

verurtheilt  wird,  nach  Formel  (2) 

1 
fxP  (1  -  x)5  dx 


p=l^Q=l-l 


fx^  (1  —  xf  dx 

0 


fx^  (1  —  xf  dx 

0 

1 
fx^  (1  —  xf  dx 


(3) 


Nimmt  man  in  dem  Zählerintegral  y  =  2x,  so  wird 

jxp{i~  x)"  dx  =  — j^i  ^yi*  [1  +  (1  -  y)]»  <iy 


2P  +  3+1 


11  1 

Jydy+qJrO~-y)dy+'^^\=i^jVo^-yydy 

,0  0  0 


1 

-j [_   lyP(l—y)9dy 

0 


1     /    1 ,     i\p+i)r{2)     q{q-i)r(p+i)r{s) 

2^-9+1  Ip  +  l"*"^      r(p+3)       '       1-2       r(p  +  4) 


-l 1_ 


+ 


3(«-l) 


+ 


(p  +  l)(i>+2)       (l>  +  l)(p  +  2)(p+3) 
2  •  •  •  2  •  1 


r(j)+i;r(g+i) 


I 


(p  +  1)  (jp  +  2)  .  •  ■  (p  +  ä  +  1)     ' 


1^ 


femer  ist 


1  •  2  •  •  •  g 


jx-^i      X)  ax—     r(p  +  i+t)    — (p  +  l)(p  +  2)...(i)  +  2+l)■ 
Mithiu  ergibt  sich  schliesslich 

28* 


2P  + 


(P  +  9  +  1)  • 
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(P  +  9  +  1)  (P  +  9) 


+ 


1-2 

(P  +  2) 


+ 


•    •    •   • 


oP  +  'y+i  ^,i 


1  '  2  •  '  '  q 


0 


.e 


) 


(4) 


Würde  zur  Verurtheilung  Einstimmigkeit  der  Gesehwornen 
gefordert  werden,  so  hätte  man  q  =  0^  und  die  Wahrschein- 
lichkeit des  Irrthums  im  ürtheile  wäre  sodann 

^=i^'  '•••(5) 

wobei  nunmehr  p  die  Zahl   aller  Richter  oder  Gesehwornen 
bedeutet. 

In  dem  gewöhnlichen  Falle,  wo  jp  +  g  =  12  ist,  erhält 
man  für  die  aufeinanderfolgenden  Werthe  0,  1,  2,  3,  4,  5 
von  q: 

p 1^        14    ^2^   378   1093   2380 

8192'  8192'  8192'  8192'  8192'  8^92 

als  Wahrscheinlichkeiten  des  Irrthums  in  der  Verurtheilung 
durch  12  Geschwome 

bei  12  Stimmen  gegen  0  oder  12  Stimmen  Majorität, 

11         „  „       1      „  10 

10         „  „       2     „  8 

9         „  „       3      „  6 

8         „  „      4     „  4 

Im  letzten  Falle,  bei  der  einfachen  Majorität  von  zwei 

Stimmen,  ist  diese  Wahrscheinlichkeit   nahe  —,   so   dass  es 

sehr  wahrscheinlich  wäre,  dass  von  einer  sehr  grossen  An- 

zahl  bei  dieser  Majorität  Verurtheilter  ~  unschuldig  getroffen 

werden. 

Bei  einem  zahlreichen  Gerichtshofe  würde  demnach  die 
Majorität  von  zwei  Stimmen  anzeigen,  dass  der  Fall,  um  den 
es  sich  handelt,  nahezu  zweifelhaft  ist;  die  Verurtheilung  des 
Angeklagten  würde  in  einem  solchen  Falle  den  Grundsätzen 
der  Humanität  zuwiderlaufen. 


99 


99 
99 
99 
99 
99 
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Stimmeneinhelligkeit  würde  allerdings  der  Richtigkeit 
des  ürtheils  eine  grosse  Wahrscheinlichkeit  verleihen;  wollte 
man  sie  aber  fordern,  so  würden  viele  Schuldige  ungestraft 
ausgehen.  Man  muss  daher  entweder,  wenn  man  Stimmen- 
einheit fordern  will,  die  Zahl  der  Richter  einschränken,  oder 
aber  die  zur  Verurtheilung  nöthige  Majorität  vergrössern, 
wenn  der  Gerichtshof  zahlreicher  ist. 

Die  folgende  kleine  Tafel  dient  zur  Rechtfertigung  dieser 
Grundsätze,  die  übrigens  der  gesunde  Verstand  selbst  eingibt: 


P  +  ^ 

P 

3 

P 

4 

3 

1 

3000 

0-187 

6 

4 

2 

2-000 

0-227 

8 

5 

3 

1-667 

0-254 

10 

6 

4 

1-500 

0-274 

12 

7 

5 

1-400 

0-291 

14 

8 

6 

1-333 

0-303 

16 

9 

7 

1-286 

0-314 

18 

10 

8 

1-250 

0-324 

20 

11 

9 

1-222 

0-332 

Die  Majorität  beträgt  hier  durchwegs  zwei  Stimmen,  das 
Verhältniss  der  schuldigsprechenden  zu  den  freisprechenden 
Stimmen  nähert  sich  beständig  der  Einheit;  die  Wahrschein- 
lichkeit eines  in  der  Verurtheilung  zu  fürchtenden  Irrthums 
wächst  in  dem  Masse,  als  die  Gesammtzahl  der  Geschwornen 
zunimmt.  Daraus  geht  also  hervor,  dass  man,  um  das  Wachsen 
der  erwähnten  Wahrscheinlichkeit  zu  verhindern,  mit  dem 
Zunehmen  der  Geschwomenzahl  die  zur  Verurtheilung  noth- 
wendige  Majorität  vergrössern  muss.  Dieser  Grundsatz  ist  in 
der  folgenden  kleinen  Tafel  durchgeführt. 


p  +  ^ 

P 

a 

P 

P 

3 

2 

1 

2-0 

0-313 

6 

4 

2 

20 

0-227 

10 

7 

3 

2-3 

0-113 

18 

14 

4 

3-5 

0009 
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Hier  wächst  die  Majorität  mit  der  Zahl  der  Geschwomen, 
die  Wahrscheinlichkeit  des  zu  fürchtenden  Irrthums  ver- 
mindert sich. 

Das   folgende  Täfelchen    endlich    bezieht  sich  auf  Ein- 
stimmigkeit der  Geschwomen. 


p  +  a 

P 

3 

00625 

4 

00312  .  .  • 

6 

0  0078  •  .  . 

8 

00019  .  '  • 

10 

00004  .  .  . 

12 

00001  • . . 

18 

00000  •  •  • 

Die  Wahrscheinlichkeit  der  Richtigkeit  des  Urtheils  wird 
also  in  diesem  Falle  um  so  beträchtlicher,  je  zahlreicher  der 
Gerichtshof. 

in.   Von  den  Entscheidungen  durch  Stimmenmehrheit. 

233.  Der  Werth  und  die  Sicherheit  einer  auf  Grund 
von  Stimmenmehrheit  getroffenen  Entscheidung  hängt  zu- 
nächst vom  Stimmenverhältniss  der  Majorität  und  Minorität 
und  in  zweiter  Reihe  von  der  Intelligenz  und  den  morali- 
schen Grundsätzen  der  Stimmenden  ab. 

Mit  Unrecht  wird  häufig  auf  die  erste  Bedingung  nicht 
genügende  Rücksicht  genommen,  da  man  nicht  selten  durch 
eine  einzige  Stimme  der  Majorität  entscheidet;  in  einem 
solchen  Falle  besteht,  wenn  2w  +  1  die  Anzahl  der  Stimmen- 
den ist,  die  Majorität  aus  n  -{-  1,  die  Minorität  aus  n  Stimmen, 
und  da  bei  einigermassen   beträchtlichem  n  das  Yerhäitniss 

"[]_—  nahe  —  ist,  so  ist  unter  übrigens  gleichen  umständen 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Meinung  der  Majorität  auf 

Wahrheit  beruhe,  nur  wenig  über  — ,  während  sie  bei  Stirn- 

meneinheit  dem  Werthe  1  nahe  käme.  Zwischen  diesen 
beiden  extremen  Fällen  ist  es  nur  das  Verhältniss  der  Ma- 
jorität zur  Minorität,  welches  über  den  Grad  der  Wahr- 
scheinlichkeit des  Abstimmungsergebnisses  zu  entscheiden  hat. 
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In  den  meisten  Versammlungen  und  bei  Gerichtshöfen 
wird  eine  minimale  Stimmenmehrheit  festgesetzt,  welche, 
soll  die  Entscheidung  Giltigkeit  erlangen,  erreicht  sein  muss. 
In  einem  solchen  Falle  ist  es  für  die  Sicherheit  der  Ent- 
scheidungen erforderlich,  dass  die  Zahl  der  Votanten  mtr 
wenig  beträchtlich  sei,  wie  dies  aus  der  folgenden  Tafel 
hervorgeht. 


Gesammtzahl 
der  Stimmen. 

Majorität. 

Minorität. 

Verhältniss. 

4 

3 

1 

1  :  3 

6 

4 

2 

1  :  2 

8 

5 

3 

1  :  1-67 

10 

6 

4 

1  :  1-50 

26 

14 

12 

1  :  117 

50 

26 

24 

1  :  108 

100 

51 

49 

1  :  104 

Der  Unterschied  zwischen  der  Majorität  und  Minorität  ist 
in  dieser  Tafel  durchwegs  mit  2  angenommen,  und  man 
sieht,  dass  in  dem  Masse,  als  die  Zahl  der  Stimmenden 
wächst,  das  Verhältniss  der  Mehrheit  zur  Minderheit  dem 
Werthe  1  zustrebt,  womit  aber  auch  die  getroffene  Ent- 
scheidung an  Sicherheit  einbüsst. 

Da  nun  andererseits  eine  kleine  Versammlung  geringere 
Garantie  bietet  als  eine  zahlreiche,  so  wird  man  der  Fest- 
stellung der  minimalen  Majorität  nicht  ein  constantes  arith- 
metisches, sondern  ein  constantes  geometrisches  Verhältniss 
zu  Grunde  legen  müssen;  unter  solchen  Umständen  fallen 
die  Entscheidungen  um  so  sicherer  aus,  je  zahlreicher  die 
Versammlung,  wie  dies  durch  die  folgende  Tafel  dargethan 
wird,  in  welcher  das  Verhältniss  der  Minorität  zur  Majorität 
beständig  1  :  3  ist. 


Gesammtzahl 
der  Stimmen 

Majorität 

Minorität 

Unterschied 

Verhältniss 

4 

3 

1 

2 

1  :  3 

12 

9 

3 

6 

>y 

24 

18 

6 

12 

j? 

164 

123 

41 

82 

n 
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Mit    dem    Unterschied    zwischen   Mehrheit   und   Minderheit 
wächst  auch  die  Sicherheit  der  Entscheidung. 
Aus  dem  Vorstehenden  folgt: 

1)  Es  ist  nicht  angezeigt,  in  berathschlagenden  Ver- 
sammlungen durch  einfache  Stimmenmehrheit  zu  entscheiden. 

2)  Bei  der  Feststellung  einer  minimalen  für  die  Giltig- 
keit  der  Entscheidungen  nöthigen  Majorität  ist  es  rathsam, 
nicht  ein  bestimmtes  arithmetisches ,  sondern  ein  geometri- 
sches Verhältniss  zwischen  den  Stimmenzahlen  der  Majorität 
und  Minorität  zu  fixiren. 

Was  die  Intelligenz  und  Moralität  der  Stimmenden  an- 
langt, so  dürfte  es  schwer  fallen,  diese  der  Rechnung  zuzu- 
führen. 


Anhang. 


Fehlertheorie  nach  Laplace. 

Vorbemerkung.  Ein  weeentlicher  Punkt  der  Felilertheorie 
von  Laplace  liegt  darin,  dass  dieselbe  das  Fehlergesetz  vor- 
läufig unbestimmt  lässt  und  nur  der  einzigen  Forderung  unter- 
wirft, es  mögen  numerisch  gleiche  dem  Zeichen  nach  entgegen- 
gesetzte Fehler  gleich  wahrscheinlich  sein.  Den  Entwicke- 
lungen  liegt  aber  noch  die  weitere  Voraussetzung  einer  sehr 
grossen  Anzahl  von  Beobachtungen  zu  Grunde,  und  Laplace 
weist  nach,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  unabhängig 
von  der  übrigen  Natur  des  Fehlergesetzes  die  Metbode  der 
kleinsten  Quadrate  die  vortheilhaftesten  Werthe  der  Un- 
bekannten liefert.  Insofern  käme  dieser  Theorie  ein  hoher 
Grad  von  Allgemeinheit  zu,  wenn  die  in  Fällen  der  Praxis 
nur  selten  zutreffende  Annahme  einer  sehr  grossen  Zahl  von 
Beobachtungen  nicht  gemacht  werden  müsste. 

1.    Directe  Beobachtungen  einer  Unbekannten. 

Problem  I  (a).  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  m  bestim- 
men, dass  die  Summe  der  Fehlerquadrate  einer  sehr  grossen 
Anzahl  s  von  Beobachtungen  gleichkommt  ©  =  ?  -f-  /xs,  vor- 
ausgesetzt,  dass  positive  und  negative  Fehler  von  gleichem  nume- 
rischen  Werthe  gleich  wahrscheinlich  sind, 

Lösung.  Der  numerische  Werth  der  Fehlergrenze  sei 
a,  so  ist  2a  das  gesammte  Fehlerintervall;  dasselbe  denken 
wir  uns  in  unendlich  kleine  gleiche  Litervalle  vom  Betrage 
da  getheilt  und  haben  dann  die  Reihe  der  möglichen  Fehler 

—  a,  — a-\-day x, da,  0,  da,  ---x,  •••a — da,  a, 
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deren  Wahrscheinlichkeiten  mit 

9{—  ö);  9(—  «  +  ^«);  •  •  •  9(—  ^),  •  •  •  9>(—  äd),  9(0) 
g>(da),  •  •  •  g)(x),  •  •  •  g)(a  —  da),  q>{a) 

bezeichnet  werden  mögen;  diese  Symbole  wären  sämmtlich 
mit  da  zu  multipliciren ;  doch  wollen  wir  diesen  Factor,  ihn 
als  Einheit  der  Fehler  betrachtend,  unterdrücken.  Dem- 
gemäss  wird  beispielsweise  die  Summe  der  eben  angeschrie- 

a 

benen  Functions werthe  iyirchfq)(x)dx  zu  ersetzen  sein  u.  s.w. 

—  a 

In  der  Entwickelung  der  Function 

X=  {9(— a}i?-«)*  H 1-  (p{—x)1^-')''-\ 1-  q){—da)ifr-^)' 

+  9(0)  +  9?((Za)^«'H l-yW^'H h9?(«)^'*'}* 

stellt  nun  P«  die  geforderte  Wahrscheinlichkeit  vor,  sobald 
cj  =  Z  -f-  |ü5  gesetzt  wird.  Um  zunächst  einen  allgemeinen 
Ausdruck    für    letztere   zu    erhalten,    führen    wir    die    neue 

Variable  ö  mit  Hilfe  der  Gleichung  ^  =  eöV— i  ein,  wodurch 

•i|-9(— c?a)e^«^ÖV^  +  9(0)  +  9)(da)e^«^ö>^=i  +  ... 

erhalten     wird.       Multiplicirt     man     diese     Gleichung    mit 

d^er-'^^y--^,  so  ergibt  sich  nach  erfolgter  Integration  inner- 
halb  -\-7t 


it 


fXd$e-'>^y-^  =  27tP^, 


woraus  weiter 


■rt 


CO  —     2 


—  7t 


n 


7t 


=  Y^fd9  e-'fi'^-i  {e-"«V^i[9,(0)+2g)((?a)e<'«'9V=T+  •  •  • 

—  7t 

7t 

abgeleitet  wird. 
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Die   weitere   Behandlung    dieser   Formel    erfordert    die 
Entwicklung  von  Ä]  es  ist 

=  '-sii$y'^^+sl'[(p(P)  +  2q)(da)  +  ^''+2(p{x)-\ \'2(p(a). 

-\-2$y —  1  [dd^(p(dd)-\ |-^^9^(^)H h^^^^^W] 

—$^[da*<p(da)-\ |-ä;V(^)H |-<**9(«)]H 1 


a  a 


=  '-S(i$y—l+sl'l—(p{0)  +  2j(p(x)dx+2$y—lJx^g){x)dx 


0  0 

a 


Ü 

Für 

X 


—  $^Jx^q)(x)dx 1 


-  =  x\     q)  (x)  =  q)(ax)==rl^  (x) 
und  mit  den  Abkürzungen 


1 

2ff{x')dx\^=  Je, 

0 

1 
fxilf{x)dx  =  h', 

0 

1 
fx^f(x')dx'  ==  ¥\ 

0 


wird 


2  fg)  {x)dx  =  ahy 

a 

Jx  ff  (x)  dx  =  a^Jc, 

0 
a 

Jx^tp  (x)  dx  =  a^k", 

0 

5 

der  obige  Ausdruck  schreibt  sich  daher,  wenn  man  das  un- 
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endlich  kleine  g)  (0)  neben  der  endlichen  Summe  der  übrigen 
.Glieder  vernachlässigt,  wie  folgt: 

l.Ä  =  —  S(i$y-l  +  sl'{aJc  +  2$Y^^a^k''-$^a^k^^ } 

Nun  ist  aber 

a  a 

ak  =  2  J^^?  {x)  dx  =j  q)(^x)dx==l , 


0 

mithin  hat  man  weiter 


^^=-s^«y=^^-?^s««ey=l-V««*e'+^««*«*- 


=  [¥«*-/*]s«>^i-— ^--««*e^ 


wählt  man  insbesondere  für  ft  den  Werth 

k 


2Ä;" 

li  =  -ira\ (1) 


so  wird 


und 


hÄ^-^^^^-^-saU^ 


n *«*  B^ 


Durch  Einführung  dieses  Ausdruckes  in  die  Formel  für 
Po,  erhält  man 


n 


,—      kk^^ —2k 


<j>' 


—  7t 

wird  darin 

sodann 

ß  '  a*yi    '  a»l/7 

gesetzt,  wobei  die  Integrationsgrenzen  in  +     ^^        übergehen 

und  daher  im  Hinblick  auf  den  sehr  gross  vorausgesetzten 
Werth  von  s  bis  +  cx>  ausgedehnt  werden  können,  so  ergibt 
sich  weiter 
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Pco  = ^  dte      L        2a^T/,J 

—  oo 


4 


4a*  4 


ß 


4a*« 


oder 


(2) 


Pa,=    -V-^        ' (2') 


wenn 


genommen  wird.     Der  erste  dieser  Ausdrücke,  (2),  ist  mit 

dl,  der  zweite  also,  (2'),  mit  a^drY^  zu  multipliciren. 

Pft,    stellt    nun    die    Wahrscheinlichkeit    vor,    dass    die 

Summe  der  Fehlerquadrate  von  s  Beobachtungen  den  Werth 

21c" 
c3  =  l-\-^s  =  l-\ — T-  sa^ 

erlangt  oder  um  l  =  a^rY s  von   ihrem  wahrscheinlichsten 

2  k" 
Betrage /xs  = —jT— sa^    abweicht;    dass    letzteres    der    wahr- 
scheinlichste Werth  der  Fehlerquadratsumme  ist,  folgt  daraus, 

dass  Poi  für  1  =  0  oder  r  =  0  sein  Maximum  erreicht. 

2  k" 
In  dem  Ausdrucke  -^—  s  c?  bedeutet  s  c?  die  grösstmög- 

liche  Summe   der   Fehlerquadrate,   welche    eintreten   würde, 
wenn  jede  Beobachtung  mit  einem  der  Fehlergrenze  gleichen 

2  Iz' 
Fehler  behaftet  wäre;    -jr-  hängt  von  der  Natur  des  Fehler- 
gesetzes ab.    Im  äussersten  Falle,  d.  i.  bei  constanter  Fehler- 
wahrscheinlichkeit, ist 


W  =  I  x'^cäx  =  Y, 


0 

1 


k  =  2fcdx'       =2c; 

0 

2  k"  1  . 

mithin  ist  dann  —r-  sa^  =  kSa^i  im  Allgemeinen  bleibt  daher 

fC  ö 
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die  Summe  der  zweiten  Pehlerpotenzen  unter  diesem  Betrage. 
Wäre  beispielsweise  das  Pehlergesetz  durch 

repräsentirt,  so  hätte  man 

1 


Ic 


0 

.  1 

=  2c  r(l  —  x'^)dx'  =  ^ 


und  -j—  sa^  ^^  -^  sa^  <-^  sa^ . 

K  b  6 

Auch  die  Bedeutung  von  iL  =  -=—a^   wird   sofort  klar; 

es  ist  das  Quadrat  jenes  Fehlers,  welcher,  wäre  er  allen  Be- 
obachtungen gemeinsam,  dieselbe  wahrscheinlichste  Fehler- 
quadratsumme herbeiführen  würde,  wie  die  verschiedenen  den 
einzelnen  Beobachtungen  wirklich  anhaftenden  Fehler.    Dem 

Obigen  zufolge  bleibt  ft  im  Allgemeinen  unter  —  a^. 

Problem  I  (b).  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  zu  suchen^ 
dass  die  Summe  der  Fehierqiuidrate  einer  sehr'  grossen  Anmhl 
s  von  Beobachtungen  wünschen  die  Grenzen 

^5  4-  i  =  — -  sa^  +  l 

m  liegen  kommt. 

Lösung.  Zu  diesem  Ende  hat  man  den  Ausdruck  (2) 
oder  jenen  (2'),  nachdem   man  mit  dl,  beziehungsweise  mit 

a^drY^  multiplicirt  hat,  innerhalb  der  Grenzen  +  l  oder 
der  zugehörigen  Grenzen  +  r  zu  integriren.  Auf  solche 
Weise  erhält  man 

die    ^<"'^_1^       die    ""' 

~i  0 

^      '  dre 


V 

0 


^J^ 
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als  Wahrscheinliclikeit  einer  zwischen  die  Grenzen 

2Ä;"  2/fc"  r~ 

-j-  sa^  db  ^  =  at  ^^^  db  ^^^  Y  ^ 

fallenden  Feblerquadratsumme. 
Mit  der  weiteren  Abkürzung 

4  '2 

wird  endlich 

t 

2 


"./ 


V 

0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Fehlerquadratsumme  zwischen 
den  Grenzen 

eingeschlossen  bleibt.  Derselbe  Werth  P  gibt  aber  auch  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür  ab,  dass  der  Mittelwerth  der  Fehler- 
quadrate oder  die  durch  s  dividirte  Summe  derselben  zwischen 

ti/C  9        1  ^  V  A 

-1—  a  H i^ 

enthalten  ist. 

Sind  fi,  fg?  •••  ^«  <^^®  Fehler  der  s  Beobachtungen,  so 
kann  man,  sofern  s  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  mit  grosser 
Wahrscheinlichkeit  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

2k' 


k 


sa^  =  El-{-£l-i \-ej  =  2  ef 


voraussetzen  und  gelangt  so  zu  einer  Bestimmung  des  vom 

2Ä;" 
Fehlergesetz  abhängigen  Factors  -r-  a^;  es  wird  nämlich 

üK  9  1  /     X 

-r^'^-r («) 

Problem  II  (a).  Das  Intervall  zwischen  den  Fehlergrenzen 
einer  jeden  Beobachtung  betrage  2a;  man  verlangt  die  Wahr- 
scheinlichkeit  Pi,  dass  die  algebraische  Summe  der  Fehler  einer 
sehr  grossen  Anzahl  s  von  Beobachtungen  l  betrage,  voraus- 
gesetzt,  dass  das  Fehlergesetz  der  Forderung  g)  (^—  x)  =  g){x) 
Genüge  leistet 
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Lösniig.     Bei  der  im  Problem  I  (a)  gedachten  Theilung 
des  gesammten  Fehlerintervalls  sind  wieder 

—  a,  —  a  +  ^öt,  •  •  •  —  X,"*  —  da^  0,  da,  "-  Xy"-  a  —  da,  a 

die  möglichen  Fehler;  ihre  Wahrscheinlichkeiten   sollen   wie 
dort  kurz 

(p  (—  d),  9  (—  «  +  da),  . . .  9  (—  a;),  •  •  •  9?  (—  da),    tp  (0), 
q>  (da),  •  •  •  9  (x),  •  •  •  (p  (a  —  da),  q>  (a) 

genannt  werden.     In  der  Entwicklung  der  Function 

X=  [q){—a)t-<'-\ 1-9(— ^)^'H h9>(— *^)^*'  +  g>(0) 

+  fp{da)i^''  -| 1-  q>{x)f  -| 1-  ^(a)^}* 

bedeutet  dann  Fi  die  verlangte  Wahrscheinlichkeit.    Um  einen 

Ausdruck  für  dieselbe  zu  erhalten,  setzen  wir  t  =  ^^^^,  — 
dadurch  wird 

X=  {9)(T-a)^«öV=^H h  9(— ^)^'^^^'^  H 

+  fp{—  (Za)e-^«öV-i  _j.  ^(0)  +  9?(rfa)6^«ÖV^  -j 


multipliciren  diese  Gleichung  mit  (Zöe~'öl'^— 1^  integriren  hier- 
auf zwischen  den  Grenzen  +  tc  und  erhalten 


n 


rt 


Die  eingeklammerte  Function  unter  dem  Integral  heisse 


für  den  Augenblick  N'^  wird  ferner  an   Stelle  von  e— 'ÖK— 1 

der    Ausdruck    cos(?ö)  +  ]/ —  1  sin(?ö)      gesetzt,      so     ist 
weiter 
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n 


P,  =  A.  pe  cos  {U)  N'  —  ^-   CdQ  sin  (U)  N' 


—  n 


n 


jt 


in    f^^  ^^®  *^'^^  ^* 


—  7t 


7t 


—  I  d$  cos  (1$)    9(0)  +  2g){dd)  cos  (da  •  ö)  + 

0 

+  2q)(x)  cos  (a:ö)  +  •  •  •  +  2q)(a)  cos  (aö)| 


7t 


a 


=  ^  Tdö  cos  (10)  |—  9(0)  +  2   /V(a?)  <iic  cos  (:rÖ)  \\  .  (1) 

0  0 

Nun  hat   man  aber,  wenn  man  bis  zur  zweiten  Potenz 
von  $  fortschreitet, 

1 _ }-•••} 


=  2(p{x)  —  $^x^(p(x), 


daher 


a 


a 


2j(p{x)  dx  cos  (icö)  =  2j(p(x)  dx  —  $^fx^q>(x)  dx 

0  0  0 

=  aifc  —  a^ö^jfc"; 

durch  Einführung  dieses  Ausdruckes  in  (1)  bei  gleichzeitiger 
Unterdrückung  des  unendlich  kleinen  q>(0)  neben  der  übrigen 
endlichen  Grösse  gelangt  man  zu  dem  Ausdrucke 

7t 

P,  =  1  j'd$  cos  Q&)  lak  —  a^$W\' 


Wd9cos(Ze){aÄ;(l-^a«9«)}' 

0 


7t 


k" 


=  ^   Cd^  cos  {U)  {  1  —  y  aH^  y 


0 


Meyer,  Wahrscheinlichkeitsreobnung. 
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Zum  Zwecke  weiterer  Umformung  desselben  setzen  wir 
woraus  zunächst 


erhalten  wird;  beschränkt  man  sich  bei  der  EntwickeluDg 
des  linksstehenden  Logarithmen  in  eine  Reihe  abermals  auf 
die  zweite  Potenz  von  ö,  so  folgt 

woraus  sich  dann 

a  V   k  8^  a  Y   k  s 

ergibt;  die  Grenzen  des  Integrals  verwandeln  sich  bei  Ein- 
führung dieser  neuen  Variablen  in  0  und  a3rl/-r-;  letztere 

kann  also  mit  Rücksicht  auf  das  sehr  rasche  Abnehmen  der 
integrirten  Function  und  den  sehr  gross  vorausgesetzten 
Werth  von  s  bis  cx>  ausgedehnt  werden,  so  dass  dann 

oo  

an  r    k  8.7  \a  V  k  s/ 


0 


ist;  da  nun  allgemein 


f  dt  e~ ^  cos  {mt)  =  —  "J/ä  e 


-  -i 


m^ 


SO  hat  man  sckliesslich 


*         an  Y  k  s     V^  ^ 


V, 


k  s    — 


4  a**"» 


2ayn 


(2) 


oder 


l/v77 ^r" 

r         1^      S    rk         AU" 


2ayn 


e    4*' 


(2') 
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wobei 

l     ^ 

a|/s 

genommen   wurde.     Der  Ausdruck  (2)  ist  mit  dl,  jener  (2') 

mit  dem  entsprechenden  DiflFerential,  nämlich  adrYs^  zu 
multipliciren. 

Nachdem  Pi  am  grössten  wird  für  Z  =  0,  so  ist  die 
Nulle  der  wahrscheinlichste  Werth  der  algebraischen  Summe 
der  Fehler   einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Beobachtungen. 

Problem  II  (b).  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  einer 
umsehen  +  l  gelegenen  algebraischen  Fehlersumme  heis  Beob- 
achtungen m  suchen, 

Lösnng.    Will  man  mit  der  Variablen  r  die  Rechnung 

aufnehmen,  so  multiplicire  man  (2')  mit  adrYs  und  integrire 
hierauf  innerhalb  jener  Grenzen  von  r,  welche  +  l  entsprechen. 
Dadurch  ergibt  sich 

r  r 

— r  0 

Wird  zur  grösseren  Vereinfachung 

gesetzt  und  die  der  oberen  6renz6  r  entsprechende  Grenze 
von  t  bestimmt,  so  hat  man  schliesslich  in 

0  '^       0 

den  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  algebraische 
Fehlersumme  von  s  Beobachtungen  —  s  sehr  gross  voraus- 
gesetzt —  zwischen  den  Grenzen 

+  Z==  +  ary7  =  4:2a^]/-^-    .     .     .     (3') 

enthalten  ist,  oder  auch  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das 
arithmetische  Mittel  der  Fehler  zwischen 


e    ^*" 


eingeschlossen  bleibt. 


+  1  =  4-^  =  4- 2a«T4; 

-^  s  -'-  l/c  —  Y    ks 
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Anmerkung  I.  Nachdem  der  Formel  (a)  des  Problems  I  (b) 
zufolge 


k"     2     .     1 


also 


ist;  so  kann 


«v? 


P=4--    A    'dt 

Vn  J 


'        0 

auch  als  Wahrscheinlichkeit  dafür  angesehen  werden,  dass 
das  arithmetische  Mittel  der  Fehler  von  s  Beobachtungen, 
die  Fehler  mit  den  ihnen  eigenthümlichen  Vorzeichen  genommen, 
zwischen  die  Grenzen 


falle. 

Anmerkung  IL  Ist  x  der  wahre  Werth  einer  Unbekannten, 
zu  deren  Bestimmung  s  Beobachtungen  angestellt  wurden, 
und  sind  w^^  '^2>'  ' '  ^«  ^^®  Beobachtungsresultate,  so  ergeben 
sich  für  die  wahren  Fehler  die  Werthe 


X  —  Wi  ==  5i, 

X  W2  ==  ^27 


Setzt  man  das  arithmetische  Mittel  der  Beobachtungsresultate 

^1  +  ««'2  H V'^s 


s  ' 

so  liefert  die  Summirung  obiger  Gleichungen  und  nachherige 
Division  durch  5  die  Beziehung 

«1  +  «2  H h  f, 

8  ' 

deren  rechte  Seite  bei  einem  sehr  hohen  Werthe  von  5  dem 
wahren  Fehlerdurchscbnitt  sehr  nahe  kommen  wird;  mit- 
hin ist 


1 
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=  Ä/ 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  x  —  m  zwischen  die  Grenzen 
fallen  werde,  oder  dass 


Nun  hat  sich  im  Problem  II  (a)  als  wahrscheinlichster 
Werth  von  l,  also  auch  von  t,  das  mit  l  durch  die  Relation 

t  =  -^—1/ TTT-  zusammenhängt,   die  Null  ergeben;  mithin  ist 

^  Ob  f     K     S 

der  wahrscheinlichste  Werth  von  x  der  Werth  m  oder  das 
arithmetische  Mittel  der  Beobachtungsresultate,  derselbe 
Werth  also,  welcher  für  x  aus  der  Beziehung 

s  s 

Usf  =  2;(x  —  iViY  =  min., 
1  i 

d.  h.  nach  dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsummen  ge- 
funden würde. 

Uebrigens  führen  die  obigen  Gleichungen  zu  folgenden 
Schlüssen: 

1)  Bleibt  t,  also  auch  P  constant,  so  ziehen  sich  die 
Grenzen  von  x  in  dem  Masse  zusammen,  als  die  Anzahl  s 
der  Beobachtungen  zunimmt. 

2)  Sollen  bei  wachsendem  s  die  Grenzen  m-\-  —  y  228} 

constant  bleiben,  so  muss  auch  t  gleicbmässig  mit  s  zu- 
nehmen; dann  aber  nähert  sich  P  beständig  der  Einheit. 

Anmerkung  III.  Die  Formeln  (3)  und  (3')  können  dazu 
dienen,  um  zu  untersuchen,  ob  eine  Erscheinung  einer  con- 
stanten  Ursache  zuzuschreiben  ist.  Im  Falle  nämlich  con- 
stante  Fehlerquellen  oder  constante  Ursachen  ausgeschlossen 
waren,  kann  man  mit  der  Wahrscheinlichkeit 

r    nk  J 
0 

erwarten,  dass  die  Summe  der  Fehler  von  s  Beobachtungen 
zwischen  die  Grenzen  +  arYs  fallen,  dem  absoluten  Werthe 
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nach  also  den  Betrag  ar'^s  nicht  überschreiten  werde.  Ist 
daher  bei  einem  der  Einheit  nahen  Werthe  von  P  die  alge- 
braische Fehlersumme  gleich   oder  gar  beträchtlich  grösser 

als  ary^;  so  erscheint  es  sehr  wahrscheinlich^  dass  an  der 
Erscheinung  constante  Ursachen  mitgewirkt  haben  ^  deren 
Erforschung  dann  die  nächste  Aufgabe  sein  wird. 

Bei  einer  derartigen  Rechnung  wird  man  dem  Quotien- 

ten  777  den  grösstmöglichen  Werth  unterlegen  müssen,  jenen 

Werth  nämlich,  welcher  sich  aus  der  Annahme  constanter 
Fehlerwahrscheinlichkeit  ergibt;  dem  Problem  I  (a)   zufolge 

ist  in  diesem  Falle  777  =  6. 

Beispiel  In  den  Tropenländern  haben  Beobachtungen 
einen  täglichen  Gang  des  Barometerstandes  ergeben,  welcher 
auch  in  unseren  Klimaten  bei  richtig  und  in  grosser  Zahl 
angestellten  Beobachtungen  merklich  wird.  Sein  Verlauf 
besteht  im  Allgemeinen  darin,  dass  der  Barometerstand  gegen 
9  übr  Vormittags  höher  ist  als  gegen  4  Uhr  Nachmittags; 
von  letzterer  Stunde  angefangen  steigt  er  bis  gegen  11  Uhr 
Nachts,  dann  fällt  er  bis  gegen  4  Uhr  Morgens,  um  von  da 
an  wieder  dem  um  die  neunte  Vormittagsstunde  eintretenden 
Maximum  entgegenzugehen. 

Es  soll  untersucht  werden,  ob  diese  Variation  einer 
Constanten  Ursache  entspringt. 

Zu  diesem  Zwecke  sei  s  Tage  hindurch  der  Barometer- 
stand gegen  9  Uhr  Morgens  und  gegen  4  Uhr  Nachmittags 
abgelesen  worden;  die  Beobachtungen  denken  wir  uns  jedoch 
nur  an  solchen  Tagen  vorgenommen,  wo  die  Schwankung 
zwischen  den  genannten  zwei  Zeitpunkten  nicht  über  4°*™ 
hinausgegangen  ist,  um  dem  bedeutenden  Einflüsse  störender 
Ursachen  aus  dem  Wege  zu  gehen.  Nun  möge  die  Summe 
der  am  Morgen  gemachten  Ablesungen  jene  der  anderen  um 
den  Betrag  g  übertreffen,  so  deutet  diese  Differenz  auf  eine 
constante  Ursache  hin,  welche  ein  Steigen  des  Barometers 
gegen  9  Uhr  früh  und  ein  Sinken  desselben  gegen  4  Uhr 
Nachmittags  anstrebt. 

Angenommen,  eine  solche  Ursache  bestünde  nicht,  die 
Differenz  j  sei  vielmehr  eine  Folge  der  Wirkung  zufälliger 


J 
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Ursachen  und  der  Beobaehtungsfehler.  Alsdann  ist  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Unterschied  der  beobachteten 
Summen  unter  dem  positiven  Betrage  g  bleibt,  nach  Formel 
(2)  ausgedrückt  durch 

das  Integral  zwischen  den  äussersten  zulässigen  Grenzen  von 
r  genommen;  diese  ergeben  sich  auf  Grund  der  Relation 

aus  den  Grenzen  von  ?,  welche  wieder,  da  der  beobachtete 
Unterschied  unter  dem  positiven  Betrage  q  bleiben  soll,  offen- 
bar  —  oo  und   +  q  sind,  lauten  demnach  r  =  —  oo  und 

r  =  —~zz  •     a  bedeutet  die  grosste  Abweichung,  welche  zwi- 

ays 

sehen  den  beobachteten  Barometerständen  stattfinden  kann, 
und  beträgt  der  Anordnung  der  Beobachtungen  gemäss  4™°^. 
Wären  die  Ablesungen  an  400  Tagen  vorgenommen  worden, 
und  nimmt  man  für  die  tägliche  Variation  den  Betrag  von 
j^mm  Qj^^  ^Jq  jjgg  etwa  den  von  ßamond  angestellten  Be- 
obachtungen entspricht,  so  wäre '  g  =  400™"*.  Führt  man  die 
Rechnung  mit  den  Werthen 

a  =  4jnm^         g  =  400"^°*,         S  =  400  ,         |^  =  6 

durch,  so  ergibt  sich  zunächst  für  die  obere  Grenze  der  Betrag 

400  K 

r  =  — yz=  =  5 ; 

4 )/400 

setzt  man 

so  verwandelt  sich  die  obere  Grenze  der  neuen  Variablen  in 


t  =|/i^  =y37^,  und  es  wird 

P=  -^  Cdte-^  =  1  _  ^  fdter^, 

wofür  mit  Benützung  der  in  Nr.  52  vorgeführten  EntWickelung 
dieses  Integrals  mit  zureichender  Annäherung 
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P=l 


^-37-5 


^ysibn 


geschrieben  werden  kann.  Bei  diesem  der  Einheit  äusserst 
naheliegenden  Werthe  von  P  muss  also  angenommen  werden, 
dass  der  beobachtete  Unterschied  zwischen  den  Summen  der 
Morgens  und  Abends  abgelesenen  Barometerstände,  wenn  er 
aus  keiner  constanten  Ursache  herrührte,  unter  400™™  bleiben 
würde;  nachdem  aber  letzterer  Betrag  erreicht  wird,  so  ist 
das  Vorhandensein  einer  constanten  Ursache  mit  sehr  grosser 
Wahrscheinlichkeit  anzunehmen. 

Problem  III  (a).  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  be- 
stimmen, dass  die  Summe  der  hei  einer  sehr  grossen  Anzahl 
s  von  Beobachtungen  begangenen  Fehler,  wenn  man  vom  Vor- 
zeichen der  letzteren  absieht,  gleichkommt  o  =  Z  +  f*^- 

Lösung.  Im  Problem  II  (a)  wurde  für  die  Wahrschein- 
lichkeit einer  Fehlersumme  o  (dort  T)  der  Ausdruck 

rt 

P„  =  -1-  fxe—'OV^'^  d6 
gefunden,  wobei  * 

diese  Formel  gilt  jedoch  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Fehler  mit  den  ihnen  zukommenden  Vorzeichen  in  Rechnung 
gebracht  werden;  will  man  jedoch  vom  Vorzeichen  absehen, 
sämmtliche  Fehler  also  als  positiv  in  Rechnung  ziehen^  so 
bedarf  es  nur  einer  Aenderung  des  Vorzeichens  bei  den  ne- 
gativen Fehlern,  um  obige  Formel  auf  den  gegenwärtigen 
Fall  anwendbar  zu  machen.  Unter  Beachtung,  dass  ip{—  z) 
=  q){x),  erhält  man 

+  2ip(a)^^y^^}\ 

Führt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Formel  für  Po,  ein  und 
setzt  gleichzeitig  rechter  Hand  o  =  Z  -]-  ft5,  so  wird 
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7t 


P„  =  -^  rd9e-««>^ije-''9V^[g>(0)  4-29(<?o)«<"'«>'^  +  --- 


—  7t 


+  2g)(a)e«9>^^]) 


7t 


Nimmt  man  den  natürlichen  Logarithmus  von  A  und 
entwickelt  die  in  diesem  Ausdrucke  auftretenden  Exponen- 
tiellen  in  Reihen,  so  wird  zunächst: 

r^  =  — s^Öl/~l  +  s^^9(0)  +  29)(c^a)jl  +  daöy-T— ^Ö^ ]  +  •• 


a  a 


=  —  sfiö")/—  1  +  5?  •  [—  9  (0)  +  2j(p  {x)  dx  +  2ö)/—  \Jx(p  {x)  dx 


0  0 


—  0^fa^ip{x)dx ] (1) 

0 

Werden  mit  den  Integralen  die  bekannten  Transformationen 
ausgeführt,  so  ergibt  sich  unter  Anwendung  der  früheren 
Abkürzungen 

l  •  A  =  —  S(i$y^^  +  sl'[aJc  +  2$Y^  a'^F  —  $^  a^Jc'' ] 

und  entwickelt  man  den  rechtstehenden  Logarithmen  nach 
Potenzen  von  $,  bei  der  zweiten  stehen  bleibend,  so  wird 
weiter 

Für 

2k' 
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hat  man 


und  daraus 


l-Ä M^JIL?^sa2^2 


**"  — 2*'»       ,,, 


Ä  =  e 


SO  dass  nunmehr 


1  r-»>'=i-=^ 


**"  — 2*'*      ,  ^, 


P^  =  JL^  I  e  "  rfö. 


2 

—  TT 


Wird 


^  =  ^'» 


|/Ä;^"  — 2Ä;' 
sodann 

■^^t,   a^-^-^t,   dü^^dt 

gesetzt,  wodurch  die  Grenzen   +  %  und  —  ä  in  — -^, —  und 
wi —  übergehen,  so  erhält  man 

anyV 

. „.die   I-      ■••^J     "■■ 


?^ 

=  -^e    -"•'S (2) 

2ay«s 

wenn  die  Integrationsgrenzen  bis  +  ^^   ausgedehnt  werden, 
was   bei  der  Natur  der  Function  unter  dem  Integralzeichen 
und   dem    sehr   gross    vorausgesetzten    Werthe    von   s  ohne 
Weiteres  gestattet  ist. 
Für 

— —  =»  r,     Z  =  ar^s 
ays 

lautet  obige  Formel 


»r» 


F.  =  -^,-e      '  ;    ...(2') 


-     459     - 

der  Ausdruck  für  Po,  muss  mit  dl,  beziehungsweise  aYs  dr 
multiplicirt  werden,  soll  er  die  Wahrscheinlichkeit  einer 
zwischen 

cD  =  l-\-^s  =  l-\-  -T-  sa 

=  arys  +-ir-  sa 

und  dem  unendlich  benachbarten  Werth  l  -{-  dl  -\-  ^s  liegen- 
den absoluten  Fehlersumme  vorstellen. 

Nachdem   P«,  für  1  =  0  oder  r  =  0  sein  Maximum  er- 
reicht, so  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  von  o 

daher  der  wahrscheinlichste  Werth  von  ft 


a 


ft  =  -TT-  a  =  2a^Jc'  =  2  /  xfp{x)dx, 

0 

Das  Product  sa  ist  offenbar  der  grösstmögliche  Werth 
der  Fehlersumme,  welcher  eintreten  würde,  wenn  jeder  Be- 
obachtung  ein   der   Grenze   a  gleicher   Fehler  zukäme;   der 

2Ä;' 
Factor  -r-  hängt    von    der    Natur    des    Fehlergesetzes    ab. 

Nimmt  man  den  äussersten  Fall  an,  dass  die  Wahrschein- 
lichkeiten aller  zwischen  0  und  a  gelegenen  Fehler  gleich 
gross  sind,  so  ergibt  sich 

1 

W  ==■   ix'cdx  =  — , 

0 
1 


ifc  =  2  icdx  =  2c. 


0 

daher  -^  =  -  und  ft5  =-  sa,  also  gleich  der  halben  grössten 

Fehlersumme;  in  jedem  andern  Falle,    wo    die  Fehlerwahr- 

2A;' 
scheinlichkeit  mit  der  Fehlergrösse  abnimmt,  fällt  -r-  kleiner 

als  ^  und  daher  fis  kleiner  als  —  sa  aus. 
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In  dem  Ausdrucke 

2k' 

bedeutet  offenbar  ^l  =  -j-a  jenen  Fehler,  welcher  allen  Be- 
obachtungen anhaftend  dieselbe  wahrscheinlichste  Fehler- 
summe herbeiführen  würde,  wie  sie  durch  die  verschiedenen 
Fehler  hervorgebracht  wird.     Dem  Obigen  zufolge  ist  dieser 

Betrag    bei    constanter    Fehlerwahrscheinlichkeit   —  a,  sonst 

kleiner.  So  folgt  beispielsweise  unter  Zugrundelegung  des 
Fehlergesetzes  ilf(x)  =  c  (1  —  x"^): 


j. 
'  =  c  I  x\i  —  x^)dx  = 


0 

1 

h  =  2cl\\  —  x'^)dx'  =  *'^, 

Ü 

daher  it  =  —  a  <  —  a. 

-Problem  III  (b).  Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  zu  be- 
stimmen, dass  die  Summe  der  numerischen  Fehlerwerthe  einer 
sehr  grossen  Anzahl  s  von  Beobachtungen  zmschen  den  Grenzen 

-T-  sa  +  arys 

enthalten  ist. 

Lösung.  Die  geforderte  Wahrscheinlichkeit  P  ergibt 
sich  durch  Integration  des  Ausdruckes 

— ^--=:  e      ^    •  aYs  dr 

^ayns 

innerhalb  der  Grenzen  +  ^;  daher  ist 


2y7tj 


dr 


setzt  man 


so  wird 


0 


—  r 


e      ^  dr\ 


^  =  ^     rt^r  =  ^  dt, 


^ 
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t 


P  = 


il/-'*  (ä) 


der  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit  einer  zwischen  die 
Grenzen 

k  —       (3' 

fallenden  Summe  der  absoluten  Fehlerwerthe,  oder  auch  der 
Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  numerische 
Werth  des  Fehlerdurchschnitts  oder  der  vorhin  mit  ft  be- 
zeichnete Werth  zwischen 

2k'        .      2at 

a  + 


k       —  ß'V 


8 


enthalten  ist;  letztere  Grenzen  ziehen  sich  mit  dem  Wachsen 
von  s  bei  constantem  t  und  P  immer  enger  zusammen  und 

2k' 

nähern  sich  beständig  dena  Betrage  -j-  a, 

2.  Beobachtungen  einer  Function  von  einer  Unbekannten. 

Die  der  directen  Beobachtung  zugängliche  Grösse  w  sei 
eine  Function  des  Arguments  X,  dessen  Werth  bis  auf  einen 
sehr  kleinen  Bruch  genau  bekannt  ist;  zur  Ermittelung  dieser 
Correction  sind  s  Beobachtungen  angestellt  worden,  deren 
Resultate  w^^  w^^  •  •  •  w^  sein  mögen. 

Bezeichnet  Xq  den  Näherungswerth  von  X,  %  dessen  un- 
bekannte Correction,  £,  den  Fehler,  welcher  der  Beobachtung 
Wi  anhaftet,  so  ist 

entwickelt  man  die  rechtsstehende  Function  nach  Potenzen 
von  I  und  bleibt  bei  der  ersten  stehen,  so  wird  bis  auf  den 
entsprechenden  Kleinheitsgrad  genau 

•      «;,  +  £,  =  /;  (Xo)  +  /;■'  (Xo)  g, 

woraus 

£i  =  CLii  —  nij     (1) 

wenn  f/  (Xq)  =  a,-  und  Wi  —  fi  (Xq)  =  w,-  gesetzt  wird.  Zu 
einer  ähnlichen  Gleichung  führt  jede  der  Beobachtungen. 
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Zur  Erzielung  eines  Werthes  für  5  könnte  2'^Si  =  0  ge- 
nommen werden;  der  hieraus  resultirende  Werth  wäre 

i:'n. 

Statt  dessen  kann  aber  auch  irgend  eine  andere  lineare 
Function  der  Fehler  s  der  Nulle  gleichgesetzt  und  auf  Grund 
dieser  Bedingung  S  ermittelt  werden.  Wir  multipliciren  zu 
diesem  Ende  Gleichung  (1)  mit  einer  ganzen,  vorläufig  un- 
bestimmten Zahl  hi  und  bilden  hierauf  die  Summe  aller  auf 
die  Werthe  i  =  1,  2,  •  •  •  5  bezüglichen  Gleichungen;  die  auf 
solche  Weise  erhaltene  Function  der  Fehler  lautet 

E  =  2Jlhi€i  =  ^Ulüihi  —  Zlhifii (2) 

Wird  nun  ^  «=  0  genommen,  so  folgt  für  |  der  Werth 

1  =  ^  =  »«; (3) 

bezeichnet  u  den  Fehler  dieser  Bestimmung,  so  dass 

S  = \-  u  =  m  -\-  u, 

1.      %      X 

so  liefert  die  Einführung  dieses   Werthes  in  Gleichung  (2) 
die  Beziehung 

E  =  {m  '\-  u)  UlhiOi  —  Z^lhni  =  u  Ulhiai   ...  (4) 

Es  soll  nun  die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  u  unter 
Voraussetzung  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Beobachtungen 
ermittelt  werden. 

Problem  I.  Die  Wahrscheinlichkeit  m  bestimmen  j  dass 
der   Werth  der  Function  E  gleich  ist  l, 

Lösung.  Die  Grenzen,  innerhalb  welcher  der  Fehler 
jeder  einzelnen  Beobachtung  liegen  kann,  seien  +  ö;  ferner 
bedeute  (p(x)dx  die  Wahrscheinlichkeit  eines  in  dem  unend- 
lich kleinen  Intervall  x  bis  x  -{-  dx  gelegenen  Fehlers.  Vor 
Allem  wird  es  sich  um  die  generirende  Function  Y  der 
verlangten  Wahrscheinlichkeit  handeln.  Ertheilt  man  in  der 
Summe 
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9(— «)<"*«•  "-1 \-  q){~  da)t-''i'"'  +  q>{0)  -\-  ^(da)t''i^<' 

a 

-j \-  (p(a)  ^i«  =f9>  (^)  dxtf'i'' (5) 


—  a 


dem  Zeiger  i  alle  Werthe  von  1  bis  s  und  bildet  hierauf  das 
Product  aller  so  entstandenen  Ausdrücke,  geordnet  nach 
Potenzen  von  t,  so  stellt  offenbar  der  Coefficient  irgend  eines 
Gliedes  die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  die  Summe  der 
Werthe  \x,  h^x  '  -  -h^x  oder  die  Function  E  den  durch  den 
Exponenten  von  t  angedeuteten  Werth  erlangt;  mithin  ist 

a  a  a 

Y=  J(p (x) dxt^^'^x  J(p {x) dxi^^ X-'X  f(p  (x)  äxf's^' 

—  a  — a  — a 

und  Pi  bedeutet  die  Wahrscheinlichkeit  von  E  ^=1. 

Nimmt  man,   was  bei  der  Unabhängigkeit  der  Coeffi- 

cienten  P  von  t  erlaubt  ist,  t  ==  e^^—^,  so  ergibt  sich 

7t 

Nun  ist  aber  mit  Beachtung,  dass  q)  ( —  x)  =  q)  (x)  voraus- 
gesetzt wird, 

a  0  a  

f(p{x)dx^i''^y^^=fg){x)dx^^i''^^-^,+f(p{x)dx^i'^^y'-^ 

— a  — a  0 

a  a      *  

=f<p(x)dxe-^i'^^y^+f(p{x)dx^i'^^y-^ 

U  0 

=/(p  (x)  dx  {e-^-*®V^  +  e*,xeöi/=i} 

0 

a 

=  2/9  (x)  dx  cos  (hiXcj) , 
0 
daher 

Y  ==  2j(p  (x)  dx  cos  (h^xW)  •  2  Jigp  {x)  dx  cos  (h^xW)  •  • 
0  0 

a 


X  2j(p(x)  dx  cos  (hsXW), 


0 
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Zum  Zwecke  der  weiteren  Entwickelung  dieser  Function 
setzen  wir 

X  =  ax  y    q>  (x)  =  (p  (ax)  =  ^  (a;'), 
femer,  wie  dies  schon  früher  geschehen. 


fx'il;  (x)  dx'  =  m, 

0 


so  dass 


a 


Jo(f(p{x)  dx  =  a'-^^Jx'^  (x)  dx'  =  a*+U<''> 

0  u 

wird,  und  beachten,  dass  insbesondere 

a  1 

2/9)  {x)  dx  =  2a  Jil>  {x)  dx'  =  aifc  ==  1 


0 


0 


ist;  wird  hiervon  bei  der  Entwickelung  der  Integrale,  als 
deren  Product  Y  erscheint,  Gebrauch  gemacht,  so  ergibt  sich 
nach  und  nach 


a 


(p{x)dx(^os{hiX^)=J(p{x)dx\l ^—  +  1.2.3.4 


0 
a 


a 


=  I  ip  {x)  dx r—  j  o(rq>  (x)  dx  +  -^  I  ci^q>  {x)  dx  —  • 

0  0  0 

=  ^ah-^a'r  +  ^a^k^'^..^, 


a 


2  f  q)(x)dxcos{hiXm)=aJc\  1  —  hi^m^      -  + j- •  •  • 

0 


jy 


l-^k,'a'^'+^h,^a'm'^ 


k 


12k 


l'[^Jq>  {x)  dx  cos  Qiixm)\ _  h^a^m^  +  ^  hW^  m 

k"^ 

T  ^«^  ®^  H f2F —  *»■  «  ^  —  •  •  • 
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Mithin  ist 


l-Y=2:[l-  hjfp  (x)  dx  cos  (hixm)] 
woraus  durch  Uebergang  zu  den  Zahlen 


ijy    ßij'i 


1  =  e  •  e 


=  e 


■■|l  +  *-4^^i#^«'^^V-...} 


erhalten  wird^  so  dass  nunmehr 


—  7t 


oder,  wenn  man  t  =  SToyTsetzt, 


Die   Summen   2^Ä,^,    27Äi*,    •  •  •    sind   offenbar   von  der 
Grössenordnung  5,  daher  der  Quotient  — ^^    von  der  Ordnung 

s 

-,  welche,  nachdem  s  als  sehr  gross  vorausgesetzt  wird,  be- 
reits vernachlässigt  werden  soll.  Nachdem  femer  der  Ex- 
ponent von  e  für  die  Integrationsgrenzen  sehr  gross,  die 
Function  unter  dem  Integralzeichen  also  sehr  klein  ausfilUt, 
so  kann  man  die  Grenzen  bis  +  oo  ausdehnen  und  erhält 


>  =  — --^  fdte    L7~7~'*'^"^v7"  J 


oo 

1 


^ I  die       *^L'^~^^F'IvJ. 


—  oo 

Meyer,  Wahrscheinliobkeitsreohnung.  30 


. 


■  j 


.  ■■:1 


^ 
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Indem  noch  zur  Kürze 

y       ks       l  2ak"2h.^   J 

gesetzt  wird,  ergibt  sich,  da  das  Integral  den  Werth  Yx  annimmt, 


ifep 


P,  =  . c    4a**" ^v  dl     (a) 

2  üVtC  |/y  Zh.^ 

als  Wahrscheinlichkeit,  dass  die*  Summe  E  =  UhiSi  zwischen 
die  Grenzen  l  und  l  -\-  dl  fällt. 

Dem  Maximum  von  Pi  entspricht  der  Werth  1  =  0. 

Problem  IL    Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  P  m  suchen, 
dass  der  Werth  von  E  zwischen  +  l  enthalten  ist. 

Lösung.     Durch    Integration    obiger   Formel    innerhalb 
der  Grenzen  +  l  folgt  unmittelbar 

i 

P  = ^ /(iZr*«^*"-^V; 

setzt  man  l  =  arYs,  so  ergibt  sich  weiter 

■P=*= .T7f i  dre    4*":?Äi» (b) 


0 

als  Wahrscheinlichkeit  eines  zwischen  den  Grenzen  +  ar"j/s 
gelegenen  Werthes  von  E. 

Problem  IIL   Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  Pu  eines  Fehlers 
u  in  der  Bestimmung 

Zh.n. 

und  in  zweiter  Beihe  die  Wahrscheinlichkeit  P'  zu  rechnen, 
dass  der  Fehler  dieser  Bestimmung  von  S  zwischen  den  Grenzen 
+  u  enthalten  ist 

Lösung.     Durch  Formel  (a)  ist  die  Wahrscheinlichkeit 
ausgedrückt,  dass 

E^l 

ist,  oder,  wenn  man  die  Relation  (4)  beachtet,  dass 

l  =  uHhitti] (a) 
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mithin  drückt  Formel  (a)  auch  die  Wahrscheinlichkeit  eines 

Fehlers 

l 


tl=z 


2Jh-  a . 


in   der  Bestimmung   |  =  m  aus.     Führt  man  in  der  eben 
citirten  Formel  die  Substitution  (a)  durch,  so  hat  man  auch 


Pi  =  *  C       4aU"  2hi^  ""    du    ....    (c) 

als  Wahrscheinlichkeit  eines  zwischen  u  und  u  -\-  du  liegen- 
den Fehlers  in  |  =  wj. 

Ebenso  ist  die  zweite  Frage  im  Vorigen  bereits  gelöst; 
durch  die  Formel  (b)  ist  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Grenzen 

Yon  E  gegeben,  mithin,  wenn  man  wieder  Gleichung  (4)  be- 
achtet, auch  die  Wahrscheinlichkeit  der  Grenzen 

ary^ 


+ 


Zh-a 


t  t 


von  u.  Die  verlangte  Wahrscheinlichkeit  P'  ergibt  sich  dem- 
nach entweder  aus  der  Formel  (b),  wenn  man  darin  die 
Substitution 

aryl  uUh.a. 


u  = 


durchführt,  oder  direct,  wenn  man  Formel  (c)  innerhalb  der 
Grenzen  +  ^  integrirt;  mithin  hat  man 

r  = ^,;  ' /ciwe""I^^r^v" (d) 

0 

für    die    Wahrscheinlichkeit    eines    zwischen    +  u   liegenden 
Fehlers  in  der  Bestimmung  |  =  m. 

Setzt  man  zum  Zwecke  weiterer  Vereinfachung 


30 


^ 
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woraus 


u  = 


ay^-Zk,' 


2  h.a. 


t 


i   t 


und  ^  =  0  fiir  w  =  0  gefolgert  wird,  so  ergibt  sich 


0 


dte-^ (d') 


als    Wahrscheinlichkeit,    dass    der    Fehler    von    5 
zwischen  die  Grenzen 


2  h.  n. 

t       t 

2  h.  a. 


+ 


«Vf^ 


-^         2h.  a. 


t  =  +  u 


fällt. 

Die  nähere  Betrachtung  der  gewonnenen  Formeln  führt 
zu  folgenden  Schlüssen: 

1)  Bleibt  ty  also  auch  P'  constant,  so  zieht  sich  das 
Intervall  +  u  um  so  enger  zusammen,  je  kleiner 


«]/f^ 


2h^a. 


wird. 

2)    Wächst   t  und   damit  auch  P',    so   muss,    soll    das 
Intervall  sich  nicht  ändern,  der  Ausdruck 


«l/^i^v 


2  h.  a. 


in  demselben  Verhältnisse  abnehmen,  als  t  zunimmt. 

Während  also  das  Fehlerintervall  dasselbe  bleibt,  wird 
die  Wahrscheinlichkeit  P',  dass  u  innerhalb  derselben  ent- 
halten ist,  um  so  grosser,  je  kleiner 


2  h.a.        ' 

das  vortheilhafteste  System  der  Factoren  hi  ist  demnach  das- 
jenige, welches  der  Forderung 
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2h} 


Genüge  leistet. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangt  man  aber  auch^  in- 
dem man  die  Forderung  nach  dem  kleinsten  mittleren  Fehler 
(in  Laplace's  Sinne)  aufstellt.  Der  Ausdruck  für  den  nume- 
rischen Werth  dieses  Fehlers  ist 

oo 
@  =  fuq>(u)  du\ 

0 

ersetzt  man   hierin  q)(u)  du  durch  seinen   in  Gleichung  (c) 
gegebenen  Werth 

q)(u)du  = — ===  e    4.k"ä'2hi^'*  du 

und  nimmt  für  den  Augenblick 

2  h.-  di 


X    t 


«j/^^V 


SO  wird 


^-tJ 


CX) 

ue-^^'^'^du 


0 
0 


und  nach  Restitution  des  Werthes  für  H 


kn  2h. a. 

%  9 


Will  man  also  das  Goefficientensystem  so  wählen ,  dass 
0  ein  Minimum  werde,  so  führt  dies  zu  der  nämlichen  Be- 
dingung, wie  sie  oben  in  (f)  gefunden  worden. 

Nachdem  der  Factor  (^  y -r  in  (f)  lediglich  von  der 
Natur  des  Fehlergesetzes  abhängt,  mithin  für  alle  Systeme 
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der  Coefficienten  h  derselbe  bleibt,  so  ist  nur  der  andere, 

2 h.a.  ' 

*      * 

zu   einem  Minimum  zu  machen  und   dies   erfordert  bei  der 
Unabhängigkeit  der  einzelnen  h  von  einander,  dass  allgemein 


dhf 

werde;  durcb  Ausführung  dieser  Operation  ergibt  sich  für  A, 
der  Werth 

wenn  man  den  von  i  unabhängigen,  daher  constanten  Factor 
-=j- —  gleich  ft  setzt.    Aus  der  Form  von  fe,  ist  nun  sogleich 


i  » 


zu  erkennen,  dass  durch  entsprechende  Wahl  von  ft  —  da 
es  hier  nur  auf  Verhältnisse  ankommt  —  für  \j  \,  '  '  ' 
immer  ganze  Zahlen  erzielt  werden  können. 

Dem  gefundenen  Coefficienten  System  entspricht  als  vor- 
theilhaftester  Werth  der  gesuchten  Correction 

2aa.n.        Za.n. 

5  =  ^^  =  ^^=»^' (g) 

und  der  mittlere  Fehler  dieser  Bestimmung  ist 


®=«y'£ 


-i/ir 


Das  Resultat  (g)  ist  dasselbe,  welches  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  liefei-t,  d.  h.  welches  sich  aus  der  Be- 
dingung 

Usi^  =  2J(ai^  —  fiiY  =  min. 

ergibt;  denn  setzt  man,  in  Ausführung  dieser  Bedingung, 
den  nach  S  genommenen  Diflferentialquotienten  der  Nulle 
gleich,  so  ergibt  sich 

Zlai(ai^  —  fii)  =  0, 

2a,n, 


wie  oben. 
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Fuhrt  man  in  dem  Gleichungssystem,  welches  aus  der 
Gleichung  (1)  fliesst,  wenn  man  darin  der  Reihe  nach  i  =  1, 
2,  •  •  •  5  nimmt,  an  Stelle  von  |  den  eben  gefundenen  Werth 
m  ein,  so  ergeben  sich  an  Stelle  der  wahren  die  von  dem 
vortheilhaftesten  Werthe  der  Unbekannten  zurückgelassenen 
Fehler 

^1  =  %^  —  ^if     ^2  =  ^2^  —  *^;  •  •  •  ^8  =  öt«^  —  w«; 
doch   kann  man,    da   s  sehr   gross  vorausgesetzt  wird,   für 
2J£i^  die  Summe  Zli'^  setzen.     Im  Problem  I  (a)  wurde  nun 
für  den  wahrscheinlichsten  Werth  der  Fehlerquadratsumme 

der  Ausdruck  -j—  sa^  gefunden;    identificirt   man   denselben, 

was  wieder  mit  Rücksicht  auf  den  hohen  Werth  von  s  er- 
laubt sein  wird,  mit  Uki^j  so  folgt 

Formel  (d'): 

2 

V 

0 

drückt  mithin  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass 

S  =  m  +     , — - 

—  y^a; 


Insbesondere  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Fehler- 
grenze 


Vi 

oder  für 


1  i/^ 


1   ^  /2iy 

nachdem  in  diesem  Falle  aus  der  Gleichung 

@  =  u    oder  -L^r/ ^^  = -^W -=^J 
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für  t  der  besondere  Werth 


folgt, 


t  =  — ^  =  0-28209 

2y« 


dte-^  =  0'31005. 


Zusatz.  Um  auf  directe  Beobacbtungeti  einer  Unbe- 
kannten als  einen  speciellen  Fall  des  bier  bebandelten  all- 
gemeineren Falles  zu  übergeben,  braucbt  nur 

/•(Z)==Z=| 

gesetzt  zu  werden;  es  ist  sodann  Xq  =?  0,  /i'C^)  =  ^«  =  1; 
fi{XQ)  =  Xq  =  0,  folglicb  ifii  =  Wi]  ferner  wird  Uoi^  =  s; 
demzufolge  ist  der  vortbeilbafteste  Werth  der  Unbekannten 

Sa.n.       Wi  +  «?2  H \-^M 


und  es  stellt 


e-^dt 


die  Wabrscbeinlicbkeit  vor,  dass  der  wahre  Werth  der  Un- 
bekannten zwischen  die  Grenzen 

Zw..         i 


2 


ZU  liegen  kommt. 

Anmerkung.    Nachdem 


2 


2  an. 


2Jki'  =  2J{aim  —  n^f  =  2;(a,  ^V  -  n,) 


=  2;. 


a.Sa.n-  —  n.Za? 


2 


27a. 


l2 


SO  drückt  P' =  -T^  I  dte~^  auch    die    Wahrscheinlichkeit 


aus^  dass 


r 
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die  Grenzen  sind,  zwischen  welchen  der  wahre  Werth  der 
Unbekannten  enthalten  ist. 


II. 

FeUertheorie  nach  Bienaym^*). 

Vorbemerkung.  Die  Fehlertheorie  Bienayme's  ist  als  eine 
Ergänzung  der  Theorien  von  Gauss  und  Laplace  anzusehen. 
Die  beiden  genannten  Geometer  haben  nämlich  für  den  Fall 
der  Bestimmung  mehrerer  Unbekannten,  aus  vermittelnden 
Beobachtungen  nur  Regeln  angegeben,  nach  welchen  man 
die  Fehlergrenzen  jeder  einzelnen  Unbekannten,  für  sich  be- 
trachtet, und  deren  Wahrscheinlichkeit  zu  berechnen  im 
Stande  ist. 

Hierin  erblickt  nun  Bienayme  einen  wesentlichen  Mangel. 
Nach  einem  der  Grundsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist  nämlich  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens 
einer  Anzahl  unabhängiger  Ereignisse  gleich  dem  Producte 
ihrer  einfachen  Wahrscheinlichkeiten,  so  zwar,  dass  die 
Wahrscheinlichkeit  der  Coexistenz  mehrerer  Ereignisse  ge- 
ringer ist  als  die  eines  jeden  einzelnen  für  sich  betrachtet, 
und  um  so  kleiner,  je  zahlreicher  die  einfachen  Ereignisse 
sind. 

In  gleicher  Weise  verhält  es  sich  mit  den  Fehlem  der 
unabhängigen  Unbekannten  bei  vermittelnden  Beobachtungen : 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  insgesammt  beständig  inner- 
halb bestimmter  Grenzen  bleiben,  kann  nur  das  Product  der 
Wahrscheinlichkeiten  sein,  dass  der  Fehler  jeder  einzelnen 
innerhalb  der  ihm  eigenthümlichen  Grenzen  verbleibt;  mit- 
hin muss  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  dieser 


*)  J.  Liouville's  „Journal  des  Math^matiqnes  pures  et  appliqu^es", 
Band  XVII.,  1862,  pag.  83  u.  ff. 
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innerhalb  gegebener  Grenzen  liegenden  Fehler  beträchtlich 
geringer  sein  als  die  eines  jeden  einzelnen,  wenn  man  ihn 
für  sich;  ohne  Rücksicht  auf  die  übrigen,  betrachtet. 

Bedenkt  man,  dass  mit  dem  Erweitern  der  Fehlergren- 
zen die  Wahrscheinlichkeit  derselben  wächst,  und  umgekehrt, 
so  wird,  wenn  man  dem  Zusammentreflfen  der  Fehlergrenzen 
sämmtlicher  Unbekannten  dieselbe  Wahrscheinlichkeit  wird 
verleihen  wollen,  wie  sie  bei  der  einzelnen  Unbekannten,  ohne 
Rücksicht  auf  die  übrigen,  verlangt  .  wurde,  eine  ganz  be- 
trächtliche Ausdehnung  der  den  einzelnen  Unbekannten  zu- 
kommenden Fehlergrenzen  nothwendig  werden;  wird  man  hin- 
gegen bei  den  Fehlergrenzen  bleiben  wollen,  die  man  für 
die  einzelne  Unbekannte  einmal  angenommen  hat,  so  wird 
sich  für  die  Wahrscheinlichkeit  ihres  ZusammentreflFens  nur 
ein  geringer  Betrag  ergeben. 

Es  führt  daher  zu  Täuschungen  über  den  Grad  der 
Wahrscheinlichkeit,  wenn  man  jede  Unbekannte  eines  Systems 
so  behandelt,  als  ob  sie  für  sich  bestände,  statt  die  Unbe- 
kannten, die  in  der  Wirklichkeit  doch  nicht  getrennt  werden 
können,  in  ihrer  Zusammengehörigkeit  zu  betrachten.  Die 
der  letzteren  Auflfassung  geltenden  Formeln  abzuleiten,  ist 
nun  Aufgabe  der  folgenden  Entwickelungen. 

Der  Fall  einer  Unbekannten  würde  eigentlich  dem  Wesen 
nach  nicht  hieher  gehören;  doch  soll  auch  auf  diesen  der 
Betrachtungsgang  Bienayme-s  angewendet  werden;  das  hier 
erzielte  Resultat  wird  selbstverständlich  mit  dem  anderer 
Geometer  übereinstimmen. 

Noch  mag  erwähnt  werden,  dass  sich  Bienayme  in  den 
übrigen  Stücken  an  die  Theorie  von  Laplace  anlehnt. 

1.  Vermittelnde  Beobachtungen  einer  Unbekannten. 

Es  sei  X  die  Unbekannte,  f{X)  die  durch  eine  sehr 
grosse  Anzahl  n  von  Beobachtungen  gegebene  Function  der- 
selben; die  Beobachtungsresultate  mögen  mit  o^,  Og,  •  •  •  ö« 
bezeichnet  werden.  Wir  setzen  ferner  voraus,  dass  ein  sehr 
genäherter  Werth  von  X  —  er  heisse  Xq  —  bekannt  ist, 
um  dessen  sehr  kleine  Correction  x  es  sich  handelt. 
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Sind  e^j  €2,  •  •  •  €n  die  Beobachtangsfehler,  so  führt  bei- 
spielsweise die  Beobachtungs  Oh  zu  der  Gleichung 

Oh  +  £h  =  fh {Xq  -^  x)  =  ahX  +  an, 

jede  andere  zu  einer  ähnlichen  Gleichung;  bei  der  rechter 
Hand  vorgenommenen  Entwickelung  der  Function  wurden 
Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  x  vernachlässigi  Setzt 
man 

Oh  —  cch  =  rih,     Wä  +  £a  =  (x>h, 

so  übergeht  obige  Gleichung  in 

&h  =  (lkX (1) 

Werden  nun  die  Gleichungen  des  Systems  (1)  mit  vor- 
läufig unbestimmt  gelassenen  Goefficienten  Icj,  multiplicirt 
und  sodann  addirt;  so  ergibt  sich  die  neue,  alle  Beobach- 
tungen umfassende  Gleichung 

SfDh'kh  =  xSühlCh] 
durch  die  Annahme 

Süh  kh  =  1 
erhält  man  für  x  den  Ausdruck 

X  =  Scjhh  =  S(nh  +  £H)h 
=  Sfikh  +  Senh] 
würde  nun  für  x  der  Werth 

x'  =^  Sfih  Jch 

genommen  werden,  so  hätte  dies,  wie  man  augenblicklich 
erkennt,  einen  Fehler 

zur  Folge.  Will  man  dagegen  die  Goefficienten  fc^  der  Be- 
dingung Stth  hh  =  l  nicht  anpassen,  dann  wird 

Sn.  k. 
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Wie  später  gezeigt  werden  wird,  ist  fc^  =  a*  das  vor- 
theilhafteste  System  der  Factor en,  dasjenige  zugleich,  welches 
dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsummen  entspringt;  für 
dasselbe  ergibt  sich 


X  = 


X  = 


r  = 


Problem  I.  Die  Wahrscheinlichkeit  des  Fehlers  r  m  be- 
rechnen. 

Lösung.  Bezeichnet  (p{e)dE  die  Wahrscheinlichkeit  eines 
Fehlers  zwischen  den  Grenzen  e  und  f  +  dt«,  so  bedeutet 
oflFenbar  in  der  Entwickelung  des  Productes 

in  welchem  die  sämmtlichen  Integrale  zwischen  den  äussersten 
Grenzen  der  a  zu  nehmen  sind,  der  Goefficient  U  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass 

Seik^  =  r  =  u 

ist,  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  in  der  Be- 
stimmung x'=  Snhkh  den  besonderen  Werth  u  annimmt.  Er- 
setzt mau  in  Folge  dessen  ?7  durch  die  Charakteristik  W{u)du 
und  verwandelt  gleichzeitig  das  Summenzeichen  in  ein  Inte- 
gralzeichen, versehen  mit  jenen  Grenzen,  innerhalb  welcher 
sich  Sehkh  bewegen  kann,  so  nimmt  obige  Gleichung  folgende 
Gestalt  an: 

F=^JW{u)du^^y^^. 

Durch  Multiplication  mit  €r^^^~^da  und  darauffolgende  Inte- 
gration zwischen  +  oo  wird*) 


*)  Siehe  Note  V.  am  Ende  des  Buches. 


-  477 
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JPdae-''^y^=Jdae'''^y^JW{u)due''^y-^  =  2%W{r)^ 


— oo  — oo 

woraus  dann 


nr) = ^/- 


oo 


—  oo 


folgt;  W(r)dr  bedeutet  nun  die  Wahrscheinlichkeit  eines  zwi- 
schen r  und  r  -}-  dr  belegenen  Fehlers  in  x\ 

Nach  Unterdrückung  der  Indices  bei  den  £,  welche  oben 
ohnehin  nur  zur  grösseren  Klarheit  gefuhrt  wurden,  schreibt 
sich  jetzt 

oo 
?pp(r)  =  ^  Cdae-'^^^y^ TIh  [  Cq>(e)ds^h^y^\  , 
—  oo 

das  Integral  unter  dem  Zeichen  77  zwischen  den  äussersten 
Fehlergrenzen  genommen,  die  wir  im  Folgenden  nicht  beson- 
ders hervorheben  werden. 

Allgemein  ist 


f<p{€)d€e'h<^y^  ^Jq){B)dB  {l  -f  «ä^ä«/— 1  — 


SÄ** 


=  1  +  i^,ahY^^  -  ^  ««Ä,«-?^  «3J/>/Zä  +  ^«^Ä;/— .. 


24 
=  1+^  =  6% 


wenn 


JsPq)(6)dB  =  /Lt^ 
gesetzt  und  beachtet  wird,  dass 

ffp(£)d€  =  (lQ=  1 

ist;  ferner  ergibt  sich  für  die  neu  eingeführte  Grösse  r,  wenn 
man  bei  der  vierten  Potenz  von  «f  stehen  bleibt,  der  Ausdruck 
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2»         Z* 


+  (f»4— 3ft(*— 4;ti  fts  +  ISfhVs— 6fii*) -^j- 


+ 


2 


'»     6 


84 


Demzufolge  bat  man  jel^t 


ffie) 


«•V 


«**»* 


d.e»*»«!^«»/'"**^-' - *^ "'**'-''•  "i^^^ +  ""•  "^^+ 


24 


woraus 


nÄ{j9C«)d£e**A«V^}=, 


.  a]/-  1  5*,,-^^2__ÜL  a^Skf.'^^M,  ^V"  1  «*ä'+^«  ^  ^V 


und 


^w=Ä/' 


^  r«}/:ri    /'x«>/-15*Ä--^^^-2^a»5V-l^^*>'==^ÄrV  +  i^*^^ 


rfae~ 


ex 


(l  -  J^^  T/- 1 ÄÄ*»  +  3f4^  Si/) 


sich  ergibt. 

An  Stelle  von  r  und  a  mögen  nun  die  neuen  Variablen 
Q  und  z  auf  Grund  folgender  Relationen  eingeführt  werden: 


r  —  fi^Sh  =  py2(ft2  — /(ii^)  ,         ötr  =  (Z(>  ]/2(fi2  —  ft/), 


et 


'l/lC'*^ -.«,') 


da  = 


l/l^-^i*) 
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dadurch  wird 


1^    n dz 


—  CX) 

wenn  man  zur  Abkürzung 

q  =  \-M^^  V^^  s  h'  +  ^^4  S  ^**' 


1        y JUoBOKj,- 


2 


schreibt. 

Problem  II.     I)ie   Wahrscheinlichkeit  p  gegebener  Grenzen 
des  Fehlers  r  zu  suchen, 

Lösung.     Nach  bekannten  Begriffen  ist 

p  =fW(f)dr 

—  oo 

—  OO 

das  neu  eintretende  Integral  zwischen  den  den  verlangten 
Grenzen  von  r  entsprechenden  Grenzen  von  q  genommen. 
Setzt  man  nun 

so  folgt 


2 
Ä 


bei  der  Darstellung  des  letzten  Factors  unter  dem  Integral- 
zeichen als  Function  der  neuen  Variablen  t  und  ß  wird  man 
sich  bei  der  Symmetrie  der  Integrationsgrenzen,  welche  sich 
auf  ß  beziehen  und  wieder  +  oo  sind,  auf  die  geraden  Po- 
tenzen der   letztgenannten   Variablen   beschränken;    dadurch 
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erhält  man  für  1  —  ^V—l  ^3^^  +  ^  ^a^  ^^^  abgekürzten 


Ausdrack 


1 


+ 


1  /    -y« 


,  ^  -  -r:^^,  ßH»  + 


N, 


^'*) 


"MV^V)"'      (.VW)""  '  (VW)'  I 

und  mit  Benützung  der  Substitutionen 


3iV: 


(V^V) 


1? /■ 


JV. 


(|/SV)' 


==  ig, 


^i 


(/SV)* 


=  ö,, 


(/SV)* "  ^' 


wird  jetzt 


cx> 


i)=ijd<6-'*yrf^e--»'{i-|(i,^<-L,<«)+i(Gi^-(?,/j«^+ö,<«)j 


—00 


cx)  00 


CX) 


—00 


CX) 


—00 


00 


—  CX)  —00  — CX) 


da  nun 


CX) 


Cß^^äße-f^  = 


_  1  ♦3»»(2i--l) 


2» 


Vtc, 


—00 


so  ergibt  sich  schliesslich 


P 


Entsprechen  den  Grenzen  der  ursprünglichen  Variablen  r 
die  Grenzen  +  y  der  neuen  Variablen  t,  so  verschwinden  bei 
Ausführung  dieser  Integration  die  Glieder  mit  ungeraden  Po- 
tenzen von  t  und  es  wird 


p  =  /-  r 
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1    /1-3  ^  r.    t^ 


'''^-11+2Mt«-^^-^^2+^^^)} 


0 

= i^/""-"  ( ^ + Ä  röÄo  (St  (^•-  -="■+'*)  1  • 

0 

Nun  ist  Shh*'  von  der  Ordnung  n,  (STih^y  von  der  Ordnung  w^, 
der  Bruch  ,^,  ^  ^  daher  eine  Grösse  von  der  Kleinheitsord- 

nung  — ,  welche  bereits  vernachlässigt  werden  soll;  damit  wird 

rX 


" = Ä/' 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

oder,  auf  die  ursprüngliche  Variable  r  zurückgehend,  dass 


-yVS'h'<Q<yySh^, 
r  —  i^i  Sk^ 


oder  endlich  *die  Wahrscheinlichkeit,  dass 

Anmerkung  L    1)  Bei  constantem  y,  also  bei  demselben 
j),  fallen  die  Grenzen  von  r  um  so  enger  aus,  je  kleiner  Sk^^j 

sie  werden  also  für  Skh^  =  min.  (d.  i.  für  Jc^  =  ö-^,  wie  so- 
gleich nachgewiesen  werden  soll,)  am  engsten. 

2)   Nachdem  y  =  -— ^—  (an  der  Grenze),  so   wird  für 

Shj?  =  min.  die  obere  Integrationsgrenze  y  und  damit  auch 
p  ein  Maximum;  bei  im  Vorhinein  angenommenen  Grenzen 
wird  daher  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  der  Un- 
bekannten über  dieselben  nicht  hinausfällt,  am  grössten,  wenn 
man  letztere  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  be- 
stimmt hat. 

Meyer,  Wahrscheiulichkeitsrechnung.  31 
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Anmerkung  II.  Es  soll  gezeigt  werden^  dass  für  das  aus 
dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsummen  fliessende  Fac- 
toren System  das  Minimum  von  SÄ:*^  eintritt. 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  liefert  für  x  den 
Ausdruck 


Sa, 


Sa,^ 


während  unser  Verfahren  den  Ausdruck 

X  =  SkhCJh 

ergeben  hat;  die  Behauptung  geht  also  dahin,  dass  kh  =  A/, 
dem  Minimum  von  Sk^^  entspricht. 

Bekanntlich  wurde  bei  der  letzterwähnten  Bestimmung 

von  X 

Suhh  =  1 

gesetzt;  nun  ist  aber  auch 

SühAu  ==  Süh        .^  =  -:t-  2  =  1  ? 


^'a, 


Sa, 


zieht  man  die  beiden  Gleichungen  von  einander  ab,  so  ergibt 
sich 

Sahikh  —  Af)  =  0, 

und  nach  Division  durch  Sa^ 

S^ .  (^-A  -  A,)  =  SA,{h  -  A,)  =  S{A;A  -r  Au')  =  0, 

woraus 

SAnh  -  SA,' 

gefolgert  wird.     Aus  dieser  Gleichheit  folgt  aber  die  Richtig- 
keit der  Gleichung 

Sku'  —  2SAnh  =  Sh'  —  2/SA% 
aus  welcher 

SM  -  2SA,h  +  SA?,  =  SU  -  SAl, 
S(kn  -  A,y  =  SM  -  SAi 


und  schliesslich 


SM  =  SAH  +  S{h  -  Any 


sich  ergibt;  hieraus  aber  erkennt  man  sofort,  dass  SM  =  min. 
wird  für 


h  =  Au 


a, 


Say 


—     483     - 

Da  es  bei  der  Bezeichnung  von  x  nur  auf  Verhältniss- 
zahlen ankommt,  so  kann  auch  hh  =  au  gesetzt  werden. 

Anmerkung  III.  Für  das  vortheilhafteste  System  der 
Factoren  Ää  ist 

0 

die  Wahrscheinlichkeit  der  Grenzen 


^^s5  ~  ^>^^^^'**~'''^<*'<''^s5  +  ^1^^^^'*^"'*'^ 


Ä  "A 


Sal 


des  Fehlers  r  in  der  Bestimmung  x'  = 

Anmerkung  IV.  üeber  die  Natur  des  Fehlergesetzes 
wurde  bisher  keinerlei  Voraussetzung  gemacht;  nimmt  man 
nun  an,  dass  positive  und  negative  Fehler  von  gleichem  ab- 
soluten Betrage  gleich  wahrscheinlich  sind,  dann  ist  ^>{i)  = 
9>( —  f),  mithin 

und  es  stellt 

y 


ü 


Sa.  «. 
die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  der  dem  Werthe  x'  = 


anhaftende  Fehler  r  der  Bedihgung 


Äa2 


y2^2<^<  77=1/2^2 


folgt.    Nun  ist  aber,  wenn  man  sich  bei  sehr  grossem  n  die 


Vertauschung  der  durch  den  Werth  x'  ==    ^^^     von    x   zu- 
rückgelassenen Fehler 

^^'  =  ^'^  ~Sal~  "  ^'* 
mit  den  wahren  Fehlern 

^A  =  ClhX  —  flh 

erlaubt, 

31 
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dadurch  verwandelt  sich  obige  Ungleichheit  in 

—  -T^-^  V2SU  <r<  -- r  -  1/2~äU. 

Anmerkung  V.    Für  den  einfachsten  Fall  f{X)  =  X  wird 
üh  =  1;  «Ä  =  0,  Wa  =  Oh  —  «A  =  öa; 
der  Yortheilhafteste  Werth  von  x  ist  dann 

seine  Abweichung  von  der  einzelnen  Beobachtung 

h  =  — öA ; 

in  Folge  dessen  ist  dann 


2     / 


X 

dt  er'' 


0 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  der  Fehler  r  der  Bestimmung 
x'  zwischen  den  Grenzen 


-xi^(^'-;)<.<^i/.s(?-.r 

eingeschlossen  bleibt. 

2.  Vermittelnde  Beobaclitungen  mehrerer  Unbekannten. 

Die  Fu^ction  f(Xi,  Xg,  •  •  •  X,,  •  •  •  X;;,)  der  m  Unbe- 
kannten Xi  sei  durch  n  Beobachtungen  gegeben,  welche  die 
Resultate  o^,  Ö2,  •  •  •  Oh,  •  •  •  ön  geliefert  haben,  deren  Fehler 
mit  £1,  h}'''  ^hj  '  ' '  £n  bezeichnet  werden  mögen.  Kennt 
man  sehr  genäherte  Werthe  Xi,o,  X2,o,  •  •  •  X/,o,  •  •  •  Xm,o  der 
Unbekannten,  dann  führt  die  Beobachtung  öa  zn  der  Glei- 
chung 

Oh  +  £h  =  fhiXi^Q  +  X^j    X2,o  +  iCg,  •  •  •  X/,0  +  37,-,  •  •  •  Xnifi  +  Xm) 
=  «Ä  +  ai,A  ^1   +  öt  ,A  ^2   +  •  •  •  +   ^^A  ^i  H +  <^w»,Ä  Xmy 

in  welcher  0:^,  ^2; '  * '  ^t;  •  * '  ^w  die  unbekannten  Verbesse- 
rungen der  Näherungswerthe  bedeuten.  Der  erste  Zeiger 
der  Coefficienten  bezieht  sich  auf  die  Unbekannte,  mit  welcher 
sie  verbunden  sind,  der  zweite  auf  die  Gleichung,  in  welcher 
sie  stehen.     Setzt  man 
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Oh  —  ah  =  Wa,       £k  +  W/,  =  ÖA,  .      .      .      .      (1) 

so  schreibt  sich  obige  Gleichung  wie  folgt: 

öA  =  ai,Ä  ^1  +  <h,h  cc^^ h  ö^«,Ä  Xi-\ f-  am,h  Xm ;       (2) 

Gleichungen  dieser  Form  gibt  es  w;  man  hat,  um  sie  zu  er- 
halteU;  Ä  ==  1,  2,  •  •  •  w  zu  nehmen. 

Aullösung  der  Gleichungen  (2).  Wären  die  Beobachtungs- 
fehler bekannt  oder  aber  die  Beobachtungen  fehlerfrei,  so 
würde  es  zur  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  genügen,  m 
unter  ihnen,  welche  von  einander  unabhängig  sind,  auszu- 
wählen und  in  bekannter  Weise  zu  behandeln.  Nachdem 
dies  aber  nicht  der  Fall,  wird  man  die  linke  Seite  durch 
den  bekannten  Werth  Wa  (siehe  Gleich.  (1))  ersetzen,  von 
den  Fehlem  also  vorläufig  Umgang  nehmen  müssen;  dann 
aber  empfiehlt  es  sich,  alle  n  Gleichungen,  deren  Zahl  sehr 
gross  vorausgesetzt  wird,  in  irgend  einer  Weise  zu  combi- 
niren  und  an  der  Bestimmung  der  Unbekannten  theilnehmen 
zu  lassen,  weil  man  dann  erwarten  darf,  dass  in  der  Ver- 
einigung aller  Gleichungen  die  Beobachtungsfehler  sich  gegen- 
seitig aufheben  werden. 

Die  einfachste  Art  der  Verbindung  der  Bedingungs- 
gleichungen besteht  aber  darin,  dass  man  sie  einzeln  mit 
vorläufig  unbestimmten  Ooefficienten  multiplicirt,  hierauf 
addirt  und  über  die  Ooefficienten  nachträglich  so  verfügt, 
dass  die  Summengleichung  die  gewünschte  Unbekannte  liefert. 

1)  Es  handle  sich  um  die  Bestimmung  von  x^.  Man 
multiplicirt  die  Gleichungen  (2),  nachdem  links  an  Stelle 
von  oa  der  bekannte  Werth  %  gesetzt  worden,  mit  Äi,a,  sum- 
mirt  und  erhält 

Snhh^  =  x^Sai^\h  +  x^Sa^^hi^  -j-  . . .  -|_  XmSam^lci^^ 

wählt  man  nun  die  Ooefficienten  derart,  dass 

Süi^h  Icyt  =  1 

Ä«2,A    h^   =  0 


(«) 

x^  =  Snh%i,h C«') 

2)  In  ähnlicher  Weise  wird  man  zum  Zwecke  der  Be- 


wird, so  ergibt  sich 
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Stimmung  von  x^  das  Gleichungssystem  (2)  mit  Coefficienten 
Ä2^  multipliciren  und  erhält  durch  Summirung 

Sn^  Jc2^  =  x^  Sai^k  k2,h  +  oo^  802^  h^  +  •  •  •  +  ^m  Sa^^  h^ , 

woraus  wieder,  wenn  man 

Sai^  Jc2^  =  0 


(fi) 


setzt, 

x^  =  Snn  ^2,A 
folgt. 

3)   Durch  den  eben  erörterten  Vorgang  erhält  man  all- 
gemein 

Xi  =  Snh\ky (3) 

wenn  man  das  Coefficientensystem  hi,h  den  Bedingungen 

Süi^  Jci^  =  0 


Sam^  Jci^  =  0 


(4) 


unterwirft. 

Die  In  Gleichungen  (3)  (i  =  1,  2,  •  •  •  m)  liefern  die 
Werthe  der  Unbekannten,  ausgedrückt  jedoch  durch  je  n 
Coefficienten  Jcf^h  (ä  =  1,  2,  •  •  •  w);  zur  Ermittelung  der  letz- 
teren sind  m  Gleiehungssysteme  (4)  von  je  m  Gleichungen 
vorhanden.  Da  also  mn  Factoren  zu  bestimmen,  dazu  aber 
nur  m^  Gleichungen  gegeben  sind,  so  bleiben  mn  —  m^  = 
m(n  —  m)  Coefficienten  im  Ganzen  oder  n  —  m  Coefficienten 
in  jedem  System  von  der  Form  (4)  willkürlich.  Gerade 
dieser  Umstand  bedingt,  dass  man  durch  entsprechende  Wahl 
dahin  wirken  kann,  die  vortheilhaftesten  Werthe  der  Un- 
bekannten zu  erzielen;  hierin  liegt  aber,  auch  der  Grund, 
warum  die  ganze  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
zufallt. 

Der  Relation  (1)  zufolge  ist  %  =  ©ä  •—  f*;  daher  Sn/^hi^ 
=  S(Ohh',h  —  Ssh  Iciy^  denmach  begeht  man  bei  der  Ver- 
tauschung von  S(0/,Jci^  mit  SnhJci,h  einen  Fehler 
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und   dies  ist  auch   der  Fehler   in   der  Bestimmung  von  Xi. 
In  gleicher  Weise  sind 

r^  =  Sau  1c2^h  , 

die  Fehler  der  oben  abgeleiteten  Werthe  für  ä^j,  ajg,  •  • 

Die  Aufgabe  lässt  sich  nun  dahin  präcisiren,  die  Coeffi- 
cienten  ä;,-,ä  derart  zu  bestimmen,  dass  die  Fehler  r  der  Un- 
bekannten X  bei  gegebener  Wahrscheinlichkeit  in  die  mög- 
lich engsten  Grenzen  eingeschlossen  bleiben. 

1.  Bestimmung  von  Q  =  ^(r^,  ^2>  *  •  *  ^m)  dr^  dr^"- drm 
(üs  Wahrscheinlichkeit  des  Zmammentreffens  der  Fehler 
^i;  ^2;  •  *  •  ^m  i^i  den  Unbelcannten  x^,  x^,''-Xm* 

a)  Ableitung  eines  Ausdruckes  fwr  die  Function  W, 

In  dem  Producte 

X  •  •  •  Xf(p(€n)  dSn  i;*«  *^''*  t/*'»*2,n  .  .  .  v^«*m,» 

bedeutet  der  Coefficient  Q  des  allgemeinen  Gliedes  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  die  Summen 

Sehki^j  Sshk^^j  ••  •  Ss^km^y 
also  die  Fehler  der  Unbekannten 

^1 ;       ^2 ;       •     •     •       Xm 

die  besonderen  Werthe 

Wi,       Wg,        •     •     •        Um, 

annehmen;  in  Folge  dessen  kann  Q  durch  ^(^i,  *«2?  *  * '  **m) 
X  du^  du^  •  •  •  dUm  ersetzt  werden,  wobei  gleichzeitig  das  Sum- 
menzeichen in  ein  Integralzeichen  umzuwandeln  sein  wird, 
so  dass 


X  =J^{u^j  ^2?  •  •  •  ^w)  du^  du^  •  •  •  dUm  v\'  1/'^  •  •  •  v*^ 


m 
im)' 


wird.  Führt  man  an  Stelle  von  v^,  ^2;  *  *  *  ^m?  welche  Grössen 
in  die  Function  W  nicht  eintreten,  die  neuen  Variablen 
^if  «2?  *  *  •  ^wi  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
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ein,  so  schreibt  sich  X  wie  folgt: 
X  =/^(wi,  ^2;  •  •  •  ^m)  du^du^  —  dUm  e<«i«* +«««,  +  ..  .+w^ar^)y::n . 

(m) 

Durch  Multiplication  dieser  Gleichung  mit  dem  Ausdrucke 

da^  da^'"  dam e- ^''^"^  +  ^»«»  +  •  •  •  +  ^m"m)V=l 

und  nachmalige  Integration  in  Bezug  auf  sämmtliche  a  inner- 
halb der  Grenzen  +  oo  wird 

oo 

JXda^da.^  •  •  •  da^e-^''*«»  +  ''»«»  +  ---+''m«m)y=^ 

im)—  OO 
OO 

(w)  — oo 

xjw  {u^yU^y  '  *  -Um)  du^du^  •  •  •  dw„ie(«^«i  +  «2"*+-+«m«m)v'=:i5 

im) 

nachdem  nun  der  Werth  des  rechtseitigen  2iw-fachen  Inte- 
grals*) gleichkommt 

SO  hat  man,  was  eben  vorläufig  verlangt  wurde, 

oo  ♦ 

^(r^,r^,'''rrn)  =  (^''*  f  Xdaida2''*dame-^''^''^+''^''^+'''+^^ 

(w)  — oo 

b)  Ableitung  eines  Ausdruckes  für  X. 
Dem  Obigen  zufolge  ist 

X  =  77,,     l<p  (sn)  den  e'hV- 1  f.s**,  ä 

setzt  man  zur  Abkürzung 

m 


1 

unterdrückt   die   nur   zum  besseren  Verständniss  bisher  ge- 
führten Zeiger  der  e  und  schreibt  weiter  noch 

Pk  =  f(p{£)d8e^y^^^ä^ 
so  wird 


n 


X  =  n^Ph  =Pi  P2"'Pn (6) 

1 

Durch  Entwickelung  der  Exponentiellen  unter  dem  Inte- 


*)  Siehe  Note  V  am  Ende  des  Bandes. 
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gral  ergibt  sich 

mit  Benutzung  der  früher  bereits  eingeführten  Abkürzung 

sowie  mit  Beachtung  des  Umstandes,  dass  ftp  (i) d6  =  ^q=1 
ist,  erhält  man  weiter 

wobei 


+  ^' -Sa*  +  ^ Ä*äy=T  -  ^'Sa*+  . . . 

T"  '^Ä      1     •  •  • 


..     C  l/  1  f^8  —  f'l^  Q  2  -^8  r   ~  ^  .C  3      l_  -^4  0  4     I 

=  /iiOAK  ~~  J- 2 ^ 6 ^    "1     24  ^   "T"  •  •  •  > 

wenn  zur  Abkürzung 

-*4  =  f*3  —  S/Xi/Xg  +  2/x/, 

^4  =  /*4  —  3/i2^  —  4/iif*3  +  12ftiV2  —  6/*i* 
genommen  und  die  Entwickelung  mit  der  vierten  Potenz  von 
a  geschlossen  wird.     Nach  diesen  Umformungen  ist 

J9,^  =  e*Ä  =  e/'i^ÄK-l 2 '^^^ 6~^''    +  24    Ä   +••• 

und 

n 

X  =  77a  e*Ä  =  e 
1 


Mit  den  Substitutionen 
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•  •  "T"  ^mi^m^h) 


m 


1 
Ta  =  J/,  { S  («*»)  1 , 

erhält  man  endlich 


=  e 


T.V-i-^ 


0-^+i:'+- 


m  2 

_*_ 

72 


i"il^=^(«x«t  ^;^  +«,^*„A  +  •  •  •  +  «m^*m,Ä)  -  -i 


+     ••) 

(,_'yEi+...) 


wird   dieser  Ausdruck   in   die  Gleichung  (5)  eingeführt, 
ergibt  sich 


so 


—  (ria,  +  riOfjH h ''»,  ^^i»^  ><^ 


i-m' 


^K;  ^2 •  •  •  ^m)  =  (2  j'"  /  da^da^ ,..da 

im)  —  00 


Xe 


00 


-(Ä)7-. 


da^...dam6 


■V- 


_  wi  2»  


(»0  —  c» 

2.  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit  P,  dass  die  Fehler 
r^y  ^2,  . . .  ^m  innerhalb  gegebener  Grenzen  sich  befinden. 

Lässt  man  die  Grenzen,  innerhalb  welcher  die  einzel- 
nen r  liegen  sollen,  vor  der  Hand  unausgesprochen,  so  ergibt 
sich  für  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  zunächst  der  Aus- 
druck 
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p=  /  W(ri^  rg,  ...  r^)  dr^  dr^  . . . 


dVr 


V2~/    /  ^^i^^2"-^^»n  /  da^da^,.,da 


m 


n 


(wi)  {m)  —  (X> 


-0-^^+  ■)• 


An  Stelle  der  Veränderlichen  r  und  a  mögen  nun  neue 
Variable  q  und  0  durch  die  Gleichungen 


n  —  ^iSJciA  =  (>*y2(/X2  —  ftj)  ,     a,-  = 


-?.- 


]/^(f^2- 


f*l') 


eingeführt  werden,  aus  welchen  sich  nach  und  nach 
du  =  d^i  >/2(/i2  -  /ij) ,    cZof,-  =  ^ :  , 

dvidui  =  2dQidZij 

dr^-  -  -  drm  •  ö^aj  •  •  •  d«;,»  =  2'"t?(>i  •  •  •  dQm  -  d^^  -  -  -  dZm , 

a»(n-  —  ^iSJci^)  =  29i^f 
ergibt;  bezeichnet  man  noch  die  Ausdrücke,   in  welche  -^, 

Tg,  ...  durch  die  Substitution  überführt  werden,  mit  Z2,  Zg, 
•  .  . ,  so  hat  man  jetzt 

(m)  (w)  —  00 

Die  Entwickelung  von  -^  =  Z^  liefert 


f*2  —  f*i 


_  f^_— J*i! 


~r*  ^Ä7«__ia,;iÄ;n— ijA^mjÄj  j 
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_  /'s  —  f*I 


+  2a2(a3/5fe^fe^*  H h  ccmSk^^hT^m^ 

bedient  man  sich  dabei  zur  besseren  üebersicht  der  Symbole 

welchen  zufolge  Shf^  mit  6y  zu  bezeichnen  sein  wird,  so  ist 
weiter,  wenn  man  gleichzeitig  ai  durch  ;£?,  ersetzt: 

+  2;2fi(6i,2^2  +  61,3^3  H h  il,m^m) 

+  2^2(&2,3^3  +  &2,4^4  +  •  •  •  +  &2,m^m) 


61.1  ^i^  +  261,2^1-2^2  +  26i,3i^i^3  +  261,4^1^4  + 

+       62^,2  ^2^     +  2&2,3^2^3  +  2&2,4^2^4  + 

+     63,3  ^3^   +  2 63,4^3-^4  + 

+    64,4^4^  + 


(8) 


Bevor  wir  jedoch  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (7)  ein- 
tragen, sollen  zum  Zwecke  der  Sonderung  der  Integrationen 
neue  Variable  ßi  und  U  durch  die  folgenden,  mit  vorläufig 
unbestimmten  Coefficienten  behafteten  Gleichungen  eingeführt 
werden : 


ß2  =  ^^;2^2  +  ^2,3^3  H h  h^  ^m  +  k  V""!  ^ 

Ä  =  ^3,3^3  -| f-  \m  Zm  +  ^3  V ""  1  ; 


(9) 


quadrirt  und  addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt  für  die 
Summe 


der  Ausdruck: 


+  ßl-\-(t\  +  tl  +  ---  +  tl)  =  E' 
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J5;'=  2h„j,g,y-i  +  2(h,j,  +  KA)^,Y=1  + 


+  2(Äi«Ä„4  +  Ä2,2Ä2,4)«2^4  -\ 

I 

+  (Ä?,S  +Ä|,3+  Ä8,3)«3  +  2(^1,3*1,4  +  ^2,3*2,4  +  ^^113,^)030^+- 

+  (Kl  +  ÄI.4  +  ^4  +  K*K  +  •  •  • ; 

identificirt  man  denselben  mit  dem  Exponenten  von  e  in 
Formel  (7),  welcher  vom  Zeichen  abgesehen  und  mit  Rück- 
sicht auf  (8) 

E  =  2(.iÄi]/^  +  2Q^e,Y^^  H 1-  2(>„Ä„y=n[ 

+  ^in^?  +  26i,2«i«2  +  26i,3«i^3  +  26i,4«i^f4  H 

+       ^2«  «2       +  262,8^2^3  +  262;4«2«'4  H 

+       *S.3«3       +2&s,4«3^4H 


+       Ki^l      + 


lautet,  so  muss  gesetzt  werden: 


(10) 


62.2  = 

63.3  = 

64.4  = 


(>m  =  Äi^m^l  +  Ä2,w4  "t"  *  *  *  "f"  f^m,mim, 

M,lf  ^1,2=^1,1^1,2? 

Äi,2  +  H2  ;  ^2,3  =  ^1,2  ^1,3  +  ^2,2  ^2,3  > 

Äl,3  +  Ä2,3  +  ^3,3  ;  &3,4  =  K ,3  ^1,4  +  ^2,3  ^2,4  +  ^^8,3  ^3,4  ; 

Äl,4  +  Äi,4  +  Ä3,4  +  Ä4,4, 


Ojjß  —  flf^t  fl 


VI  '"DB  )  ^l;4  "'in  "'V4, 

02;4  =  ^1^2^174  +  ^2;2'^2>4? 


(11) 


Man  hat  dann 


m 


-2y=12Q.,.^Z^  _  (/*,*  +  ^,^-|-...  +  ^2^4.;,.  +  <,»+...  +  4)^ 
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weiter  ergibt  sich,  wenn  man  die  Variablen  mit  überein- 
stimmenden Indices  einander  zuordnet,  bei  der  Unabhängig- 
keit sämmtlicher  Variablen  auf  Grund  der  Relationen  (9)  und  (10) 

dß2  =  ^272  ^^2>  ^Q2  =  *2?2  ^^2? 


dßm 


woraus  wieder 
dQi dQ2 '  •  •  ^Qm  •  dz^dz^  •  •  •  dZm  =  dt^dt2  •  •  •  dtm  •  dß^dß^ 
hergeleitet  wird.     Hieraus  folgt  dann 

im) 

irn)J 
—  OO 

Vor  Ausführung  der  auf  die  ßi  bezüglichen  Integratio- 
nen wird  es  noch  erforderlich  sein,  den  Ausdruck 


(12) 


B=l 


y-i 


^a  +  ^Zt 


Zs'  + 


6       ""»    '    24  ~*         72 

als  Function  der  ßi  und  ti  darzustellen.     Zunächst  ist 

=  M^{2{ccfShl^)  +  32;  («?«.-',  SÄ?  AÄ.^,,) 
+  62;(a,ai' «,"  Ski,,,  i,-,*  hi\k) } , 

wobei    i<ii'  <.i"    vorausgesetzt    wird;    daraus    ergibt  sich, 
wenn  an  Stelle   der  Variablen  a,-  jene  >?,•  eingeführt  werden, 


Z. 


M^ 


-^ ?=-  { 2:{ef  ShU)  +  32;(^?  ei  STcUh.^) 


Weiter  hat  man 

T^  =  M,{S{8,*)] 


z,-= 
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dabei  wird  *  <  i'  <  i"  <  «'"  vorausgesetzt;  nach  Einführung 
der  0i  erhält  man 

* 

Schliesslich  sind  die  0i  auf  Grund  der  Gleichungen  (9)  durch 
die  Variablen  ßi  und  ti  zu  ersetzen. 
Beachtet  man  nun^  dass 


—  OO  — oo 

oo 

—  oo 


o 


ist,  so  leuchtet  vor  allem  andern  ein,  dass  bei  der  Integra- 
tion alle  mit  ungeraden  Potenzen  der  ßi  behafteten  Glieder 
von  R  ausfallen  werden,  und  es  wird 


oo 


(m) 

—  OO 


Cdß, .  . .  dßme~(i^^^+"-+{^l)         in         (>6r)-, 


oo 


y-1  fdß,  . . .  dßme-((^^^+'"+ß?n)Z,    in      ^sO^)" 


-OO 

oo 


im) 

—  OO 


rdß,^"dßm^(^^'+'"+(^^)Z^    in     -84(1/^)"; 


00 


(m) 
—00 


Trf A. ...  6^/5^  r-  (/*.'+•■  •  +/^^)  Z,^  in     ^e  (/^')", 


übergehen,  so  dass 
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fäßi  dß^'"  fZ/3me-(/^i*+/*.*+---f.^l)  •  R 


im) 


•  •  (13) 


sich  ergibt;  darin  sind  B^yB^jBg  algebraische  ganze  Func- 
tionen der  tiy  und  zwar  B^  vom  dritten  Grade,  enthaltend 
1.,  2.,  3.,  Potenzen,  B^  vom  vierten  Grade,  enthaltend  0., 
1.,  •  •  •  4.  Potenzen,  Bq  vom  sechsten  Grade,  enthaltend  0., 
1.,  •  •  •  6.  Potenzen  der  ti.  Durch  Einsetzung  des  letzterhal- 
tenen Ausdruckes  in  Gleichung  (12)  wird 

im) 
x(l—  5^3  +  ^^*~Ä^6)- 

Die  endgiltige  Bestimmung  von  P  käme  hiernach  auf 
die  Auswerthung  von  Integralen  der  Form 

zurück,  die  ohne  weiteres  ausgeführt  werden  könnte,  wenn 
man  die  Grenzen  der  Variablen  ti  durch  jene  bereits  aus- 
gedrückt hätte,  welche  man  den  Variablen  (>,•  und  in  letzter 
Reihe  den  Fehlern  r,  beilegen  will.  Zu  diesem  Zwecke  wären 
die  Gleichungen  (10)  zu  verwenden. 

Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  den  Fall,  den  Werth 
von  P  unter  der  Bedingung  zu  ermitteln,  dass  der  nume- 
rische Werth  keiner  der  Grössen  ti  einen  bestimmten  Betrag 
y  überschreite,  eine  Bedingung,  welche  oflFenbar  identisch 
ist  mit  der  Forderung 

</  +  ^/  +  •  •  •  +  tl<  f (14) 

Bei  der  successiven  Ausführung  der  in  Nr.  (13)  vorgeschrie- 
benen Integrationen,  von  der  Variablen  tm  gegen  jene  t^ 
hin,  wird  dies,  wenn  man  der  eben  gestellten  Forderung 
genügen  will,  bei  der  Variablen  ti  innerhalb  der  Grenzen 

zu  erfolgen  haben,  so  dass  die  zuletzt  übrig  bleibende  Inte- 
gration nach  ^1  innerhalb  der  Grenzen  +  q  =  +  y  zu  ge- 
schehen haben  wird. 

Unter  solchen  Umständen  erfahrt  die  Formel  (13)  eine 


1 
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weitere  Vereinfachung,  indem  bei  der  Symmetrie  der  Gren- 
zen Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  der  ti  entfallen  und 
nur  jene  mit  den  geraden  Potenzen  dieser  Variablen  zu- 
rückbleiben; dies  hat  weiter  zur  Folge,  dass  mit  den  un- 
geraden Potenzen  der  ti,  welche  allein  mit  f/ —  1  behaftet 
sind,  auch  die  imaginären  Glieder  aus  (13)  verschwinden.  Das 
Glied  J?3  entfällt  überhaupt  gänzlich,  weil  es  —  ebenso  wie 
im  Falle  einer  unbekannten  —  nur  erste  und  dritte  Po- 
tenzen der  ti  enthält. 

Ueber  die  Grössenordnung  des  eingeklammerten  Func- 
tionsrestes  kann  man,  ohne  die  Darstellung  desselben  in  den 
Variablen  ti  nothig  zu  haben,  zu  einem  Schlüsse  gelangen, 
wenn  man  auf  den  vorausgeschickten  und  in  gleicher  Weise 
behandelten  Fall  einer  unbekannten  zurückblickt.  Dort  er- 
gab  sich  für  den  algebraischen  Antheil   der  Fimction  unter 

dem   Integral  die    Ordnung  — ;  hier  aber  wird  diese  auch  von 

der  Zahl  m  der  Unbekannten  abhängen,  also  —  sein.  Bevor 
man  daher  diesen  Theil  der  integrirten  Function  vernachlässigt, 

muss  man  sich  dessen  versichern,  dass  das  Product  aus  —  mit 

der  höchsten  Potenz  der  oberen  Grenze  y,  welche  bei  Durch- 
führung der  Integration  eintreten  kann,  d.  i.  mit  y%  eine 
Grösse  von  solcher  Kleinheitsordnung  ist,  die  zu  vernach- 
lässigen man  sich  bei  Beginn  der  Rechnung  vorgesetzt  hat. 
Angenommen,  dass  dem  so  sei,  bleibt  nur  mehr  die 
Behandlung  der  Näherungsformel 


=  --L^rdt,dt, . . .  dtme-  (^^+'.*+ •••  +  '?») 


übrig. 

Nachdem  jede  der  m  Integrationen  zwischen  numerisch 
gleichen  und  entgegengesetzt  bezeichneten  Grenzen  zu  ge- 
schehen haben  wird,  so  kann  offenbar  jedes  der  Integrale 
verdoppelt  und  zwischen  Null  und  dem  positiven  Werthe  der 
Grenze  genommen  werden.  Setzt  man  überdies  zunächst 
allgemein 

tl     "r"   f  2        I      •  •  •      l      ^m     *^^  W   ; 

SO  folgt 

Meyer,  WahrBcheinliobkeitsrechnung.  3*2 
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t 


m 


u'-t,^-t,^ *m-l, 


dtm  = 


udu 

m 


und  es  kann  der  Ausdruck  für  P  in  der  Gestalt 

•  —  M*   /•  dt^dt^  •  •  •  d*^_i 

udue 


\w  J  •        j  y«'  -  *i'  -  *.' 


u 


(m-l) 


^^-1 


-  (Ä)7' 

0 


M^ 


Wflfw6         .  V 


geschrieben  werden,  wenn  man  eich  für  den  Augenblick  der 

Abkürzung 

/»  dt  dt^  •  •  '  dt^     , 

F=  1  "».-^  — 

(m— 1) 


=Jdt,fdt,Jdt^  •  •  -fdtm^iiu^  -  ^l"— ^2' ^m'-l)"*^ 

0  0  0  0 

bedient.     Sämmtliche  Integrale,   auf   welche    man   bei  Aus- 
fuhrung dieser  Formel  geführt  wird,  sind  von  der  Form 

V^  i 

.  fdtia  —  i'f', 


0 


nimmt  man  hier  die  Substitutionen 
a  —  ^2=  aXy    t  =  Ya'yi  —  Xy    dt  ==  -—  yä 

vor,  so  erhält  man 


dx 


21/1 


I  dt(a-  fif  =  ^  /^  (  1-  ^) 
0  0 


1 
2 


dx] 


nachdem  aber  allgemein 

1 


jxP-^  (1  —  xy-^  dx  = 
0 


r(p)  r{q) 
riP  +  q)' 

8 


ferner  F  (-)  =  "j/a;  ist,  so  folgt  wegen  1>==ö+1,  i'  =  2 


/■"^—'^'-'^■^'■ifhiT) 
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Durch  m  —  1  malige  Anwendung  dieser  Formel,  wobei  der 
Reihe  nach 

t   durch  ^m-l,      tm-2y   •  •  •    ^1 

und  a  durch  v^  --t^ tm—2y  '^  —  i'x C— s/  •  •  w^ 

und  dementsprechend 

|/a  durch  ^u^  —  t^ ^m-2,  j/t*^ — t^ ^m-s,  •••|/w^ 

zu  ersetzen  sein  wird,  ergibt  sich  leicht 

-^»''        r»     r(i)    r(i)  r(|) 


=  (*?) 


m       9 


damit  folgt  schliesslich 

als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  keine  der  m  Grössen  ti 
dem  numerischen  Werthe  nach  die  Grenze  y  überschreiten 
werde. 

Die  Ausführung  dieser  Formel  wird  zwei  wesentlich  ver- 
schiedene Resultate  liefern,  je  nachdem  nämlich  m  eine  ge- 
rade oder  ungerade  Zahl  ist.  Zunächst  erhält  man  allgemein 
durch  wiederholte  Anwendung  der  theilweisen  Integration 

i\^-^  duer-^'' =^  —  i^"*  ^"*~^  +  ^^  I W^-^  due-''*^ 

lu^~^^-'due~^^-=--^e-^'u^-^'-^+'^~-J^ 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen,  von  der  zweiten  ange- 
fangen, der  Reihe  nach  mit 

m  —  2        (w  —  2)  (m  —  4)  (w  —  2)  (w  —  4)  » --  (m  —  2^^) 

— 2~'  2^  '      *   *   '  2' 

32* 
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nnd  bildet  sodann  ihre  Summe,  so  folgt  nach  entsprechender 
Reduction 


[u'^'-^due^''^  =  _  i  ^w'  Li 


,    wi—  2 


m  —  2  _L  ""       "  **m--4 


+ 


(w-2)(m-4)^^^_ 


U 


m  — 6 


H h 


(m-2)(m-4)...(i»  -  2  i)  ^^^_2,._2 1 


2* 


«' 


+ 


(m  —  2)  (m—  4)  •  •  •  (m  —  2t—  2) 


>«+i 


demnach  ist 


'/"" 


-2'-3dwe-«'; 


0 


,m-2  -j_*"~^ym-4 


+ 


(?L=2H»»-*)ym-6  _,_..._,_ 


(„t_2)(m-4)---(tH-2t)  2,._2l 

2<  '^ 


ü 

1)  Für  m  =  2g  und  i  =  ^  -—  2  wird 

m  —  2i  =  4, 

m  —  2i  —  2  =  2, 

m  —  2i  —  3  =  1; 

daher   schreibt   sich   in    diesem  Falle   obige   Formel,   wenn 
man  noch  beachtet,  dass 

y 

ü 

wie  folgt: 


7 
ü 


^(2^-^2)(2^-4)^,^_,_^ 


+ 


(2^-2)  (2^-4)...  4 


2^ 


—  2 


+ 


(•2</-2)(2</-4) 


2g-4)-.--4-2  /l  _  1        A 


-I^(f)-^^(f) 


e-y 


(     y2ö'-2 


X 


2o  —  4  2g  —  6 

-+-t^ +  — ^ +  -  +  - 

"  j,/2g-2\^        /2g- 4\^       ^ 


I  ^(f )     r(yf^)     r(5ti) 


^+ 


©'■©) 
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2)  Für  m  =  2g  —  1  und  i  =^  g  —  2  wird 

m  —  2i  =  3, 
m  —  2i-  2  =  1, 
m  — 2i  — 3  =  0; 

man  hat  also  in  diesem  Falle,  von  der.  bekannten  Beziehung 

'2</  — l'^  25r— 3     2^—6  Z_     Yn 

¥*"2~ 


(^)= 


•  •  •  ^—  • 


Gebrauch  machend, 


0 


w^^-^  due~ 


""  =  -i«-^'{ 


;2sr-3_|_  ^.Zl^y2g-h 


^(2^-3H2^-6)^,^_,_^    _^(2^-^3)(2g-5)_.^^ 


2^ 


+ 


(2^ -3)  (2^ -6) 


2^ 


-5)--3.1J^_,. 


dte 


0 


e-y^ 


X 


,2fir  — 3 


^rü  + 


2^-5 


+ 


,2i/  — 7 


j  '-(-'-fi)    ^(^)    ^(^) 


+    •  •  •    + 


©1 


Bezeichnet  man  den  Werth  von  P  mit  F^g  oder  P^g—iy 
je  nachdem  m  =  2g  oder  m  =  2^  —  1  ist,  so  ergeben  sich 
durch  Einsetzung  der  eben  gefundenen  Integralwerthe  in 
Gleichung  (15)  die  beiden  Endformeln 


XS/j   = 


2g 


du  er'"'' 


0 


=  1  — e-J" 


2p— 2 


+ 


,2«7— 4 


I  ^(¥)    ^(V) 


+ 1- 


r^ 


+ 


©  -d) 


(A)^ 


P^a-l  = 


^  eV)/* 


w^^-^dwe-«' 


0 


,2g-Z 


—ix"' /^^:r-:«\  H 1" 


|r(S=i)    r(2=i) 


©I 


(B)j 


(16) 
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Durch  diese  Formeln  ist  also  die  Wahrscheinlichkeit 
ausgedrückt;  dass  die  Grössen  ti  der  Bedingung 

t^'  +  t,'  +  '"  +  tm'<y' 
Folge   leisten.     Was    die   Ausrechnung   betriflFfc,    so    sei   be- 
merkt, dass  man  den  ersten  Theil  der  Formel  (B)  am  vor- 
theilhaftesten  mit  Hilfe  der  Tafel  I.  erledigen  wird. 

Nachdem  bei  gegebenem  y  die  negativen  Antheile  der 
rechten  Seiten  von  (A)  und  (B)  mit  wachsender  Zahl  der 
Unbekannten  zunehmen,  so  werden  P2g  und  F2g—i  gleich- 
zeitig beständig  kleiner;  dies  steht  mit  den  an  die  Spitze 
der  Theorie  gestellten,  auf  die  Grundsätze  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung gestützten  Erwägungen  im  Einklänge. 

3.  Die  nächste  Frage  wird  nun  dahin  gerichtet  sein, 
dasjenige  System  der  Coefficienten  ä,-,ä  0u  suchen^  welches  die 
an  den  Unbekannten  haftenden  Fehler  mit  gegebener  Wahr- 
scheinlichJceit  in  die  engsten  Grenzen  einschliesst;  dieses  System 
wird  offenbar  für  die  Bestimmung  der  Unbekannten  oder  für 
die  Auflösung  der  Gleichungen  (2)  am  vortheilhaftesten  sein. 

Der  Lösung  dieser  Frage  muss  nothwendig  die  Ermit- 
telung der  der  Bedingung 

^i'  +  ^2'  +  ---  +  C<y' 

entsprechenden  Grenzen  von  r,  vorausgehen.     Zunächst   sei 
allgemein 

^1^  +  ^/  H \-tl=u] 

dann   soll  auf  Grund  dieser  Annahme  der  möglichst  grösste 
Werth  von 

Qi  =  hiji  ti  4"  Ä2ji  ^2  "f"  *  •  •  "f"  ^«>»  ^» (^) 

abgeleitet  werden. 
Setzt  man 


^i'  +  ^2'  + \-  U^  =  ^  -  ^'+1  -  ^'+2- 


^m 


V, 


(b) 


betrachtet  ti  als  Function  der  ihm  vorangehenden  Variablen 
ti,  ^;  •  •  •  ^»;  •  •  •  ti^ij  wie  dies  der  Natur  der  Relationen  (10) 
entspricht,  und  sieht  hierbei  v  als  von  diesen  Variablen  un- 
abhängig an,  so  fordert  das  Minimum  von  p,-  der  Gleichung  (a) 

zufolge,  dass 

dt. 
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werde;  weiter  folgt  darch  Differentiation  von  (b) 

dt. 

*'■  +  ^'-  ä«;  =  ^5 

aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Beziehungen  schliesst  man 

hi'^i  +  hi  i^-  j-J  ==  0, 


woraus 


ti'       hi', 


;» 


h  hi 


(e) 


erhalten  wird;  d.  h.  das  Maximum  von  Qi  verlangt  die  Pro- 
portionalität der  Variablen  ti'  mit  den  zugeordneten  Factoren 
hi'ji]  setzt  man,  dieser  Forderung  Folge  leistend, 

ti'  =  xhi'ji 

und  führt  diese  Substitution  in  der  Gleichung  (b)  durch,  so 

wird 

7c'  (hl  +  hli  4-  . .  •  +  A,^,:)  =  V, 

oder,  mit  Berücksichtigung  der  Relationen  (11), 

x^biji  =  v, 

woraus  der  unbestimmte  Factor 


gefunden  wird.     Das  Maximum  von  Qi  ist  sonach 

Qi  =  hiji  t^  -f-  Ä2,t  ^2  "h  *  *  '  4"  hiji  ti 

=  yc  (hli  +  Ä|,,  +  . . .  +  Ä?,0 


=  xbi.i  =  Yvbijij 

und  da  nach  Gleichung  (b)  der  höchste  Werth  von  v 
gleich  ist  t«,  entsprechend  nämlfch  dem  Falle  ti^i  =  4_|-2 
=  •••==  ^w  =f=  0,  der  höchste  Werth  von  u  aber  wieder  ver- 
möge der  an  die  Spitze  gestellten  Bedingung  (14)  gleich- 
kommt y^j  so  sind  für  eine  durch  y  gekennzeichnete  Wahr- 
scheinlichkeit die  Grenzen  von  Qi  die  folgenden: 

—  yVhi<Qi<yVb^j 

oder,  nach  Restitution  des  Werthes  für  &,,,-, 

-yVsW^k<9i<yVM7k] 
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wird  endlich  ^,-  durch  Vi  aasgedrückt,  so  hat  man 

Die  Formeln  (16)  drücken  sonach  die  Wahrscheinlichkeit 
der  Grenzen 


von  Ti  aus,  welche  Grenzen  sich  für  den  Fall,  als  constante 
Beobachtungsfehler  ausgeschlossen  sind,  wo  also  (p{e)  =  qp( — «) 
ist,  wegen  ^i  =  0  auf 

reduciren. 

Aus  der  einen  wie   aus  der  andern  Form  der  Grenzen 

geht  hervor,  dass  sie  am   engsten  ausfallen,  wenn  Sh}^  ein 

Minimum  wird;  das  vortheilhafteste  Factorensystem  wird  also 

der  Bedingung 

Sh}^  =  min. 
zu  entsprechen  haben. 

Wir  vergleichen  die  Factoren  hi^  mit  jenen,  welche  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  an  die  Hand  gibt  und  welche 
wir  entsprechend  mit  Ai^  bezeichnen  wollen;  die  folgende 
Untersuchung  wird  den  Nachweis  liefern,  dass  obige  Be- 
dingung durch 

kj^  ===  Ai^h 
erfüllt  wird. 

Von  den  Bedingungsgleichungen 

ai,Ä  ^1  +  (H,h  ^2  +  •  •  •  +  «/,A  ^«  H =  <öÄ 

führt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  den  m  Normal- 
gleichungen 

XI  Sa2^ai^  +  X.J,  Sa2^  «2^  H f-  XiSa^^ai^  -] =  Sch^cjn , 

um  dieselben  nach  Xi  aufzulösen,  multiplicirt  man  die  Glei- 
chungen der  Beihe  nach  mit  vorläufig  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  B^y  B^' '  -  Bmy  addirt  sie  und  unterwirft  diese  Coeffi- 
cienten  sodann  den  nöthigen  Bedingungen,  um 


v^C) 
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Xi  =  B^Say,(OK  +  B^Sa%^e>h  +  •  •  •  +  BmSom^ai, 

I 

zu  erhalten;  setzt  man  nun 

m 

1 

SO  erlangt  Xi  die  Form 

analog  derjenigen,  welche  wir  bei  dem  von  uns  durchge- 
führten Eliminationsverfahreu  erzielt  haben^  nämlich 

Xi  =  Sohh^ . 
Vergleicht  man  ferner  die  Bedingungsgleichungen 
Süi^  Jci^  =  0 ,  Sai^  Ai^  ==  0 , 

^«2^  h,h  =  0 ,  Sa2,h  Äi^k  =  0 , 

Sai^h  h^  =  1 ,  Stti^  Ai^  =  1, 

Süm^hfi  ==  0,  Sam^Aij,  =  0, 

welchen  die  Coefficienten  bei  dem  ersten  und  bei  dem  zweiten 
Verfahren  unterworfen  werden  mussten,  um  zu*  Xi  zu  ge- 
langen^ zieht  die  correspondirenden^  nachdem  man  der  Reihe 
nach  mit  B^^B^y'  - '  Bi^'  -  -  Bm  multiplicirt  hat,  von  einander 
ab,  und  bildet  die  Summe  der  so  entstandenen  neuen  Glei- 
chungen, so  wird  man  zu  der  Relation 

S  i^h  Bi'at^(ki^  -  ^,-,ä)]  =  0 

m 

geführt,  welche  wegen  27,^  Bi'  ar^  =  Ai^u  in 

1 

S{Af^{h/.-Ai^)}  =0 
oder  in 

SAi^h^  =  8  Alk 

sich  umwandelt;  folglich  ist 

Sk!^  -  2SAi^,  h^  =  Shl  -  28 AI, , 
8h}^  -  28Ai^h^  +  8 AI,  =  8Tc?^  -  8A}^ , 
woraus  schliesslich 

81cU  =  SA?^^  +  8{hi^  -  Ai^f 
abgeleitet  wird.     Hieraus  aber  erkennt  man  sofort,  dass 

8^?,  =  min. 
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wird  für 

Leitet  man  also  die  Unbekannten  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  ab^  dann  sind  die  Fehler  r»  oder  auch 
die  Unbekannten  Xi  bei  gegebener  Wahrscheinlichkeit  in  die 
möglichst  engsten  Grenzen  eingeschlossen. 

Andererseits  geht  aus  der  Form  der  Grenzen  von  Xi 
hervor,  dass,  indem  sie  dieselben  bleiben,  y  um  so  beträcht- 
licher ausfallt,  je  kleiner  Shi^^  ist;  mit  y  wächst  aber  auch 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Grenzen,  wie  man  sich  durch 
Betrachtung  des  nach  y  genommenen,  für  positive  Werthe 
von  y  beständig  positiven  Diflferentialquotienten  von  P  (For- 
mel (15)), 


dy        p 


(") 


überzeugt. 

Sind  demnach  die  Grenzen  gegeben,  so  wird  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  der  Fehler  dieselben  nicht  verlässt,  am 
grössten,  wenn  die  Unbekannten  der  Bedingung  Sk/^^  =  min. 
gemäss,  d.  i.  dem  Principe  der  kleinsten  Quadratsummen 
entsprechend  gerechnet  wurden^ 

Was  noch  die  Werthe  fc^  und  ftg  anlangt,  so  kann  eine 
angenäherte  Bestimmung  derselben  wieder  in  der  Weise  vor- 
genommen werden,  dass  man  nach  erfolgter  Berechnung  der 
Unbekannten  die  für  dieselben  erlangten  Werthe  in  die  Be- 
dingungsgleichungen einführt;  dadurch  erhält  man  statt  £, 
einen  Werth  A»;  es  kann  dann  mit  um  so  grösserer  Berech- 
tigung, je  beträchtlicher  die  Zahl  n  der  Beobachtungen  ist, 


h+h  +  '"  +  K  K'  +  h'  +  -"  +  K' 


2 


f*i  = „ y       (h 


gesetzt  werden. 

4.  Schliesslich  dürfte  es  von  Interesse  sein,  die  gewon- 
nenen Formeln  an  einigen  den  Zusammenhang  zwischen 
Fehlergrenzen  und  deren  Wahrscheinlichkeit  betreffenden  Bei- 
spielen zu  erklären. 

1)  Fall  einer  Unbekannten.  Schon  in  der  Einleitung 
wurde  hervorgehoben,  dass  in  diesem  Falle  die  vorliegende 
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Theorie  die  bekannten  Resultate  anderer  Geometer  wieder- 
gibt. In  der  That  folgt  für  die  Wahrscheinlichkeit  der 
Fehlergrenzen 


r  =  /ii  SAn  ±ry2  (/i2  -  /*i')  Sau' 
aus  Formel  (15)  der  bekannte  Ausdruck 

y 

0 

Für  die  wahrscheinliche  Fehlergrenze,  welche  durch  die 
Gleichung 

0 

definirt  ist,  ergibt  sich     der  besondere  Werth 

y^  =  0-4769  . .  • 

2)  Fall  zweier  Unbekannten,    Hier  ergibt  Formel  (A)  für 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Fehlergrenzen 


r,  =  /ii  SAi^,  +  y  y2(^, -^/)Ä^,^ 

den  Ausdruck 

P2  =  l  —e-Y\ 

Aus  der  Gleichung 

folgt  dann  für  die  wahrscheinlichen  Grenzen 

y^  =  Yl~2  =  0-83255461  •  •  • , 
so   dass  der  Fehler  jeder  der  beiden  Unbekannten  mit  der 

Wahrscheinlichkeit  -_   zwischen  den  Grenzen 

n-  =  IL,  SAi^  +  0-832554  -  -  y2  (ii,-]i,')  SÄ^u 

eingeschlossen  bleibt. 

Will  man  die  Fehler  der  beiden  Unbekannten  gesondert 
und  als  veränderlich  betrachten,  so  hat  man  von  den  Be- 
Ziehungen  (10) 

Qi  =  hi^iti 

•  P2  =  ^1,2^1   -f"  ^2,2  ^2 

auszugehen;  drückt  man  p^  und  ^2  durch  r^  und  r^,  ferner 


mit  HiJfe  der  Kelationen  (11)  hi^i,  Ai,i,  ^^,2  durch  die  bi^e, 
diese  wieder  durch  Skij,k{j,  aua  und  ersetzt  in  letzteren 
Summen  die  Coefficienten  hi^  durch  jene  Ai^,  welche  die 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  liefert,  so  ei^bt  sich 

r,  =  ii,SA,j.  -i-  t,y2(jii:-ii'J)  SM, 


darin  haben  die  Grössen  t,  und  t^,  wenn   P^  =  _  sein  soll, 
der  Bedingung 

(/  +  (/<  i  ■  2  =  0-693147  18  ■  -  ■ 
zu  folgen*). 


*)  Um  den  üatetBchied  in  dem  Verlaufe  »on  P,  und  P,  zu  ketm- 
zeicboen,  Btellen  wir  in  der  na:ChfolgeDdeQ  Tabelle  einige  Werthe  von 


"v^. 


J^. 


zusammen;  offenbar  sind  P^i"),  PjC")  die  WabrecheinUchkeiten,  daaa 
Lei  einer,  beziehungaweiHe  zwei  Unbekannten  daa  Feblerintervall  den 
n-fachen  Betrag  dea  wabracheinlichen  FehlerinterTalU  nicht  über- 
Bchreite. 


" 

pM 

00 

0-00000 

0-00000 

0-00000 

0-7 

0-36317 

0-28798 

+  0 

Ol 

006378 

0-00691 

+  0-04687 

0,8 

0-41062 

0  36829 

0 

0-2 

010731 

002736 

0-07996 

0-9 

0-45618 

0-42962 

0 

0-3 

0-1603B 

006048 

0-09987 

1.0 

0-60000 

0-50000 

0 

0-4 

0-21268 

010498 

010770 

20 

082266 

0-93750 

—  o 

0-5 

0-26407 

0'16910 

010497 

3-0 

0-96698 

0-99805 

-0' 

0-6 

0-31430 

0-22084 

009346 

40 

O'99302 

0-99998 

-0 

An  dem  Gange  der  Diiferenzen  erkennt  man ,  dasa  bei  engen  Gten 
die  WahrscfaeinlichkeiteD  mebr  von  einander  abweichen  als  bei  we: 
Grenzen;  mit  dem  beatändigen  Wachaen  der  Grenzeif  näbert  sich  I 
Bowohl  als  PJ")  der  Einbeit. 
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3)  Nachstehend  sind  die  den  wahrscheinlichen  Fehler- 
grenzen entsprechenden  Werthe  von  ym  für  die  Werthe 
1  bis  8  von  m  zusammengestellt  und  zur  besseren  üeber- 
sicht  auf  den  Werth  y^,  welcher  dem  Fall  einer  Unbekann- 
ten entspricht,  reducirt. 


m  =  1 
m  =  2 
m  =  3 

m  =  4 


m  =  5 


m  =  6 
w  =  7 

m=  8 


y,  =  0-47693, 
^2  =  0-83255  =  1-7456  2/1, 
2/3  =  1-0876  =2-2814^1, 
^4  =  1-29551  =2-71642^1, 
2/5  =  1-4750  =3-09272^1, 
2^6  =  1-63525  =  3-4287  2^1, 
2/7  =  1-7812    =3-7347^1, 

2/8  =  1-91623  =  4-0178^1. 


III. 

AnsdeliiiQiig  des  Bemonllf  sehen  Theorems  anf 
FaetorielleH  von  Binomen. 

Aus  der  Factoriellentheorie  ist  die  Beziehung 


(a  +  6) 


,/"'-! 


,/"-! 


=  s 


fi\     d 


ml — Irn' 


»w!  n! 


-1 


bekannt,  in  welcher  a  -\-i  =  c  und  w  +  ^  =  f^  ist;  das  all- 
gemeine Glied  dieser  Entwickelung, 


T  = 


fi\     a 


w»I— linl 


ml  n\ 


c^l- 


gibt  die  Wahrscheinlichkeit  an,  dass  aus  einer  Urne,  welche 
unter  c  =  a  -|-  ^  Kugeln  a  weisse  und  b  schwarze  Kugeln 
enthält,  in  ^  =  m  -|-  w  Ziehungen  m  weisse  und  n  schwarze 
Kugeln  gezogen  werden,  vorausgesetzt,  dass  man  die  jedes- 
mal gezogene  Kugel  nicht  wieder  zurücklegt. 

Dieser  Formel  zufolge  sind  die  Wahrscheinlichkeiten, 
m  -{-  l  weisse  und  n  —  l  schwarze,  dann  m  —  l  weisse  und 
n  -{-  l  schwarze  Kugeln  zu  ziehen,  beziehungsweise 


1 
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■^»-'         (w  +  Z)!(»  — Z)I  c^l-i        > 

*+'         (w-Z)!(n  +  ?)!  (/*M        ' 

ferner  stellt  die  Summe 

die  Wahrscheinlichkeit  vor,  dass  in  ft  Ziehungen  höchstens 
m  -\-l  und  mindestens  m  —  l  weisse  Kugeln  zum  Vorschein 
kommen. 

Bezeichnet  man  die  besonderen  Werthe  von  m  und  n, 
welche  das  Maximum  von  Tn  herbeiführen,  mit  h  und  Ä, 
dieses  Maximum  von  T„  mit  Jlf„,  die  Glieder,  welche  diesem 
grössten  Gliede  um  l  Stellen  vorausgehen  und  nachfolgen, 
mit  Mn—i  und  Mn-\-i,  so  drückt 

die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  die  Zahl  der  in  ft  Ziehungen 
erschienenen  weissen  Kugeln  zwischen  den  Grenzen  h  -f- 1 
und  "k  —  l  verbleibt.  Es  handelt  sich  nun  darum,  einen  Aus- 
druck für  diese  Wahrscheinlichkeit  unter  der  Voraussetzung 
abzuleiten,  dass  a,  6,  c,  m,  n,  P  sehr  grosse  Zahlen  von  gleicher 
Ordnung  mit  fc  sind. 

I.  Bestimmung  von  Tc,  h  und  Mn.  Zu  diesem  Ende  be- 
trachten wir,  ähnlich  wie  es  beim  Beweise  des  BernduUi'schen 
Theorems  geschah,  die  drei  benachbarten  Glieder 

■J-n  


(1) 


mini       c^!— 1       ' 

rp  ^  ft! ^m+ll-l^n-ll-l  ^  J^^  a-m        rp 

"-^        (w+l)!(n— 1)!  c^'\-^  '  w-fl*&  — n+1     *' 

T         =  '     ^'  ^m^l|-l^n+lHl  ^       ^  &-n        y  , 

^«+1        (^_i)!(n+i)!  ^1-i  n  +  l*a  — m  +  1     "' 

die  dem  Maximum  von  Tn  entsprechenden  Werthe  von  m  und 
n  müssen  dann  den  beiden  Ungleichheiten 

Tn  >  ^n~l> 
Tn  >  ^n-;-l  1 
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oder 

1  \ 

m  h  —  n 

<  m    —  ■  —  -  ■  -  I  ■  ■  - 

n+1     <*  —  w+l 


1  -^       ^               «  — ^  /ON 

^       _m__hj-n         ; 

Vi.   -l-    1/1    «M.    -J-1  ^Z 


Genüge  leisten. 

Ersetzt  man  in  diesen  zuerst  m  und  a  durch  ft  —  n  und 
c  —  6  und  löst  sie  nach  n  auf,  so  ergibt  sich 

n> -_^:- 1, 

**^  c  +  2  ' 

daher  ist 

d.  h.  die  grösste  in  4,~o~^^^  enthaltene  ^aw;2fe  Zahl  ist 

gleich  dem  gesuchten  i^. 

Eliminirt  man  sodann  aus  den  Ungleichheiten  (2)  und 
(3)  n  und  6,  so  liefert  die  Auflösung  nach  m  die  Beziehungen 

demnach  ist 

ZU  setzen,  d.  h.  die  grösste  in  ^       _■_  o         enthaltene  gan^e 

Zahl  ist  das  verlangte  Je.  .  '  ' 

Zwischen  den  dem  Maximum  von  Tn  entsprechenden 
Werthen  von  m  und  n  bestehen  demnach  die  folgenden  Be- 
ziehungen: 

_& _n L_  4_      ^_ 

a  m  1         ,         S' 


c  +  2  i^  +  1  c  +  2  •     f*+l' 

aus  welchen  weiter 

b  26       «  n  1        ,        ^ 

"c  """  c(c  +  2)         ^         fA(|[*  +  1)         c  +  2    '    TH^I  ' 
a  2  a  m  t»  1         ,         ^' 


c{c  +  2)         ii         f*(f*+l)         c  +  2 


+  ^+1 
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folgt;  unter  den  über  das  Grössenverliältniss  von  a,  6,  c,  w, 
n,  ^  gemachten  Voraussetzungen  kann  bei  Vernachlässigung 

von  Gliedern  der  Grössenordnung  — 


n 


c  fl 

a  m 


c  fl 

geschrieben  werden;  in  dem  maximalen  Gliede  der  Enttmcke- 
lung  von  .__ —  stehen  also  die    Wiederholungswahlen   der 


c^ 


beiden  einfachen  Ereignisse  im  Verhältniss  der  ursprünglichen 
Anzahlen  der  ihnen  günstigen  Fälle,  und  zwar  mit  einem  um 
so  höheren  Grade  der  Annäherung,  je  grösser  ^  und  die  übrigen 
Zahlen  gleicher  Ordnung  sind. 

Aus  den  beiden  letztangeschriebenen  Gleichungen  leitet 
man  leicht  ab: 


a  —  rn        m 

C        11            (l' 

a 
c 

a  —  m           ' 

mn        ah 

h_ 
c 


h  —  n 

c  —  fl 
c  —  fl 


(»' 


,2    f 


b  —  n 

(a  ~  m){b  —  n) 


n 
ab 


(c  -  ft)^ 


m 


fi      ö  —  n  ^ 

n      c  —  ft 


. .  (a) 


Es  handelt  sich  nun  um  die  Bestimmung  von  Mn.    Ent- 
wickelt man  die  einzelnen  Theile  des  Gliedes 


.m!— Itn!— 1 


**       mini      c^l— 1  mlnl{a  —  m)l 


i)l(h  —  n)l       cl 


mit  Hilfe  der  Formel 


X 


so  wird 


!  =  x''e-''Y2jtx, 


rp  /fi    a  —  myn/fi    ^ — w\« /a     <^7~f^\^/£    ^  —  f^\ 

**       \m     c  —  fi)    \n'  c—  fi)    \c'  a  —  m)   \c    h  —  n) 

-i/          iiah(c^ii)           ,  ... 

^  V  23rcwn(a  — w)(fe  — w)' ^^ 

für  das  Maximum  Mn  von  T„  gelten  aber  die  Beziehungen  (a); 
daher  ist 


r 
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**        V  2n(iab{c — fi) 
Aus  Formel  (4)  ergibt  sich  nun 


(5) 


T 


^c   a—m—l]  Ic  b—n  +  lj  V  2n 


(iab{c  —  fi) 


c{m-\-l)  (n—T)  (a — m — l)  (b—n  -\- 1) 


l 


:>< 


fi   a  —  m         a  —  w 
m  e  —  fi,  ,    l 

m 


a   c—  fi 


w+i 


fi  b  —  n  b  —n 

—  •  ^— ^— —  • 

n  c — (i  l 


n 


n—l 


c  a  —  m 


1  — 


a — m. 


a 


b   c — jLt 
c  b  —  n 


1  + 


b  —  n 


i/  fiab 

V  2%cmnia 


b{c-fi) 


(a — m){6  —  n) 


V{OH){^-^){'+^) 


bringt  man  hier  die  Beziehungen  (a)  zur  Geltung,   so  ver- 
wandelt sich  Tn~i  in  Mn^i]  es  ist  demnach 


Mn^l  = 


1  — 


a  —  m 


1+^ 

m 


1  + 


b  — n 


1  — 


l 

n    -J 


n — l 


a—m 


a 


1  + 


b  —  n 


K.,a:„-„-[.^in*n_i^r,!_i_]*r.^_i_-H 


l  -\ 


r  i      -im— a- 


V^b-n] 


l-yn-\-\^  +  lr         l-in+^  —  l 


[•+sr*  ['-a 


M.;  ...  (6) 


daraus   fliesst   durch    blosse   Vertauschung   des    Vorzeichens 


von  l 


MnJirl  = 


fi— lT+-i~'ri_LlT+^+' 


ilf« .  .  (6') 


Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
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Logarithmirt  man  die  beiden  Ausdrücke  (6)  und  (6'),  so  er- 
gibt sich 

Z.J!/„_,=(m-a-i+0Z.{l-^)+(«-5-i-i)?-{l+^l 

a  —  m  2  (a  —  w)*  '  b  —  n 

I    •  •  •  ^^^      ■  I  _  -  - 


{  •  yH„+,  —  ^  _  ^  2  (a  -  m)« 

-  (n  -  6  -  i)  ;  -  ;'  _  (w  -  6  -  ^)  ?'  +  F    , 
~^  b  —  n  2  (6  —  w)»  "T 

_-(»«  +  «?  +  ?'    ,    (w  +  ^);'-i» ^  (n  +  ^)  ?  -J» 


m  '  2  w^  '  « 

summirt  man  diese  zwei  Gleichungen,  so  heben  sich  die  un- 
geraden Potenzen  von  l  auf  und  man  erhält  nach  einiger 
Reduction 

l'Mn-l+l'  Mn  +  l   =21     Mn ^  +  ^"^2  H 

•  ^  ^        a  —  w    '    2(a  —  w)*    ' 

72  72  72  72  72  7» 

»1  v  I  »i»!  II 

&  — w    '    2(6  — n)*^  w    '    2m2^  w    '    2»2~        ? 

^2  ^2  ^2  2*  . 

die  Glieder  —, r^,   zttt tö,   - — s,  x— §  sind  sämmtlich  von 

2(a  —  w)^'    2(&  —  w)*'    2w^'  2n^ 

der  Ordnung  —  und  daher  zu  vernachlässigen;   es  verbleibt 

dann 

Z*  Z*  P        l* 

woraus  weiter  mit  Beachtung  der  hier  geltenden  Beziehun- 
gen (a) 
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l-M„-i  +  l-Mn+,  =  21- Mn  —  2Pl^-^^ — .  +  -i^l 

'  ^  \2(a— 1»)(6— m)    '    2»i»J 

=  2i.  Jfn  -  2  ,       '7'       ^ (7) 

2aOfi(c — (i)  ^   ^ 

erhalten  wird.     Aus  den  Identitäten 

folgt   aber  durch  Entwickelung  der  Exponentiellen  bei  Be- 
schränkung auf  die  erste  Potenz  des  Exponenten 

addirt  man  diese  Gleichungen  und  macht  von  der  Formel  (7) 
Gebrauch,  so  wird  schliesslich 

Mn-l  +  Mn  +  l  =  Mn{2  +  l  '  Mn-l  +  l'Mn+i  ~  2hMn\ 


f»c»  * 


) 


=  2Mne   '-'^^<^-^^     (8) 

n.  Bestimmung  von  Q, 

Schreibt  man  Gleichung  (1)  in  der  Form 


i— 1 


Q  =  Jf„_,  +  Mn  +  i  +  8{Mn-l  +  Jlfn+0  "  ^n  , 


P  P  +  1 

bemerkt  ferner,  dass  Sy  =  Hy,  so  wird 

0  0 


i 

0 


Q=^Mn^l+Mn  +  i    +2;(Jtf„_,   +Jf„+0  —  -a^n    •    (9) 


Bevor  wir  Gleichung  (8)  hier   einführen,  mag  zur  Ab- 
kürzung 


V  2ahn(c~  n)       ^^ 


*)  Für  eine  vollständigere  Entwickelung  dieser  Formel  vergleiche 
man  den  folgenden  Zusatz. 
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gesetzt  werden;  es  ist  danii;  den  Formeln  (5)  und  (8)  gemäss, 


Mn  = 


V^' 


woraus 


y» 

abgeleitet    wird;    mit    diesen    Bezeichnungen    schreibt    sich 
Formel  (9)  wie  folgt: 

<2  =  9(0  + i:^® -2-9(0). 

Nach    Euler's    (Mac-Laurin's)    Summenformel   ist    aber 
näherungsweise 

2q> (0  =f<p  (l)  dl  -  ^  i<p  (t)  -  ,p  (0)]; 

0  0 

wendet  man  dies  auf  den  obigen  Ausdruck  an,  so  wird 


0 

Setzt  man  ferner 


'=f'p(l)dl  +  ^<p(l) (10) 


so  wird 


und 


gl^^U^      1  =  ^,     dl  =  ^, 

q)  n)dl  =  ^e-'*^du: 


mithin  hat  man  schliesslich 

u 


yÄt/  y^ 


0 
u 


=  --;..  Äwe-*  +  -^~ (11) 
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Dies  also  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  in  ft  Ver- 
suchen, bei  welchen  die  gezogene  Kugel  nicht  wieder  in  die 
Urne  zurückgelegt  wird,  erschienene  Anzahl  m  weisser  Kugeln 
zwischen  Je  -\-  l  oder  zwischen 


enthalten  ist;  dabei  bedeutet  Je  die  grösste  in  —         4.  9     — 

enthaltene  ganze  Zahl. 
Beispiel.    Es  sei 

a  =  4775,     h  =  3225,    c  =  a  +  b^  8000,     ft  =  1000; 

man   verlangt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass   die  Anzahl  der 

in  den  1000  Ziehungen  erschienenen  weissen  Kugeln  zwischen 

den  Grenzen  ^ 

A4: 13 

eingeschlossen  sein  wird. 

Der   Rechnungsgang   ist   im   Allgemeinen   mit   dem   in 
Nr.  54  übereinstimmend.     Zunächst  ergibt  sich 

Ä  =  597; 
ferner  erhält  man 


Vg 

womit  wieder,  da 


L  =  iA^MEj^  =  20-5201, 


i  =  -t  =  13 


.  V9 
sein  soll,  für  u  der  Werth 

u  =  0-6335 

gefunden  wird.  Nun  können  sofort  die  beiden  Theile  von 
Q  gerechnet  werden,  der  erste  mit  Benützung  von  Tafel  I., 
der  zweite  auf  logarithmischem  Wege;  und  zwar  ist 


u 


Yn 

1  uut^ 
0 

e 

—  L 

0-15775, 

|/2««*''(*.- 

-ft) 
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woraus  durch  Summirung 

Q  =  0-78744 

folgt.  Man  kann  also  nahe  26  gegen  7  wetten^  dass  in  1000 
Ziehungen  nicht  weniger  als  584  und  nicht  mehr  als  610 
weisse  Kugeln  zum  Vorschein  kommen. 

Zusatz,  betreffend  die  Entwickelung  der  Formel  (8)  Ms  auf 

Grössen  von  der  Ordnung  — . 

Die  Entwickelung  der  einzelnen  Factoren  der  Formel  (6) 
kann  auch  in  folgender  Weise  vorgenommen  werden: 


I  a — w  J 


m 


-«-i+'  =  >-"-*"^')'-['-^] 


a—m  '  2(a  — m)»  '  3(a— to)' 


[>+^] 


„_,_^_,_     (n-6-^-l)*.[l+^Aj 


b—n  '  2(6  — n)»  3(6—»)» 

7 


ri  +  i.>(-+HO=e-("+i+0'-[^+^] 


m  '  2m*  8m» 


} 


ri_  n-C'+i-o  =,-(-+i-')'-[^-i] 


n  '  3n»  "■"  Sn> 

führt  man  diese  Ausdrücke   in  der  erwähnten  Formel    ein, 
so  wird 
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I  a  /_         \i  "t 


a — m 


+ 


2(a— w»)*         '  3(a— m)«  b—n 

(6-nH-^)rS-/'      (ft— nH-^)f»4-2*      (m+-^)i+r»      (m+^)p+Z» 


2  (ö— n)» 


3(ft— n)« 


m 


+ 


2w» 


(^H-i)^'+^*      (n+^)f~P      (n+i)^^-^'      (^+i)^'-^^ 


8  m' 


2n» 


3n» 


''L      '  a  —  m  '  2(a-w)*  '  3(a  — w)» 


b  —  n 


2  (ö  —  n)' 


3{b-  ny 


m 


2  m' 


3w' 


^  in+^)l-P  _j^(n  +  i)J^P  _^  (^+^)P^l^ 


n 


2n' 


Bn' 


]■ 


Um  Mn+i  zu  erhalten,  hätte  man  nur  in  allen  Gliedern  das 
Vorzeichen  von  l  zu  ändern;  der  Erfolg  ist  aber  klar,  die 
Glieder  mit  geraden  Potenzen  bleiben  unverändert,  die  mit 
ungeraden  Potenzen  wechseln  ihr  Zeichen,  so  dass  bei  der 
Summirung  von  Mn—i  und  Mn-^i  erstere  sich  verdoppeln, 
letztere  ausfallen;  man  erhält  sonach 

Mn-l  +  Mn^l=   2Mn[l ^  +  ^T"^  +  TT-^T« 

'  ^  I  a  — w    '    2;a  —  m)    '    4(a  —  m)* 

_  __J* Z^    ,  P  ,  P l^ 

8        2>_w'r  2(&  — w)""    4(&  — n)*        Q.^_*.^8 


3  (a  —  w) 


3(6— n)^ 


m    '    2w    '    4m^ 


Z* Ü1Ü.1J! ^1  . 

3w'»        n    '    2n    '    4n*         3n*J  ' 


nach  Fortlassung  der  Glieder  von  der  Ordnung  —  und  ent- 
sprechender  Reduction  verbleibt 

Mn-i  +  M„4.i  =  2Mn   |l ^w ^  — iTTi: ^  —  ^i «-L 

'^    *    '         "^*  "  I  2(a  —  m)        2(6  —  n)        2m        2ny 

woraus  zunächst 

und  nach  Anwendung  der  Relationen  (a) 
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=  2Mn  [l  —  2^^  (c  _  J 

erhalten    wird.     Daraus    endlich   ergibt   sich,    in   üeberein- 
stimmuDg  mit  Formel  (8), 


Mn-l  +  Mn+l  =  2Mne     2«M(o-^). 


r 


►Anmerkungen. 


I. 

(Zu  pag.  46,  98,  185.) 

Stirling'sche  Formel.  Diese  Formel  stellt  die  Facultät 
einer  sehr  grossen  Zahl  n  als  Function  von  n  dar,  und  zwar 
ist  mit  um  so  höherem  Grade  der  Annäherung,  je  grösser  w. 

Der  Beweis  hiefür  findet  sich  in  Anmerfc.  III ,  zweiter 
Fall,  drittes  Beispiel. 


n. 

(Zu  pag.  90,  191.) 

Reversionsformel  von  Lagrange.  Die  Function  ^  der  beiden 
unabhängigen  Yariabeln  x  und  a  sei  implicite  gegeben  in 
der  Form 

^  =  ^  +  «A^); (n 

es   soll  die  Function   F{0)  von  is  durch  eine  nach  Potenzen 
von  a  aufsteigende  Reihe  dargestellt  werden. 

Dem  Mac-Laurin'schen  Theorem  zufolge  ist,  indem  man 
F{0)  als  Function  von  a  auffasst, 

die  Summe  von  ^  =  0  an  genommen. 

DiflFerentiirt  man  Gleichung  (1)  nach  den  beiden  unab- 
hängigen Variablen  x  und  a,  so  wird 
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du              1    ,  „  df(e) 
dx              ^    >  '^     dz 

dz 

dx  ' 

<*'  =  fi.:\   r  ^  ^f^''^ 

dz 

da 


dz 


da  ' 


eliminirt  mau  aus  diesen  beiden  Gleichungen  a,  was  am  be- 


dz 


quemsten  dadurch  geschieht,  dass  man  die  erste  mit  -^— ^  die 


dz 
dx 


da 


zweite  mit  -^-    multiplicirt  und  hierauf  beide  subtrahirt,  so 

ergibt  sich 

dz  dz    n/  \ 


da  dx 

und  durch  Multiplication  mit  — ~—  weiter 

dF{z)  dF(z)    ... 


da 


dx 


•  • 


•  • 


(3) 


Nun  ist  allgemein 


s-^  {«•»•] 


da 

d^Fiz)    dx  I  f.  .  l»    I   «  dF{z)   r  ^^  .\ 


„-1    df{z)       dz 

— — —        I   ■      •    

dz        da 


d^Fiz)  f  f   ■.  i«,„  dF(z)  f  ^,  .  1,-1   dm 


4ji^iA.)>"]. 


dx 


daher,  wenn  man  von  der  Relation  (3)  Gebrauch  macht, 


da 


dx 


(4) 


Unter  steter  Beachtung  dieser  Beziehung  ergibt  nun  die 
wiederholte  Differentiation  von  (3)  nach  a 


d^Fjz) 
da* 


d 


r  dFjz) 
L    dx 


H    A^'f{fM 


da 


dx 


d^F(zl 
~da^ 


d 


d 


rdFjz) 

L  dx 


{MV] 


da 
dx 


^•[^  {«•»•] 


da^ 
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da* 


d« 


4-£- {«">•] 


da 


^i^u^-^y] 


dx^ 


da^ 


d'F{z) 
dof 


_  ^'-\^I^{M)] 


dx 


i— 1 


daraus  folgt  schliesslich ;  wenn  mau  bedenkt ^  dass  zufolge  der 
Gleichung  (1)  die  Werthe  a  =  0  und  z  =  x  einander  ent- 
sprechen, 

fi^ZWl     =  ^-'^[F'{x){f{x))'\ 

L     da'     J   =0  dx'-^ 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (2), 
so  ergibt  sich 

d'-^[F'{x){nx)}'] 


dx 


i-l 


V  /  1  •  2  •  •  •  t 


«3  _   d'[F'{x){f(x)}'] 
~f"  i  .  2  •  3  "^^^  "f" 


dx^ 


9 


(I) 


Znsatz,    Für  den  besonderen  Fall  F(0)  =  0  ist  F(x)  =  x 
und  F'{x)  =  1,  man  hat  also 

^^  +  ^  ^(^) + _«•_  ^_1^}! + ^  f J.;f^) )'+...  (II) 

~  1  "^  '  ~  1  •  2         d«         ~i.2-3         dx'        ~        ^    ' 


«  =  s 


ce 


m. 

Laplace's  Methode  zur  nähernngsweisen  Integration  von 

Differentialaasdrücken,  welche  Factoren  mit  sehr 

hohen  Exponenten  enthalten. 

A*    Einfache  Integ^rale* 

Die  Integrale,  um  die  es  sich  hier  handelt,  sind  von  der 

b 

Form  jydx\   dabei  ist  y  im  Allgemeinen   ein  Product  aus 
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/• 


Functionen  der  Variabein  x,  von  denen  eine  wenigstens  zu 
einer  sehr  hohen  Potenz  erhoben  ist.  Man  kann  daher  all- 
gemein 

setzen;  wobei  unter  5,  5j,  •  •  •  sehr  grosse  Zahlen  zu  ver- 
stehen sind.  Da  jedoch  die  Function  q>  auf  die  Convergenz 
der  Reihe ^  in  welche  das  Integral  verwandelt  wird,  keinen 
Einfluss  üben  soll^  so  setzen  wir  y  einfach  in  der  Form 

y  =  { a^)  }• 

voraus. 

Erster  Fall.    -^^-  toird  für  keine  der  Integrationsgrenzen 

(t  sc 
sehr  Mein,  oder,  was  dasselbe  besagt y  die  Integration  erfolgt 
nicht  in  einem  dem  Maximum  von  y  benachbarten  Gebiete. 

Problem.  Ist  y=  //'(a;)}%und  s  eine  sehr  grosse  Zahl, 
so  verwandle  man 

^^ 
ydx 

in  eine  convergente  Reihe;  vorausgesetzt  wird,  dass  weder 
f-,^)    noch  (-r^j     sehr  klein  sei. 

Lösung.  Bedeutet  a  einen  zwischen  x^  und  X2  liegenden 
Werth,  für  welchen  jedoch  y  nicht  discontinuirlich  wird, 
so  ist 

I  ydx  =  I  ydx  —   jydx. 

Xy  Xi  X^ 

In  dem  ersten  dieser  Integrale  setzen  wir 
im  zweiten 

Ist  «  insbesondere  derjenige  Werth  von  x,  für  welchen  y 
Null  wird,  so  entsprechen  den  Grenzen  x^  und  a  einerseits 
und  X2  und  a  andererseits  jene  0  und  00  der  neuen  Variablen 
ty  und  es  wird 

Jydx  =  y,Je-'-^^-dt-y^je-*^^^dt.     ■     (1) 


Xi 


ü 
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Für  — jT ,  welches  ebenso  wie  x  eiiie  Function  der  Variab- 
len  t  ist,  ergibt  der  Satz  von  Mac-Laurin  die  Reihe 
dx 


dt 


( dx\       ,    .  /^\       r     <'     ( ^\     jL. 
V^*;^=o        V^*V.=^    1.2   \dt^),J'"^' 


führt  man  dies  in  Gleichung  (1)  ein,  beachtend,  dass  im 
ersten  Integrale  rechts  die  Werthe  ^  =  0  und  x  =  x^,  im 
zweiten  die  Werthe  t  =  0  und  x  =  X2  einander  entsprechen, 
so  erhält  man 


J»2  00 


/'"-'.  J-""l(S)  +  '(??)+i^.(fcl+-i 


a?i  0 

30 


-'J-^'l(tl+'(Ä)+A(^4+-t- 


0 

Wird  hier  von  der  bekannten  Formel 

00 


J 


0 
Gebrauch  gemacht,   so  schreibt  sich  letztere  Gleichung  auch 

Nun  gibt  y  ^=  yi€r-^  oder  y  =  y.^e~'',   wenn   man  loga- 
rithmirt  und  hierauf  differentiirt, 

dy 


woraus  weiter 


=  —  dt, 


y^  


dx 

dt  dy 

dx 


folgt;  daraus  leitet  sich  durch  fortgesetzte  Differentiation 


d^x  dv      dx  dv 


V 


dt^  dx       dt  dx ' 

^     dv  /7     ^^ 

d^x                  dx       dx                    dx  dvdv 

dt*               dx          dt                 dx  dx*    ' 
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ab.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Formel  (I)  ein  und 
hebt  gleichzeitig  den  gemeinschaftlichen  Factor  Vx, ,  beziehungs- 
weise Vxt  heraus,  so  ergibt  sich 


dv 


dv 
dx 


Xi 


-yM^+{t)  + 


dv 


dx 
dv 


+ 


an 


dx 


dx 


+ 


(I') 


oder,  nach  Einführung  des  Werthes  für  v: 

«2 


ydx  =  y,(-' 


y\ 


dx 


dy 
dx 


1 


ar. 


\dx/        ^  dx* 
(dyf 
\dxJ 

(^Y _  y ^y 

\dx/        ^  dx* 
\dx/ 


J 


+ 
+ 

«1 


(I") 


oder  endlich,  wenn  y=  {f{oc)\*  genommen  wird: 


{n.x^))*-f{!iit)f'(=ot)  I     { 


Es  erübrigt  noch  zu  zeigen,  dass  die  abgeleiteten  Reihen 
unter  den  im  Problem  gestellten  Bedingungen  convergiren. 
Wenn  nämlich  s  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  so  wird 


y 


dy^ 
dx 


fix) 


8 


f{x) 


,     dv 

d  ~d~ 

als  von  der  Ordnung     -  sehr  klein;  -^, 


dx      '      •  •    «•^*^' 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  beziehungsweise  von  der  Ord- 

;  die  Reihen  convergiren  also  sehr  rasch. 

Diese  Betrachtung  gilt  aber  nur  insolange,  als    ^   oder 
r(x)  für  X  =  Xi  oder  x  =  X2  nicht  sehr  klein  ausfällt,  weil 


nung  |,  -^, 
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sonst  der  Nenner  von  v  als  Product  aus  einer  sehr  grossen 
und  einer  sehr  kleinen  Zahl  so  klein  werden  könnte,  dass 
die  Reihen  aufhören  würden  convergent  zu  sein. 

Beispiel  I.     Das  Integral 


/. 


ac x 


e     ''      (^e  +  1  —py-^dx 

0 

unter  der  Voraussetzung  eines  sehr  hohen  Werthes  von  r  zu 
entwickeln. 

Wir   wollen  hier   von  der  Formel  (1)  Gebrauch  machen. 
Nachdem 

für  a):=X2  =  oo  verschwindet,  also  y2='0  ist,  so  kommt 
nur  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  dieser  Formel  zur  An- 
wendung.    Weil  ferner 

für  a;  =  a?!  =  0  den  endlichen  Werth 

annimmt,  so  ist  den  Bedingungen,  unter  welchen  die  ent- 
wickelte Methode  Anwendung  finden  darf,  entsprochen. 

Man  hat  daher,  indem 

y  =  y^er-*  =  er* 
gesetzt  wird ,  —  für  x  =  x^==^0  wird  nämlich  y  =  y^^=\^  — 

/yd^  =  y,j(4^-X+(5X+...j.    .     .     («) 
Aus 

folgt  nun 

t  =^^ X  -^  (r^l)l '  (pe~^'  +  \-p) 
und  hieraus 
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S 


dt  ^     .     s     ,    /  ^N  r 


i^  =  i+f  +  (»-i) 


8 
X 

pe    *•     +1—P 


p(i+8)e     ^     +(i-p)^i  +  ±'^ 


somit 


pe    *•     +1— jp 


X 

dx pe     ^     +1 — p 

dt  * 

^-'  8 


p{l+8)e^    '■     +  (1 -p) (i  +  ^-) 


und 


V  dtJ 


^*^"        i+DS  +  d-p)-*- 


Ferner  ergibt  sich 


j  ^2  i^Ci— !')(»•  — 1)-«- « 


s«    -7^* 


^  dx  ~"   di«"  "^  ^ 


[l)(I+«)c     '•'  +  (i-^)(i  +  A)] 
und  daraus 

(^)  =_  t p(l-j))(r-l)^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formel  («)  ein,  so  wird 


0 


QO 


P(i-P)**(^i--) 
8         T^      r »1«  ^ 


Mit  wachsendem  r  nähert  sich  dieser  Werth  der  Grenze 
y^.     (Vergl.  Nr.  65,  pag.  158.) 
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Beispiel  IL    Das  Integral 

i 

Q 

unter  der  Voraussetzung,  dass  p  und  q  sehr  grosse  Zahlen 
sind,  in  eine  convergente  Reihe  zu  entwickeln. 

Nachdem  für  x  ==  x^  =  0  wieder  «/  =  y,  =  0   wird,  so 
entfällt  der  erste  Theil  der  rechten  Seite  in  der  Formel  (!'), 

von  welcher  wir  Gebrauch  machen  wollen.     Ferner  wird  für 

1^ 

X  —  X2  —  2" 

1 

y  —  y^  —  ^qj^'p  7 

und  aus 
folgt 

(^y\  ^_p-^  _. 

es  hängt  nun  von  dem  Grössen verhältniss  der  Zahlen  p  und 
^  ab,  ob  dieser  W§rth  von  Null  so  weit  abliegt,  dass  der 
Gebrauch  der  citirten  Formel  gestattet  wäre.  Vorausgesetzt, 
dass  dies  der  Fall  ist,  hat  man  allgemein 

Xx 

Nun  folgt  aus 


zunächst 


und 


y  =  ^2«"'  =  -p-W  ^-'  ==  ^"'(^  ~"^)' 


*  =  l  '  -^+^  -  Pl  '  00  —  ql  '  (l—x) 
dt  p  —  {p+q)x 


dx  x{l  —  x)      ' 

woraus  weiter  allgemein 

dx   x{i — x) 


dt  P  — (P  +  3)^' 

dv  jo(l— -2a;)  +  (P+?)^* 


dx  [p  —  [P+(l)x]^        ^ 

Meyer,  WahrgcheinlichkeitBrechnuDg.  34 
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und  für  den  besonderen  Werth  x  =  ^2=^  -^ 

1 


/  dv\     ^ P+J_ 

\dx  J^^  (p-q)* 

folgt.     Durch  Einführung  dieser  Werthe  erhält  man 

u 

(Vergl.  Nr.  78,  pag.  188.) 

Zweiter  Fall.   ^-  wird  für  eine  (oder  beide)  der  Inte- 

grationsgrenzen  sehr  Mein,  oder^  y  liegt  für  eine  (oder  beide) 
dieser  Grenzen  dem  Maximum  nahe. 

Problem.    Ist  y  eine  Function   von  der  im  Eingange  er- 
wähnten Form,  so  entwickle  man  das  Integral 

jydx 

in    eine   convergente  Reihe;    dabei   wird  vorausgesetzt,   dass 
T^  für  X  =  a  und  x  =  ß  sehr  klein  (oder  Null)  wird. 

Lösung.    Es  sei  a?i  der  aus  -^  =  0  abgeleitete,  also  dem 
Maximum  y^  von  y  entsprechende  Werth  von  x.     Setzt  man 

a?  =  rcj  +  (x — x^) 

und  entwickelt  y  mit  Hilfe  der  Taylor'schen  Reihe  nach 
Potenzen  der  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  sehr  klein 
bleibenden  Differenz  x  —  Xi,  so  wird 

« 
oder,  weil  das  zweite  Glied  wegen  (^)   =0  verschwindet. 
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hieraus  leitet  sich 

ab,   und  setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  —  t^y   so  gelangt 
man  zu  der  Substitution 

aus  welcher 

t=j/l  ,y^^  l^y 

folgt. 

Nachdem  der  Ausdruck  für  (^  mit  dem   Factor   x  —  x^ 
behaftet  ist,  wird  man 


t  = 


X  —  Xi 


V 

setzen  können ,  woraus 

X  —  x^  X  —  Xi 


V  = 


*  yi-yi  —  l-y 

einerseits  und  x  =  x^  -^  tv  andererseits  gefunden  wird.  Ent- 
wickelt man  x  mit  Hilfe  der  Formel  von  Lagrange  nach 
Potenzen  von  t,  so  wird 

^  =  ^t  +  tv..  +  TT2  (^^),+  -TTTT  {-ä^)+  '  '  ' 
und  hieraus 

dt  -  ^-x  +  f  (^  ax  j,  +  1.2V  dx^  ;,+ 

Entsprechen   nun  den  Integrationsgrenzen  a  und  ß  von 
X  jene  T  und  T'  von  ty  so  ist 

ß  T' 


jydx  =  y^    Ci 


e-^^dt 


T 

r 


T 

Sind  insbesondere  a  und   6  jene  Werthe  von  a;,  welche 

y  auf  Null  bringen  und  auch    sonst    den  Bedingungen  des 

Problems   entsprechen,   so   hat  man  ihnen  die  Werthe  —  00 

und  +  00  der  Variablen  t  zuzuordnen  und  erhält 

34* 
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jydx 

a 

—  OD  00 


00 


Zusatz  I.    Zur  Entwickelung  von  Va-, ,  (-j-v)  )    "  k^^m 

das  folgende  bequeme  Verfahren  Anwendung  finden. 

Nachdem,  wie  oben  gezeigt  worden,  der  Ausdruck  für  t 
mit  dem  Factor  x  —  x^  behaftet  ist,  so  kann 

t'^  =  hy^-.l.y  =  (X^.X,y[A+B{X--X,)-\-C{x--X,y+^^^} 

geschrieben  werden.    Durch  wiederholte  DiflFerentiation  dieser 
Gleichung  ergibt  sich  leicht 

_(dl^y\    _^  . \_(l'^y\   —A 

_  '     ^       (dHy\    _  j.        __         1'        fdUy\    _  ^ 

l'2S\dx^J^^  '  1    2.3-4  \^    da;*   )^~      ''"' 


V  = 


Aus 

X  — 


^-='  =  {Ä  +  B(x^x,)  +  C(rr~a;,)2  +  ...}-  i 


Vl-yt—ly 
folgt  nun 

v^.  =  A.  ^  = 


'«1 


r  2       V        dX*        /Xy 


ferner 
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v^={ä  +  B{x.-Xi)  +  C{x—Xiy  H }~^ 

+  (-^A-'^C+'^^Ä-i  £-^)ix-x,y-{-...; 
zweimalige  DifiPereutiation  dieser  Gleichung  liefert  zunächst 

woraus  dann 

(^)  =  1  .2(-A^-|  C  +  I^^-^^O 

\   dx^  /a?i  \        2  '2-4  / 

gefolgert  wird. 

Zusatz  IL    Durch  die  Bemerkung,  dass 

dx^  yda^  y*  \dxJ 

ist;  gelangt  man  zu  einem  neuen  Ausdrucke  für  v^^ ,  nämlich 

1  1  1/2^, 


^x,    = 


y        2  \  die*  /a:x         r         2  \ydx^K,  Y       \dx^/x. 


Macht   man  hiervon    Gebrauch   und  beschränkt  sich  bei  der 
Formel  (ß)  bloss  auf  das  erste  Glied,  so  wird 

b 


y^ny, 


y  \d  xOx, 


(C) 


/' 


Beispiel  I.    Das  Integral 

1 

Ö 

in  welchem  p  und  q  sehr  gross  vorausgesetzt  werden,  soll  in 
eine  convergente  Reihe  entwickelt  werden. 

Zunächst  geht  aus  dem  Verschwinden  von 

^='XP-'(l^x)^'-'(p--{p  +  q)x) 

an  den  beiden  Integrationsgrenzen  hervor,   dass  man  es  hier 
mit  dem  zweiten  Falle  zu  thun  hat.  Da  ferner  auch  y-^x^ (\-~x)^ 
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an  den  Integrationsgrenzen  Null  wird;   so  hat  man  Formel 
(B)  oder  (C)  anzuwenden. 

Aus  der  Gleichung    v-  =  0  fliesst  der  Werth 

p 

1         p  +  q 

und  mit  diesem  übergeht  y  in  sein  Maximum 

«y    —(-?J\^(.LJL_y 

Nun  handelt  es  sich  um  Vx^^  und  \—t^-)   •     Aus 

l '  y  is=  pl '  X  -\-  ql  *  {l—x) 

dly  ^^  P_  _      g 
dx  X  1  —  a;  ' 

dHy /Z  _j_     _1 

dx^     ~ 


folgt 


tt  +  -(i-:?^0'      •••(«) 


daher  ist 


und 


2   V     da^    /ar,  2pCi 


\ -^  7/      2pg 

'''      '     ,/       1   /dH"u\  y    (l>  +  2)' 


t;«.  = 


/^       2  V  dx^  K, 


Ferner  liefert  die  weitere  Dififerentiation  von  (a) 

dHy  ^ 2g 

dx^  x^  (1 — a?)®  ' 


<?*Zy 


c^ic«  \    x^       '      (1— a;)^ 

woraus  wieder 


3p*  g' 


,2/v2 


^  2-3    V    dx^    K, 

2-34  V    dx^    Jx,  *  4p3g» 

abgeleitet   wird.     Mit  Benützung  der  Werthe  für  A^  JB^  C 
ergibt  sich  nach  einiger  Rechnung 

i,  dx^  h~      '^(.2-4    ^i    "       2   ^4; 


3Ki)g(p  +  gJ 


-(jP^  — lli'9'  +  2^)- 
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Endlich  gibt  Formel   (B),  wenn  man  sich  auf  die  zwei 
ersten  Glieder  beschränkt, 

1 

+-     +- 

xp  (1  -  x')'!  dx  -  p  '  /  ^y^  fi  I  (j>+g)'-»3j)g  N 

ö  (P+3)  * 

(Vergl.  Nr.  79,  pag.  190.) 
Beispiel  II.    Das  Integral 


00 


unter  der  Bedingung  zu  entwickeln,  dass  rn  eine  sehr  grosse 
Zahl  ist. 
Aus 

folgt 

dx  ^  ^  \      X         *      x  —  r  / 

(rn  —  n     •         w  i\  r   \ 

und  da  dieses  sowohl  für  x  =  0  als  für  a;  =  oo  verschwindet, 
so  ist  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  des  zweiten  Falles 
dargethan.  Da  überdies  auch  y  für  a;  =  0  und  a;  =  oo  zur 
Nulle  wird,  so  kommt  Formel  (B)  oder  (C)  zur  Benutzung, 
je  nach  dem  Grade  der  geforderten  Annäherung.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Formel  (C).  Setzt  man  -^  der  Nulle 
gleich,  so  liefert  die  Gleichung 

I  «TT»    A« 


X  ^     X  —  r 

den  dem  Maximum  entsprechenden  Werth 


2 


4 

rn 


rn  H 

'     n  —  1 


n 
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wenn  man  bei  Entwickelung  der  Wurzel  mit  Bücksicht  auf 
den  hohen  Werth  von  rn  beim  zweiten  Gliede  stehen  bleibt. 
Damit  erhält  man  zunächst,  wenn  wieder  bis  auf  Glieder  von 

der  Ordnung  -7—  gegangen  und  im  Exponenten  von  e  neben 
dem  sehr  grossen  rn  der  Bruch  — ~j  fortgelassen  wird, 

2/i  =  (^w)'-«(l-|)%— (ß) 

Durch  weitere  Differentiation  von  (a)  ergibt  sich  ferner 

y  frn  —  n   j_       n  ^\  /rn  —  ♦*!  ti'     \ 

X  \      X        '^    X  —  r  /       ^  \      X*         '     {x — r)v ' 

wird  hier  der  Werth  ^Tj  =  rn  -j ^—  für  x  eingeführt,    so 

verschwindet  das  erste  Glied  wegen  (jD  =  0  und  man  er- 
hält, immer  bei  demselben  Grade  der  Approximation, 

(d^y\  [  rn  —  n  j w \ 

~d^K~ """  ^*   7     \    ir~\2  +  7    7    n       v~  [ 


d^y    dy  (rn  —  n 

~dx^  ~   d 


rn    \  r     ' 

r 


(■-i)'l 


(^irr-"('-"^^t 


rrn 

n 


Führt   man    diesen   Werth    in    die  Formel   (C)  ein,    so 
wird  zunächst 

V2n  yi  Vr  •  rn (l ) 


/(r-l)(l-l)Vl 
und  nach  Einsetzung  des  Werthes  für  yj  endlich 

af^-^{X'-rye~^dx= \       nj 

;/(r-l)(l-l)Vl 

(Vergl.  Nr.  49,  pag.  96.) 
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Beispiel  III.    Das  Integral 


/■ 


x'^e-''dx  =  r(w+l)  =  1  .  2  .3  .  •  .  n 


für  sehr  hohe  Werthe  von  n  zu  entwickeln. 

Auch  hier  kommt,  da  sowohl  -j^  als   auch  y  für   beide 

'  dx  ^ 

Grenzen    verschwindet,     Formel    (B)    oder  (C)    des    zweiten 
Falles  zur  Geltung;   wir  bleiben  wieder  bei  letzterer  Formel. 
Aus 

y  =  x^er^ 
folgt 

li-».r-e_i)-j,(i-.), 


^y  —  ^y  C^     A     ,j  ^  . 

dx^  dx  \x  /        ^  ic«  ' 


setzt  man  den  ersten  Diflferentialquotienten  der  Nulle  gleich, 
so  gelangt  man  zu  dem  Werthe 


x^  =  n 


und  mit  diesem  zu 

(d^y\    __!!.. 
^  dx^  )xy  n 

Nach  Einführung  dieser  Werthe  in  die  erwähnte  Formel 


wird 

x^e^^dx  =  y^j/27tn^=n'^€r^  j/27tn  . 


/ 


//• 


B.    Doppelintegrale. 

Es  handelt  sich  wieder  um  die  Entwickelung  des  Integrals 

udx  dy 

a      a 

in  eine  convergente  Reihe,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Function  u  der  Veränderlichen  x  und  y  Factoren  enthält, 
welche  zu  sehr  hohen  Potenzen  erhoben  sind.  Der  Einfach- 
heit halber  kann  u  in  der  Form 

angenommen  werden ,  wobei  s  eine  sehr  grosse  Zahl  bedeutet. 
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Man  hätte  hier  ähnh'che  Fälle  zu  unterscheiden  wie  bei 
einfachen  Integralen;  doch  wollen  wir  uns  auf  die  Behand- 
lung desjenigen  Falles  beschränken,  für  welchen  die  Grenzen 
a,  b  und  a,  ß  von  x  und  y  die  Function  u  auf  Null  bringen, 
so  dass 

Ua,a  =  0      und      Ut^ß  =  0 

wird. 

Zu  diesem  Ende  setzen  wir 


du 


dx 


0, 


du 
dy 


0 


und  bestimmen  auf  diese  Weise  die  Werthe  a?, ,  y,  von  a;,  y, 
welche  das  Maximum  u^  von  u  herbeiführen;  indem  dann 

(1) 


M  =  W,  6 


-<*-»' 


gesetzt  wird,   erhält  man    durch   Entwickelung  von  u  nach 
der  Taylor'schen  Reihe 


(2) 


wenn 


.M(»),"+2(3^;),"  +  (^).'') 


+  Tk{<SS),''+ ■■■)■+■■■    ■■■   ■  « 

genommen  wird.  Logarithmirt  man  (2)  in  Bezug  auf  die 
Basis  e  und  beschränkt  sich  bei  der  Reihenentwickelung  von 
l '  (1+^)  auf  das  erste  Glied,  so  wird 

i .  ti  =  J  .  Mj  -|-  J .  (]  ^g)  =  J .  w,  +  ^) 

daraus  folgt  im  Hinblick  auf  (1) 


-     539    — 

wenn  man  nämlich  in  (2')  rechter  Hand  zuerst  jene  Glieder 
zusammenzieht,  welche  den  Factor  ö^,  sodann  von  den  übrig- 
bleibenden jene,  welche  den  Factor  $rj  enthalten,  so  dass 
schliesslich  nur  Glieder  übrig  bleiben,  aus  welchen  sich  der 
Factor  ly^  herausheben  lässt.  Hiernach  sind  A,  B^  C  im 
Allgemeinen  Functionen  von  9  und  iy. 

*  Bringt  man  die  letztgeschriebene  Gleichung  auf  die  Form 

so  wird  ihr  durch  die  Substitutionen 


(3) 


Genüge  geleistet. 
Nachdem  nun 

gesetzt  worden  und  da  u  für  die  Werthe  a,  a  und  6,  ß  von 
X  und  y  verschwindet,  so  entsprechen  diesen  Grenzen  jene 
—  oo  und  4"  <^  von  t  und  v  und  man  hat 

b     ß  b'    jß'  00        00 

/  judxdy=  f  jud^dri  =  u^  j     fe-^-'>'Kdtdv'  •  (4) 


a  a      a  — oo     —  oo 


Jetzt  handelt  es  sich  noch  um  die  Ermittelung  von  K. 
Durch  DiflFerentiation  der  Gleichungen  (3)  ergibt  sich  allgemein 

dt^^di  +  ^df,, 

Bei  der  Integration  nach  9  in  dem  zweiten  Integral  von  (4) 
ist  dö  in  dem  Producte  dOdi]  so  zu  nehmen,  als  ob  rj  con- 
stant  wäre;  dies  führt  zu  der  Beziehung 

für  dt  bei  der  Integration  nach  t  im  dritten  Integral  dieser 
Gleichung;  bei  der  darauffolgenden  Integration  nach  v  wird 
dann  dv  in  dem  Producte  dtdv  so  zu  nehmen  sein,  als  ob 
t  constant  wäre;  dadurch  wird  man  zu  den  Beziehungen 
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dv  =  4;-  d9  +  ^^  dfi 

geführt.    Aus  denselben  folgt 

dt      dv       dt       dv 


j           d$       dri        dn       d9       -> 
dv  = ^^^-^ dfi] 

dB 

multiplicirt    man    dies    mit    der  vorangegangenen   Gleichung 

dt  =  -j^  dO,  so  wird 

j±  j  /dt      dv  dt      dv\  jf,j 

^^^''-\T9-dJ-^'-dv)^^^'i^ 
mithin 

dOdri  =  -^ — j ^ j—  dtdv  =  Kdtdv  . 

'         dt       dv        dt       dv 

d$       drj        dri       ^^ 

Hieraus  geht  also  hervor,  dass  K  eine  Function  der 
Variablen  $  und  i]  ist,  welche  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
(1)  auf  eine  Function  von  t  und  v  zurückgeführt  werden  kann. 
In  Folge  dessen  reducirt  sich  das  letzte  Doppelintegral  in  (4) 
auf  eine  Reihe  von  Integralen  der  Form 


//■ 


t'^v*'e-^-^''^dtdv. 


00        00 


welche  verschwinden,  sobald  eine  oder  beide  der  Zahlen  m 
und  n  ungrad  sind.  Sind  dagegen  beide  Zahlen  gerad,  z.  B. 
m  =  2i,  n=  2k,  so  hat  man 


00  CO 


/       //2.-    2t   _<'-»»  ^/^  1-3 -^t—l       1.3.-.2Ä;— 1     ^ 

f       I  p*  t;2*  e   ^    "  dt  dv  = : 1 Ä . 


—  00        —  00 


Ist  der  Exponent  von  u  =  {f{x,y)y  sehr  gross,   so  dass 

man  sich  bei  der  eingangs  durchgeführten  Entwickelung  dieser 
Function  auf  die  zweiten  Diflferentialquotienten  beschränken, 
für  (2')  also  abgekürzt 


'-1 


ir((*^")/'+n^),"  +  (0).''') 


schreiben  kann,  so  ergeben  sich  für  -4,  JB,  C  die  von  ö  und 
ri  unabhängigen  Werthe 


■-vi^ 


M\2 


541    — 


^--tV( 


die  Diflferentiation  von  (3)  liefert  demnach 


dt        ,/-r 


und  es  wird 

K  = 


de 

dv 
dj 


^YA, 


=  0, 


dt 
dri 


B 


dt     dv         dt     dv  yj,  (j ^« 


de    du 


dl]     de 
2ui 


/(-&),  ( 


d^u 


d^u   n2 


dy^  )\      \dydx  Ji 
Unter  diesen  Verhältnissen  hat  man  also 


/    judxdy=-Ku^  j    i  er^-'"'' dt  dv 


a     a 


—  00     QO 


2w.*« 


IV. 

(Zu  pag.  172.) 

Die  Formeln  (A)  und  (B)   von  Nr.  71   erfordern   einige 
Bemerkungen.    Es  handelt  sich  dort  um  die  näh erungs weise 


•M 
^ 


t 


/; 


Entwickelung  des  Integrals    lydx  mit  Hilfe  der  Substitution 

a 

bei  welcher  ym  das  Maximum  von  y  und  m  denjenigen  Werth 
der  Variablen  x  bedeutet,  welcher  dieses  Maximum  herbei- 
führt.    Aus  der  Substitutionsgleichung  folgt 


so  dass  den  den  früheren  Grenzen  ß  und  u  jetzt  die  neuen 


1 
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y  =]/l'ym  —  l'yßy 

7    =  yi-ym  —  l'  Va 

entsprechen.  Nun  wurde  aber  in  Nr.  71  gezeigt,  dass  y  und 
y  numerisch  gleich  sind;  sie  können  sich  also,  da  sie  über- 
haupt verschieden  sein  müssen,  nur  durch  das  Vorzeichen 
unterscheiden.  Es  kam  dies  dort  dadurch  zum  Ausdruck, 
dass  man  y   mit  dem  Vorzeichen  —  versah. 

Wird  nun 

X  —  m  =  ut 
gesetzt,  woraus 

dx  =  udt  +  tdu 

folgt,  so  kann  bei  dem  Umstände,  dass  innerhalb  der  Inte- 
grationsgrenzen X  nur  wenig  von  m,  also  y  nur  wenig  von 

ym  und  u  von  Um  abweichen  soll,   weshalb  auch  ^= 

sehr  klein  ausfallen  wird, 

dx  =  Umdt 
genommen  werden;  man  hat  dann 

/  ydx  =    /  ymUmer^dt  =  ymUn,  I  6'^ dt'   •    '    (A) 

a  —/  — y' 

Sind  ferner  a,  h  diejenigen  Werthe  von  x,  welche  y  auf 
Null  bringen,  so  entsprechen  ihnen  die  Werthe  —  cx>  und 
-j-  oo  von  tj  und  es  wird 

b  oo 

/  ydx  =  ymUn,  I  e-^^dt  =  ymUmj/^  •     •     •     (B) 


—  00 


Uebrigens  wäre  man  zu  diesen  Formeln  bei  der  voraus- 
gesetzten Form  von  y,  nämlich  y=  {f{^)}%  und  bei  der 
weiter  getroffenen  Annahme,  dass  x  nur  wenig  von  m  ab- 
weichen soll,  durch  Anwendung  des  zweiten  Falles  der  An- 
merkung III,  Formeln  (A)  und  (B),  gelangt,  wenn  man  sich 
jeweilen  auf  das  erste  Glied  beschränkt  hätte. 


V. 

(Zu  pag.  476  u.  488.) 

1)    Aus    der  Theorie    der  Fourier' sehen  Integrale    ist 
bekannt,  dass  die  Gleichung 
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OO 


3f  (r)  =  ~  jdttjwiu)  cos  {u  —  r)  a  ^  du     •     •     (1) 

00 

für  alle  zwischen  den  Grenzen  des  zweiten  Integrals  liegenden 
Werthe  von  r  Giltigkeit  hat. 

Integrirt  man  den  Diflferentialausdruck 

^(w)  €(»'-'•)  «V'^  da  dw 

=  W{u)  {cos  (u — r)  a  +  V —  1  sin  (u — r)  «}  da  du 

in   Bezug   auf   a  und  u    innerhalb    der  in   (1)   auftretenden 
Grenzen,  so  wird 


weil 


00 


/  e-ra  T/=ri  dajW{u)e''^y^^du 

—  QO 

00 

=    j  da  l   W{u)  cos  {u--r)  a  '  du 


—  00 

oo 


+  V—  l  I  da  j   ^(w)  sin  (w — r)  a  •  du 


—  00 
00 


=  I  da  I  ^^{u)  cos  (u—r)  a  •  du,    •     •     •    (2) 

—  00 


00 


I  da  I  ^f  (u)  sin  (u — r)  a  •  du 


—   00 
00 


=  I  da  I  ^{u)  sin  (u  —  r)  a  •  du 

0 
0 

-^  I  da  I  U^{u)  sin  {u — r)  a  •  du 


QO 
00 


=  j  da  I  ^  (w)  sin  (w  —  r)  a  •  d 


u 


0 


-\-  I  da  I  W(u)  sin  (m — r)  a  •  du 

QO 

=  0, 
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wenn  man  in  dem  zweiten  Integrale  rechts  a  durch  —  a 
ersetzt.  Bringt  man  nun  in  (2)  die  Gleichung  (1)  zur  Geltung, 
so  ergibt  sich 


oe 


J  e-r^V-ida  jyf(u)&"'y-^du  =  2n:W(r)    • 


(1) 


—  GO 


2)  Die  Ausdehnung  dieser  Formel  auf  eine  Function 
beliebig  vieler  Variablen  ist  nun  leicht  durchzuführen.  Be- 
trachtet man  vorläufig  eine  Function  W  (r, ,  rj)  von  zwei 
Veränderlichen  und  sieht  darin  r2  als  constant  an,  so  ist  zu- 
folge« (I) 


OO 


W{ri,r^)  =  —^  j e-'-^^^y^^da^  j  W(u^ ,  r^)  e«'^««^^-!  du^ ; 


QO 


wird  dagegen  in  der  Function  'i**  {u^ ,  r^  Wj  als  constant  an- 
gesehen, so  liefert  dieselbe  Formel 


OO 


^  (»1 ,  »-2)  =  V»  J  «^"""^^'d  a^J  W  («, ,  «j)  e-^«'  »^  <?«2 ; 

GO 

durch  Substitution   der  zweiten  Gleichung  in   die  erste  wird 


CA  00 


'^•(r^,  r2)=(^y  j  j e-(r,a,^r,a,)V-i  ^a^  da. 


00     OO 


X  /    l^{u^y  u^)  e^**»«»  +  "'«'»>  ^-^  du^  du^ . 

Auf    ähnlichem   Wege    erhält   man    allgemein    für   eine 
Function  von  m  Variabein  die  Gleichung 

W(r^,r^,  •  •  •  r^) 
=  f^\'    I  e-^'*» «»+'"««'+•••+'•»» «m)^'^^  da^  da^  •*•  •  dam 


—  00 


X 


/     ¥*'(W,,W2,---Wm)  e^"^*«+*^«'^+--+«m«m)^^'~^dWjdW2---rfw^^     (II) 


Tafel  des  Integrals  *(;•)       /  1 


y 

*(y) 

0-00 

0-000  0000 

0-01 

011  2833 

002 

022  5644 

0-03 

033  8410 

004 

045  1109 

006 

066  3718 

0'06 

067  6215 

007 

078  8677 

0'08 

090  0781 

009 

101  2806 

0 

10 

0-112  4630 

0 

11 

123  6230 

0 

12 

134  7534 

0 

13 

145  8671 

0 

14 

166  9470 

0 

15 

167  9959 

0 

IG 

179  0117 

0 

17 

189  9923 

0 

18 

200  9357 

0-19 

211  8398 

0-20 

0  222  7025 

0-21 

233  5218 

0-22 

244  2968 

0-23 

256  0225 

0-24 

266  7000 

0-25 

276  32C3 

0 

26 

■  286  8997 

0-26 

11  2833 

11  2811 

SS 

0-27 

11  2766 

45 

0-28 

11  2699 

Gl 

0-29 

11  2609 

11  2497 

11» 
136 
158 

0-30 

11  2362 
11  2204 

031 
0-32 

11  2025 

äOI 

0-33 

11  1824 

0-34 
0-36 

11  ICOO 

221 

0-36 

11  1364 

ata 

0-37 

11  1087 

867 

0-38 

It  0799 

S88 

0-39 

11  0469 

310 

11  0168 

»31 

0-40 

10  9806 

10  9434 

373 

0-41 
042 

10  9041 

«! 

0-43 

10  3627 

0-44 
0-45 

10  8193 

*31 

0-46 

10  7740 

453 

0-47 

10  7267 

<73 

0-48 

10  6775 

«2 

0-49 

10  6263 

EIS 

10  6734 

94» 

0  60 

0-286  8997 

297  4182 

10  5185 
10  4618 

5«7 

307  8800 

10  4034 

318  2834 

601 

10  3433 

0-328  6267 

610 

338  9081 

10  2814 

es« 

349  1269 

10  2178 

61>2 

359  2786 

10  l5-i6 

369  3644 

10  0359 

684 

379  3319 

10  017.-. 

389  3296 

9  9477 

■' 

399  2069 

9  8763 

409  0093 

9  8034 

742 

.418  7385 

9  7292 
9  6637 

755 

0-438  3922 

769 

437  9690 

9  6768 
9  4986 

782 

447  4676 

9  4191 

456  8867 

466  2251 

9  3384 

817 

475  4818 

9  2567 

830 

484  6555 

9  0897 

m 

493  7452 

9  0046 

351 

502  7498 

8  9185 

861 

611  6'583 

8  8316 

869 

0  620  4999 

™ 

0-52 
0-53 
0-5* 
0-65 


0-530  4999 
629  2437 
537  8987 
öi6  4641 
664  9392 
563  3233 
571  0157 
579  8158 
587  9229 
595  9305 


627  0463 
034  5857 
642  0292 
649  3765 
666  6275 
063  7820 
670  8399 

0-677  8010 
68*  6654 
091  4330 
69S  1038 
704 ■ 6780 
711  1556 
717  5367 
723  8216 
730  0104 


0-742  1010 
743  0033 
753  8108 
759  6238 
765  1427 
770  6680 
776  1002 
781  4398 


8  7438 
8  6550 
8  5654 
8  4751 
8  3841 
8  2924 
8  2001 
8  1071 
8  0136 

7  9196 

7  8251 
7  7302 
7  6349 
7  5394 
7  4435 
7  3473 
7  2510 
7  1645 
7  0579 


6  8644 
6  7676 
6  6708 
6  5742 
6  4776 
G  3811 
6  2849 
6  1888 


5  9975 

5  9023 
5  8075 
5  7130 

5  0189 

6  5253 
5  4322 
5  3396 


8JS 

0-87 

esB 

0-88 

Z 

0-89 

010 

0-90 

917 

0-91 

»23 

0-92 

0  93 

0-94 

0-96 

0  96 

945 

0-97 

W9 

0-98 

95S 

0-99 

95» 

96ä 

1-00 

1-01 

965 

1-02 

966 

103 

1-04 

1-05 

100 

967 

1-07 

969 

109 

96« 

rio 

963 

1-11 

961 

1-13 

957 

1-13 

956 

1  15 

i.52 

117 

1-18 

941 

119 

936 

1-20 

9S6 

1-21 

921 

1-22 

0-781  4398 
786  6873 
791  8432 


806  7677 
811  6635 
816  2710 


854  7842 
858  6499 
862  4360 
806  1435 
869  7732 
873  3201 
876  8030 

0-880  2050 
883  5330 
880  7879 
889  9707 
893  0823 
896  1238 
899  0962 
902  0004 
904  8374 
907  61 


922  9001 

925  2359 
927  5136 
929  7342 
931  8987 

0-934  0080 
936  0632 
938  0652 

940  0150 

941  »137 
943  7622 
945  6614 
947  ai24 

949  0160 

950  6733 


2  5162 
2  4551 
2  3949 

2  3358 
2  2777 
2  2206 
2  1645 

2  1093 


0-966  K 

I  967  2768 
963  4135 

969  5162 

970  5857 

971  6227 

972  6281 

973  6026 

974  5470 


1  7992 
1  7510 
1  7036 
1  6573 

1  6118 

1  6673 


1  3194 
1  2812 
I  2438 


1  1716 
1  1367 
1  1027 
1  0695 
1  0370 
1  0054 


eii 

1 

58  [ 

fiU 

1-B9 

60i 

B91 

1 

60 
61 
62 

S8l 

1 

63 

::: 

J 

64 
65 
66 
67 
68 

m 

1-69 

'Z 

1-70 

4SS 

1-71' 

474 

172 

463 

1-73 

465 

1-74 

175 

1-76 

4« 

177 

43S 

1-78 

«8 

1'79 

409 

3911 

rao 

S9l 

181 

3sa 

182 

3Ti 

•1-63 

365 

1-84 

1-86 

1-86 

afi7 

1-87 

349 

IS 

S!5 

316 

1-90 

SOi» 

1-91 

301 

1-92 

294 

1 

93 

0'974  5470   ; 

976 

4620   1 

0'976  3484   [ 

977 

2069 

978 

0381 

978  8429 

979  6218 

980  37B6 

981 

1049 

981 

8104 

982 

4928 

983 

1526 

0-983 

7904 

984 

4070 

985  0028 

985 

6786 

986 

1346 

986 

6717 

987 

1903 

987 

6910 

988 

1742 

988 

6406 

0-989  0906 

989 

6245 

989 

9431 

990 

3467 

990 

7359 

991 

1110 

991 

4726 

991 

8207 

992 

1662 

992 

4793 

0  992 

7904 

993 

0899 

993 

3782 

993 

6667 

7789 
7538 
7293 

7065 


6378 

6166 


6007 
4832 
4664 


4340 
4186 
4036 


' 

-\»y 

1-93 

0-993  6567 

1'94 

993  9226 

1-95 

994  1794 

1-96 

994  4263 

1'97 

994  6637 

1-98 

994  8920 

I'99 

995  1114 

2'00 

0995  3223 

2-01 

996  5248 

202 

995  7194 

2-03 

995  9064 

2  04 

996  0859 

2'05 

996  2580 

2-06 

996  42.15 

2-07 

996  5821 
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Schriften  von  Alfred  Clebsch 

im  Verlage  von  B.  6.  Teubner  in  Leipzig. 


Glebscll,  Dr.  A.,  Prof.  an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe  [f  als 
Professor  in  Göttingen],  Theorie  der  Elasticitat  fester  Kör- 
per.    (XI  u.  424  S.)     gr.  8.     1862.     geh.  n.  9  Mk. 

„Der  Herr  Verfasser  hatte  als  Lehrer  an  der  polytechnischen  Schale  zu  Carlsrahe  Gelegen- 
heit und  Beruf,  sich  ausführlicher  mit  den  Anwendung-en  der  allgemeinen  Theorie  der  Elasticitat 
auf  die  in  der  Technik  besonders  wichtig-en  Fälle  zu  beschäftigren.  Die  Resultate  dieser  Studien 
lieg-en  uns  jetzt  in  einem  ziemlich  umfangreichen  Werke  vor,  und  man  kann  dem  Verfasser  nur 
Dank  wissen,  dass  er  unsere  deutsche  Literatur  um  eine  Schrift  bereichert  hat,  welche  einerseits 
dem  Techniker  das  Erlernen  der  streng-en  Theorie  ermög>licht,  ihm  über  die  Genauig-keit  seiner 
Resultate  und  die  Zulässigkeit  der  in  der  Praxis  üblichen  Voraussetzung;en  Aufschluss  g-iebt ,  anderer- 
seits den  Mathematiker  belehrt,  wie  man  von  den  allgpenieinsten  Gleichung-en  der  Bewegrung-en 
und  des  Gleichg-ewichts  elastischer  Körper  zu  speciellen  Fällen  ^elang-en  kann,  und  ihm  die  grosse 
Mühe  und  Zeit  erspart,  in  den  Arbeiten  der  Techniker  den  Weizen  ron  der  Spreu  zu  sondern.  Es 
erg-änzt  daher  dieses  Handbuch  das  berühmte  Werk  des  französischen  Physikers  Lame,  welches 
vorzüg-lich  die  allg-emeinen  Differentialgleichungen,  ihre  eleg>anten  Transformationen,  die  Theorie 
der  krystallinischen  Körper  und  ihre  optischen  Eigenschaften  behandelt,  während  Herr  Clebsch 
ausschhesslich  unkrystaliinische  Körper  und  deren  Verschiebung-en  durch  äussere  Kräfte  in  Betrach- 
tung: zieht.''  «  [Literarisches  Ceniralblalt  1863,  No.  31.J 

Theorie     der     binären     algebraischen     Formen. 

(VIII  u.  467  S.)     gr.  8.     1871.     geh.  n.  11  Mk. 

Gegenüber  dem  von  Hrn.  Fiedler  übersetzten  Salmon'schen  Lehrbuche,  weiches  bisher  das 
Hanptmittel  für  das  Studium  der  neuem  Alg-ebra  war,  wird  man  in  dem  vorlieg-enden  Werke 
einerseits  eine  Beschränkung-,  andererseits  Erweiterung-en  finden.  Die  Beschränkung-  besteht  darin, 
dass  nur  binäre  Formen  behandelt  sind.  Dies  wurde  fast  g-eboten  durch  den  Umstand,  dass  nur 
die  Theorie  der  binären  Formen  bis  jetzt  in  g-ewissem  Grade  abg-eschlossen  scheint.  Der  Verfasser 
g-eht  davon  aus,  Invarianten  und  Covarianlen  durch  symbolische  Prodocte  zu  definiren;   ein  Stand- 

5 unkt,  welcher  ihm  schon  vor  10  Jahren  als  der  richtig-ste  erschien.  Diese  Ansicht  hat  im  Laufe 
er  Zeit  um  so  mehr  sich  bei  ihm  festigen  müssen,  als  g'erade  hiervon  ausg-ehend  Herr  Gordau  den 
-wichtigen  Satz  fand,  dass  die  Anzahl  der  zu  jeder  Form  gehörigen  Invarianten  und  Covarianten 
eine  endliche  sei;  und  mit  diesem  Satze  waren  denn  wieder  Fragen  gegeben,  welche  nur  bei  bi- 
nären Formen  aufgestellt  und  beantwortet  werden  können,  und  welche  eben  der  Theorie  der  binären 
Formen  jenen  vorzugsweise  entwickelten  Charakter  geben. 

Indem  diese  und  andere,  auf  frühern  Arbeiten  des  Verfassers  beruhende  Untersuchungen 
ausführlich  behandelt  sind,  ist  dem  erwähnten  Werke  gegenüber  eine  sehr  wesentliche  Fortent- 
-wickelung  gegeben,  welche  bis  zu  dem  neuesten  Stande  dieser  Disciplin  führt. 

Andrerseits  wird  in  dem  Werke  die  geometrische  Interpretation  berücksichtiffl,  welche 
neben  den  algebraischen  Untersuchungen  hergeht,  und  welche  zugleich  die  Grundlage  aer  synthe- 
tischen Geometrie  liefert,  nämlich  die  Theorie  der  Punktreihen  und  Sirahlenbüschel. 

Es  ist  endlich  ein  grosses  Gewicht  auf  ausführliche  Behandlung  einiger  Probleme  gelegt, 
-welche  dem  Studirenden  als  Muster  für  die  Behandlung  algebraischer  Fragen  dienen  können,  und 
^nrelche  ihn  so  auch  praktisch  in  einen  der  wichtigsten  Theile  der  neuem  Mathematik  einführen. 

Glebscb,  Dr.  A.,  und  F.  Gordan,  Professor  in  Erlangen,  Theorie  der 
Aberschen  Functionen.  (XIII  u.  333  S.)  gr.  8.  1866. 
geh.  n.  7  Mk.  20  Pf. 

Die  Herren  Verfasser  suchen  in  diesem  Werke  die  Theorie  der  Aberschen  Functionen  auf 
eine  ganz  neue  Weise  zu  begründen,  welche  das  Interesse  der  Mathematiker  in  hohem  Grade 
erregt  und  das  Verständniss  der  Theorie  wesentlich  gefördert  hat. 

Clebsch,  Alfred,  Vorlesungen  über  Geometrie.  Bearbeitet  und 
herausgegeben  von  Dr.  Ferdinand  Lindemann.  Mit  einem 
Vorwort  von  Felix  Klein.  Ersten  Bandes  erster  Theil.  (S.  1 — 496.) 
gr.  8.    1875.    geh.  n.  11  Mk.  20  Pf. 

Ersten  Bandes  zweiter  Theil.     (S.  497 — 1050  u. 

Xn  S.)     fer.  8.     1876.     geh.  n.  12  Mk.  80  Pf. 

Beide  Theile  in  einem  Band,  geh.  n.  24  Mk. 

Es  bedarf  wohl  kaum  einer  nähern  Erklärung,  wenn  nach  dem  nur  allzu  früh  erfolgten 
Hinscheiden  von  A.  Clebsch  alsbald  der  Gedanke  entstand,  seine  Vorlesungen  über  Geo- 
metrie, welche  für  das  Studium  der  Wissenschaft  von  so  hervorragendem  Einflüsse  waren, 
allgemein  zugänglich  zu  machen.    Es  bezieht  sich  dies  sowohl  auf  die  ausBchliesslich  geo- 


metriiohen,  alt  auoh  auf  «inielne  Absclmitte  anderer  Vorlesungen,  loweit  in  letsteren  geo- 
metrisohe  Probleme  gelegentlich  behandelt  worden.  Dem  Herausgeber  fiel  somit  die  Aufgabe 
lu,  in  möglichstem  Anschlüsse  an  den  Vortrag,  wofOr  ihm  melirere  nachgeschriebene  Hefte 
Eur  Verfügung  standen,  und  theUweise  unter  Benntsung  von  ülebsoh  herrührender  Manu- 
scripte  ein  snsammenhftngendes  Bild  der  rerschiedenen  geometrischen  Bisciplinen  su  entwer- 
fen, besonders  unter  Wahrung  des  einheitlichen  Gedankenganges,  welcher  den  Vorlesungen 
Ton  Glebsch  so  sehr  eigenthümlich  war.  Während  sonaob  in  den  ersten  Abtheilungen  die 
rein  geometrischen  Gesichtspunkte  vorwalten,  dr&ngt  sich  schon  bei  den  Kegelschnitten,  bes. 
den  Flftchen  2.  Ordnung  die  Nothwendigkeit  eines  eingehenden  'Studiums  der  Inyarianten- 
theorie  auf;  und  dieser  algebraische  Charakter  kommt  bei  weiterem  Fortschreiten%  immer 
mehr  sur  Geltung.  Andererseits  soll  das  Buch  auch  in  Jene  überaus  fruchtbaren  Untersuchun- 
gen einführen,  welche  aus  der  Theorie  der  elliptischen  und  Abel'schen  Functionen,  sowie  der 
eindeutigen  Transformationen  für  die  Geometrie  erwachsen.  Die  erwähnten  Ziele  beseichnen 
zugleich  die  Stellung  dieser  Vorlesungen  gegenüber  den  von  Herrn  Fiedler  übersetsten  und 
bearbeiteten  Salmon'schen  Lehrbü(diem,  indem  'der  Stoff,  im  Einseinen  mehr  beschränkt, 
im  Gänsen  doch  ein  weiteres  Gebiet  umfasst. 

In  dem  ersten  Bande  wird  in  dem  angegebenen  Sinne  die  Geometrie  der  Ebene 
behandelt.  Den  Schluss  bildet  die  Darstellung  der  Grundjsüge  einer  Theorie  der  Gonnexe, 
jener  von  Glebsch  noch  suletat  in  die  Geometrie  eingeführten  Gebilde.  —  Der  «weite  Band, 
die  Geometrie  des  Baumes  enthaltend,  wird  in  kurser  Zeit  nachfolgen. 
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